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ТривимГрне моделю вання часового поля дае змогу вГдтворити ю нематику хвиль- 
ових процеН в, яю  спостерГгаються в ЗемлГ при сейсмГчних дослГдженнях, i, таким 
чином, визначити просторове розмГщення в нш  щ льових об'ектгв. Також  моделю ­
вання е важливим шструментом для перевГрки коректн ост методгв розв 'язання обер- 
нених задач у  процесГ Гнтерпретаци як сейсмолопчних, так i сейсморозвгдуваль- 
них даних. У сейсмологи особливе значення маю ть сейсмГчш променГ, якГ визнача- 
ють напрямок потоку енергп високочастотно! частини сейсмГчного хвильового поля. 
П ростеж ення променГв i !х розрахунок даю ть змогу розв 'язувати  ш ироке коло зав- 
дань сейсмологи, а також перевГряти точнГсть отриманих результатГв при застосуван- 
нГ рГзних методгв обробки та штерпретацп спостережених на земнГй поверхнГ даних. 
ВарГант скГнченнорГзницевого моделювання часового поля у  тривимГрнш сферичнГй 
ЗемлГ Грунтуеться на безпосереднш  сГтковГй апроксим ацп рГвняння ейконалу, Г са- 
ме цей  шдхГд до визначення значень часу приходу сейсмГчних хвиль у  кож ну точку 
зем них глибин е найстш ю ш им , а отж е, м ож е гарантувати коректш сть р озв 'язан н я 
багатьох прикладних завдань сейсмологи. Водночас продовж ення часового поля е 
частиною  обчислювального процесу скшченнорГзницево! мпрацц, яка розроблена в 
1нституп геофГзики Гм. С. I. Субботша НАН Украши Г яку використовую ть при оброб- 
цГ даних сейсморозвГдки. Протягом останш х десятилГть з розвитком  ком п 'ю терних 
технологш пов 'язана поява теорГй, алгоритмГв Г програмних комплексГв, якГ дали змо­
гу реалтзувати р о зв 'я зан н я  тривимГрних геофГзичних, зокрем а сейсмологГчних, за­
дач. У стати наведено теоретичнГ основи, алгоритми та результати застосування роз- 
роблених варГанпв тривимГрного моделю вання часових полГв як  променевим, так Г 
скшченнорГзницевим методом на практичних прикладах.

Ключов1 слова: сейсмологГя, тривимГрне моделювання, часове поле, скГнченнорГз- 
ницеве продовж ення, рГвняння ейконала.

Введение. Моделирование временного поля является важным этапом при про­
ведении как сейсмологических, так и поисково-разведочных сейсмических иссле­
дований, поскольку позволяет определить характер поведения кинематики волн в 
соответствии с внутренним строением среды. Для сейсмологии особенно актуальным 
является трехмерное лучевое моделирование в сферической неоднородной Земле, 
которое позволяет решать прямую задачу сейсмологии, а именно по известному рас­
пределению скорости в среде рассчитать лучевые траектории, а также время и ко­
ординаты выхода луча на земную поверхность.

На больших глубинах внутри Земли от подошвы коры до самого ядра резких из­
менений скорости как правило не наблюдается. Наиболее четкими глубинными гра­
ницами раздела являются граница Мохоровичича, которая отделяет земную кору
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от мантии, и граница, определяющая поверхность земного ядра. Значения скорос­
ти распространения сейсмических волн на этих границах имеют разрыв, который 
свидетельствует об изменении химического состава или же о существенном изме­
нении состояния вещества Земли. Подобные разрывы скорости не позволяют при­
менять методы, рассчитанные на непрерывную скоростную функцию с линейным 
ростом скорости по глубине, так как требуют учета неоднородности Земли.

Ранее были сделаны попытки лучевого моделирования в сферической неоднород­
ной Земле [Аки, Ричардс, 1983; Comer, 1984], но при этом скоростная неоднородность 
рассматривалась в вертикальном направлении. В случае предлагаемого метода трех­
мерного моделирования лучей учитывается существенная неоднородность среды по 
скоростным характеристикам как в вертикальном, так и в горизонтальном направ­
лениях.

Трехмерное моделирование конечно-разностным методом основано на продол­
жении временного поля в земных глубинах и позволяет восстанавливать кинемати­
ку сейсмических волн. При этом расчетные разностные сетки выбираются таким 
образом, чтобы максимально приблизиться к реальному распространению сейсми­
ческих волн. Толчок развитию конечно-разностного продолжения временного поля 
точечного источника в трехмерном пространстве за рубежом дала работа Видале 
[Vidale, 1990], результаты которой были применены для решения задач сейсмоло­
гии [Nelson, Vidale, 1990]. В этом случае для аппроксимации уравнения эйконала 
бралась трехмерная прямоугольная сетка, а разностный счет велся с одновремен­
ным использованием трех типов разностных шаблонов. Выбор шаблона зависит от 
взаимного расположения его образующих линий и направления распространения 
рассчитываемой волны. При этом обеспечивается лишь линейное приближение диф­
ференциального уравнения эйконала соответствующим разностным, что не гаран­
тирует уменьшение погрешности в счете пропорционально уменьшению шага сет­
ки. Необходимо признать, что одновременное использование разных шаблонов яв­
ляется совершенно неприемлемым, поскольку не позволяет достичь непрерывно­
го плавного восстановления временного поля ввиду различной степени приближе­
ния разностной схемы в области, где происходит стык двух разных шаблонов.

В Институте геофизики им. С. И. Субботина длительное время разрабатывается 
метод кинематической миграции как поля отраженных, так и поля преломленных 
волн, основанный на конечно-разностном продолжении временного поля для реш е­
ния разных прикладных задач профильной и площадной сейсморазведки [Пилипен­
ко и др., 2009; Верпаховская, 2011, 2014; Верпаховская, Пилипенко, 2018]. Кроме 
того, продолжение временного поля является неотъемлемой частью алгоритмов дина­
мической конечно-разностной миграции, варианты которой также постоянно раз­
рабатываются и усовершенствуются авторами с целью повышения точности вос­
становления глубинного строения районов исследования по данным двумерной [Pav- 
lenkova et al., 2009; Pylypenko et al., 2011; Verpakhovska et al., 2015; Верпаховская и 
др., 2017; Verpakhovska et al., 2018] и трехмерной сейсморазведок [Верпаховская и 
др., 2015; Пилипенко и др., 2015]. Выбор конечно-разностного метода решения урав­
нения эйконала обусловлен как возможностью использования широкого класса не­
однородных моделей среды, так и высокой устойчивостью решения по сравнению 
с лучевым подходом при расчете временного поля. Кроме того, определение вре­
менного поля в равномерно распределенных узлах сеток при конечно-разностном 
методе существенно облегчает необходимую для практических приложений интер­
поляцию временной функции в произвольных точках среды.

В статье представлены теоретические основы и алгоритмы расчета временного
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поля в трехмерной неоднородной среде при использовании лучевого метода и ко­
нечно-разностной аппроксимации уравнения эйконала, а также рассмотрены при­
меры эффективного применения при решении задач сейсмологии.

Теоретические основы трехмерного моделирования временных полей лучевым 
методом для существенно неоднородной среды. Трехмерное моделирование вре­
менных полей лучевым методом в сферической неоднородной среде позволяет ре­
шать прямую задачу сейсмологии — по известному распределению скорости в Зем­
ле рассчитывать лучевые траектории, а также время и координаты выхода луча на 
ее поверхность. Данные параметры являются необходимыми при изучении земле­
трясений и внутреннего строения Земли по сейсмологическим данным.

Обозначим дугу длины луча как s. Время пробега вдоль луча определяется формулой

T = J ds
V ( 7 j (i)

где 0 — эпицентральное расстояние, отсчитываемое от очага землетрясения; V (r) — 
функция изменения скорости с глубиной, которая должна быть предварительно из­
вестна.

Лучевое моделирование в сферической трех­
мерной неоднородной Земле основано на реш е­
нии системы уравнений лучей в сферических ко­
ординатах. Обозначим сферические координаты 
через г, 0, ф, где r — радиальное расстояние, 0 — 
полярный угол, ф — долгота. Направление еди­
ничных ортогональных векторов в сферической 
системе координат показано на рис. 1.

Длина бесконечно малого элемента в сферичес­
ких координатах задается соотношением

ds = ^  dr 2 + r 2d 0 2 + r 2 sin2 0 dф2

В сферических координатах система лучевых 
уравнений может быть записана в разных ф ор­
мах. Наиболее приемлемым вариантом в случае
моделирования в неоднородной сферической среде является система уравнений лу­
ча, где в качестве независимой переменной вдоль луча используется время пробе­
га Т [Сейсмическая ..., 1990]:

0

о

dr 1 d 0— = — cos i , —
d T n d T

di f 1 1----  = -  sin i — +
dT nr n 2

1 d ф
= Sin i cos с , 

rn dT

д n л

sin i sin С ,
rn sin 0

д n л 
2 д ф у

+
cos i 1 д n sin С 1cos C -----------1------------

n 2 д 0 sin0 n

dC sin С 1 д n cos С 1 1 д n 1 .
= -  + -  sin i sin C ctg 0 ,

d T  rs in i n 2 д0 sini rs in0 n 2 дф nr

90o < i < 180o и 180o < i < 270o, 0o <C<360o, (2)
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где 1/n = V — скорость, i — угол между лучом и вектором r , % — угол между 
вектором 0 и проекцией луча на плоскость 0ф. Необходимо помнить, что dV/dr  всег­
да отрицательное, поскольку скорость растет с глубиной.

Для решения системы уравнений (2) задаются начальные условия, определяю­
щие точку на луче 0 0 , ф 0 , r 0, направление луча в этой точке i 0 , % 0 и начальное 
время пробега

T -  0, ro = R -  rz , (3)

где R — радиус Земли, а rz — глубина очага землетрясения. Кроме того, известной 
является функция распределения скорости V (r, 0, ф).

Численный расчет луча выполняется решением задачи Коши для системы урав­
нений (2) при начальных условиях (3) методом Рунге—Кутта [Годунов, Рябенький, 
1977].

На каждом j -м шаге AT выполняются четыре расчетные операции, которые поз­
воляют определить коэффициенты k r , к 0  , к ф , к i , к % согласно системе уравнений (2):

1) рассчитываются коэффициенты k r 1 , к 0 1 , к ф 1 , k i 1 , к % 1 для значений 
rj  , 0 j  , ф j  , ij  , 5 j '

2) рассчитываются коэффициенты k r 2 , к 0  2 , к ф 2 , к {2 , к %2 для значений
AT AT

1 r 1 > к 01, ф j +
AT

"ф 1’ Vi j +
AT

к ii 1 > 5  j  +

AT
^  1 i

3) рассчитываются коэффициенты к r 3 , к 0 3 , кф3 , к 13 , к%3 для значений
AT AT

r j  + ~  k r 2 , 0 j  + ~  к0 2 ,
AT

ф j  + —  кф 2 , ij  +
AT AT

^  22 4' 2 ' j 2 ki 2, 5 j  + 2 
4) рассчитываются коэффициенты к т4 , к 04 , кф 4 , к, 4 , к%4 для значений 

rj + AT к r 3 , 0 j + AT к0 з , ф j + AT кф 3 , ij + AT к, 3 , % j + AT к% 3 .

Параметры для расчетов следующего шага j  + 1 определяются по формулам

AT AT
r j  + 1 -  rj  + ( г  1 + 2 кг 2 + 2 кг 3 + k r 4 Ь 0 j  + 1 = 0 j  + ~6~ (  0 1 + 2 к 0 2 + 2 к 0 3 + к 0 4

AT AT
фj  + 1 - ф j  + ~ 6  ( ф 1 + 2 к ф 2 + 2 к ф 3 + к ф 4 ), lj  + 1 = lj  + ( i  1 + 2 к 12 + 2 к 13 + к 14

AT
%j  + 1 = %j  + - J  ( % 1+ 2 к % 2 + 2 к % 3 + к % 4 ).

Вычисление ведется до момента выхода луча на земную поверхность, а именно 
до того момента, когда выполняется условие rj +1 > R , после чего определяются точ­
ное время и координаты выхода луча на поверхность:

R
Fr -  j  AT  + AT,

rj  +1

R
0 R = 0 j  +

rj  +1
j  +1

R -  rj  I
ф R - ф j  + ------------  ( ф j  + 1

rj  + 1 -  rj

Полученные данные позволяют проконтролировать реально наблюденные годо­
графы для изучаемых районов и, по возможности, оценить их корректность.
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Алгоритм трехмерного моделирования временных полей лучевым методом для 
существенно неоднородной среды. С учетом теоретических основ был составлен 
алгоритм моделирования временного поля в неоднородной сферической Земле луче­
вым методом, который состоит из следующих этапов: подготовка исходных данных, 
формирование трехмерной скоростной модели среды, трехмерное моделирование 
луча в сферической неоднородной Земле и формирование полученных резулвтатов.

Подготовка исходных данных проводится путем формирования параметричес­
кого файла. Для моделирования лучей в трехмерной неоднородной сферической Зем­
ле необходимо задатв началвные условия: сферические координаты точки, из кото­
рой выходит луч (0 о , фо , r0 ), направление луча в этой точке ( i0 , £, 0 ) и началвное 
время пробега Т0 = 0.

Началвные координаты (0 0 — полярный угол, ф 0 — долгота) и направление дви­
жения луча (i0 , ^ 0 ) задаются в радианах, r0 задается относителвно земной поверх­
ности (если источник находится на поверхности Земли, то Г0  = R = 6370 к м , т. е. ра­
диусу Земли).

По имеющимся априорным данным о распределении скоростей в среде рассчи­
тывается трехмерная скоростная моделв и создается таблица скоростей. Априор­
ные данные о скорости в среде представляют собой значения скорости, заданные 
в произволвных точках пространства. По этим значениям рассчитывается с задан­
ным шагом по глубине и сферическим координатам куб скоростей. Скоростная мо­
делв может бытв рассчитана как с постоянным, так и с переменным по глубинным 
уровням градиентом (такой расчет предполагает, что градиент изменяется на глу­
бинных уровнях, заданных априорно). Такая возможноств предусмотрена в разра­
ботанном алгоритме.

Задача моделирования луча в сферической неоднородной Земле решается, как 
показано выше, с помощвю решения системы лучевых уравнений в сферических 
координатах (2) при началвных условиях (3) методом Рунге— Кутта. При этом на 
каждом временном уровне, определяемом заданным шагом по времени, выполняет­
ся четыре расчетные операции по расчету коэффициентов для каждого пространст­
венного параметра k r , k 0  , k ф , k i , k ^ , после чего определяются параметры следую­
щего временного уровня. Данный расчет продолжается до момента выхода луча на 
земную поверхноств. При выполнении условия rj  + 1 > R определяются точное вре­
мя и координаты выхода луча на поверхноств. Резулвтаты вычислений дают возмож- 
ноств проконтролироватв реалвно наблюденные годографы для изучаемых районов.

Параметры рассчитанной траектории луча (глубина, время, координаты) заносят­
ся в таблицу.

По приведенному алгоритму были написаны программы, которые реализуют про­
цесс моделирования лучей в сферической неоднородной Земле. Каждому шагу алго­
ритма соответствует одна программа, а в случае расчета трехмерной скоростной мо­
дели с изменением градиента скорости количество программ соответствует количе­
ству способов задания градиента.

Составленные программы были опробованы на моделвных примерах по расчету 
траекторий лучей при задании различных исходных данных, включая изменения 
скоростных характеристик среды.

Для проверки работы программ по расчету траектории луча была взята скорост­
ная моделв, которая оченв близка к модели, рассчитанной Гутенбергом и приведен­
ной в работе [Саваренский, Кирнос, 1955]. Априорная информация была задана в 
виде таблицы (табл. 1):
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Т а б л иц а 1. Априорная информация По этим данным с шагом в 100 м была 
о распределении скорости в среде сформирована трехмерная скоростная мо­

дель среды и был рассчитан луч для i = 1,58 
и Е = 0,1. Результат расчета занесен в табл. 2.

В таблице приведены в столбцах: время 
с шагом 0,2 с, глубина, начиная с поверх­
ности, и расчетные пространственные ко­
ординаты. В конце таблицы записываются 
данные выхода луча на поверхность (trz — 
время, qrz и frz — сферические координа­
ты) и максимального проникания луча (rd 
— глубина, td — время, fd, qd — сферичес­
кие координаты, id и ksid — направление 
луча). Полученный результат свидетельст­
вует о возможностях разработанных прог­
рамм моделирования лучей в трехмерной 
сферической Земли и перспективах их ис­
пользования при решении разных задач 
сейсмологии.

Теоретические основы трехмерного моделирования временного поля на основе 
конечно-разностного решения уравнения эйконала для существенно неоднород­
ной среды. Проблема моделирования временного поля в неоднородной среде путем 
численного расчета распределения времени прихода прямой волны при использо­
вании априорной информации о скоростных характеристиках среды является осно­
вой для создания эффективных подходов к реализации обратных сейсмических за­
дач для интерпретации наблюденных данных. Особенно актуальным следует счи­
тать трехмерный расчет временного поля в силу его большей общности, сложности 
в постановке и многообразия, вызванного требованиями конкретных практических 
приложений.

Временное поле будем рассматривать как функцию времени t (Е) прихода ф рон­
та волны в произвольную точку среды с пространственными координатами, опре­
деляемые вектором Е.

В декартовой трехмерной системе координат для изотропной среды функция t (x, 
y, z) подчиняется уравнению эйконала:

H , км ф, рад 0, рад v, к м /с

0 0,4 0,6 7,0
40 0,4 0,6 8,0

300 0,4 0,6 9,0

500 0,4 0,6 9,5
600 0,4 0,6 10,0
750 0,4 0,6 11,0
1000 0,4 0,6 11,5

1200 0,4 0,6 12,0
1500 0,4 0,6 12,3
2000 0,4 0,6 12,8
2500 0,4 0,6 13,4

d t (x ,  y , z ) У ( d t ( x ,  y , z ) У ( d t ( x , y , z ) У
d x

+
d y

+ 1

V 2 ( x , y , z )
(4)

где V (x , y , z) — сейсмическая скорость в среде.
Уравнение (4) следует из скалярного волнового уравнения при условии, что сейс­

мический сигнал обладает бесконечной частотой [Смирнов, 1953].
Учитывая необходимость решения интерпретационных задач с произвольным ха­

рактером распределения скорости V (x , y , z) в среде, наиболее приемлемым для рас­
чета временного поля следует считать конечно-разностную аппроксимацию уравне­
ния (4) на пространственной сетке.

В зависимости от практических приложений восстановления временного поля 
сложилось три подхода к его реализации. Каждый из этих подходов отличается как 
начальными условиями, так и видами расчетных дифференциальных уравнений, 
которые, в общем, являются производными от уравнения (4).
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Т а б л и ц а 2. Пример результата моделирования луча

0.000000 6370.000000 0.400000

0.200000 66369.987305 0.400217
0.400000 66369.975098 0.400434

0.600000 66369.963379 0.400651

0.800000 66369.951660 0.400868

1.000000 66369.940430 0.401086

1.200000 66369.929688 0.401303

1.400000 66369.919434 0.401520

1.600000 66369.909180 0.401737

1.800000 66369.899414 0.401954

2.000000 66369.890625 0.402171

2.200000 66369.882812 0.402388

2.400000 66369.875977 0.402605

2.600000 66369.870117 0.402823

2.800000 66369.864746 0.403040

3.000000 66369.860352 0.403257

3.200000 66369.856934 0.403474

3.400000 66369.854492 0.403691

3.600000 66369.853027 0.403908

3.800000 66369.852539 0.404125

4.000000 66369.853027 0.404343

4.200000 66369.854492 0.404560

4.400000 66369.856934 0.404777

4.600000 66369.860352 0.404994

4.800000 66369.864746 0.405211

5.000000 66369.870117 0.405428

5.200000 66369.876465 0.405646

5.400000 66369.883789 0.405863

5.600000 66369.892090 0.406080

5.800000 66369.901367 0.406297

6.000000 66369.911133 0.406514

6.200000 66369.921387 0.406731

6.400000 66369.932129 0.406949

6.600000 66369.942871 0.407166

6.800000 66369.954102 0.407383

7.000000 66369.965820 0.407600

7.200000 66369.978027 0.407817

7.400000 666369.990234 0.408034

trz = 7.553846 qrz = 0.408201 frz = 0.602073
rd = 6369.852539 td = 3.800001 fd = 0.601053
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0.600000 1.580000 0.100000

0.600056 1.579739 0.099949
0.600112 1.579478 0.099897

0.600168 1.579218 0.099846

0.600223 1.578957 0.099794

0.600279 1.578696 0.099743

0.600335 1.578435 0.099692

0.600390 1.578174 0.099641

0.600446 1.577913 0.099590

0.600501 1.577567 0.099539

0.600556 1.576879 0.099488

0.600612 1.576192 0.099437

0.600667 1.575504 0.099386

0.600722 1.574816 0.099335

0.600778 1.574128 0.099284

0.600833 1.573441 0.099234

0.600888 1.572753 0.099183

0.600943 1.572065 0.099132

0.600998 1.571378 0.099082

0.601053 1.570690 0.099031

0.601107 1.570002 0.098981

0.601162 1.569314 0.098931

0.601217 1.568627 0.098880

0.601272 1.567939 0.098830

0.601326 1.567251 0.098780

0.601381 1.566563 0.098730

0.601435 1.565876 0.098680

0.601490 1.565188 0.098629

0.601544 1.564500 0.098580

0.601599 1.563898 0.098530

0.601653 1.563637 0.098480

0.601707 1.563376 0.098430

0.601761 1.563115 0.098380

0.601815 1.562854 0.098330

0.601869 1.562594 0.098281

0.601923 1.562333 0.098231

0.601977 1.562072 0.098182

0.602031 1.561811 0.098132

qd = 0.404125 id = 1.570690 ksid = 0.099031
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В первом подходе процесс восстановления временного поля осуществляется пу­
тем расчета лучей, являющихся характеристиками уравнения (4). Дифференциалв- 
ное уравнение в частных производных (4) в трехмерной декартовой системе коор­
динат трансформируется в систему простых дифференциалвных уравнений [Cerveny 
et al., 1977]:

dx p dy  = q dp  1 д V dq 1 д V >i l l Q
J T

dz  r dz  r dz r v  3 д x ’ dz r V 3 д y ’ dz  r v 3 д z

д t д t д t
где p = —  , q = —  , r = —  . 

д x д y  д z
Для уравнения (5) могут бытв сформулированы началвные данные в виде произ­

водных p о , qо , определенные в фиксированной точке с координатами x 0 , y  0 , z 0 . 
Значение г о вычисляется в точке x о , у  о , z о при известном распределении скорос­
ти посредством уравнения (4).

Таким образом, на основе началвных данных и дифференциалвных уравнений 
(5), определяющих луч, может бытв сформулирована задача Коши для определения 
временного поля в последователвности точек среды, совпадающей с траекторией 
данного луча.

Последователвно восстанавливая некую совокупноств лучей, можно определитв 
временное поле в произволвно неоднородной среде даже в случае его неоднознач­
ности в пространстве. Исполвзование численных методов решения системы диф- 
ференциалвных уравнений позволяет достичв оченв высокой точности восстанов­
ления лучей в неоднородной среде. Однако в целом задача определения временного 
поля таким путем решается весвма неустойчиво, что связано с независимым расче­
том каждого луча. В далвнейшем объединитв полученные на лучах разрозненные 
значения времени в единое временное поле представляется затруднителвным, осо­
бенно для существенно неоднородной среды.

Во втором подходе задача восстановления временного поля в трехмерной среде 
является более устойчивой, посколвку решается с исполвзованием исходных дан­
ных в виде временной функции на некоторой фиксированной линии L (профиле).

Предположим, что линия L однозначна относителвно оси X, определяется урав­
нением y L (x ) и расположена на земной поверхности: z = о.

В далвнейшем будем рассматриватв поведение временного поля t на некоторой 
поверхности Q, определяющей непрерывную совокупноств лучей, восстановленных 
с линии L в трехмерном пространстве. Для расчета поверхности yQ (x , z ), а также 
временной функции на ней в двумерной системе координат x , z необходимо вос- 
полвзоватвся системой дифференциалвных уравнений:

p
д У , д У 
д x д z = q ,

д q д q
p ----- + r —

д x д z
= -  V - 3

д V

-ду ’

д p  д p
p ----- + r ---

д x д z
= -  V - 3

д V

д t д t
p ----- + r —

д x д z
(6)

где У = yQ (x , z ) , p = pq (x, z)
I гг- 2 2 2

= - j  V -  p  -  q .

д t ( x , у , z ) д t ( x , у , z )
, q = qQ (x, z) =д x д У

r = rQ (x , z ) =
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Систему уравнений (6) необходимо дополнить начальными данными:

Уд (х , 0) = y L (х ) ,  P q (x , 0) = p L (x ) ,  qQ (x , 0) = qL (x ). (7)

Значения p L (x ) и qL (x ) определятся по значениям наблюденного временного 
поля на земной поверхности.

Таким образом, задача Коши, определяемая уравнениями (6) и (7), обеспечивает 
восстановление в трехмерной среде как лучевой поверхности, так и распределе­
ния времени на ней по информации о наблюденном поле и его производных на не­
которой линии земной поверхности.

Восстановление лучевой поверхности в трехмерном пространстве играет важную 
роль в задачах построения сейсмических границ по наблюденным кинематическим 
параметрам волнового поля. В процессе поиска пространственного расположения 
границы в неоднородной среде путем продолжения вниз волнового поля, известно­
го на земной поверхности в ограниченном контуре, важно знать границы той части 
трехмерного пространства, в которой правомерно выполнять обратное продолжение 
временного поля. Устойчивое решение этой задачи и призвано решать данный под­
ход к моделированию временного поля и его характеристик [Пилипенко и др., 2009].

Третий вариант конечно-разностного моделирования временного поля основан на 
непосредственной сеточной аппроксимации уравнения эйконала (4). Этот подход к 
восстановлению временного поля в неоднородной среде является наиболее устой­
чивым, а следовательно, может гарантировать корректность решения многих при­
кладных задач сейсмики. Он удобен также тем, что расчет времени ведется на за ­
ранее определенных регулярных пространственных сетках. Следовательно, есть воз­
можность применить в процессе расчета временного поля произвольное распреде­
ление скорости, а также получить значение времени в регулярных точках, что об­
легчает задачу получения временного поля с требуемым распределением его значе­
ний в пространстве.

Высокая устойчивость определения временного поля этим методом обеспечива­
ется последовательным пересчетом временного поля на узлах сетки, что, естествен­
но, гарантирует однозначность его восстановления. Иначе говоря, платой за устой­
чивый счет является однозначность расчетного временного поля. Однозначность 
как ограничение во многих прикладных задачах сейсмики не является существен­
ной. К примеру, в сейсмологии первостепенное значение играет первое интенсив­
ное вступление сейсмической волны для всех типов волн. Аналогичное требование 
выдвигается и в сейсмических методах с искусственным возбуждением колебаний, 
когда необходимо провести расчет времени прихода прямой волны от источника в 
произвольную точку пространства для последующего формирования изображения 
среды обратным волновым продолжением.

Для корректной организации конечно-разностного продолжения временного поля 
большое значение имеет равномерное разбиение пространства, подчиненное про­
цессу распространения во времени фронта волны.

При выборе разностной схемы необходимо, чтобы выполнялись определенные 
требования, а именно, необходимо достичь квадратичной степени аппроксимации 
уравнения эйконала и при выборе сеточного разбиения пространства для выпол­
нения разностного счета добиться максимально возможного приближения линий 
сетки к предполагаемому поведению лучей и изохрон восстанавливаемого времен­
ного поля.

Определение  временного  п о л я  в  ближней  з оне  источника.  Во многих приклад­
ных задачах важное значение играет расчет временного поля для точечного источ­
ника в условиях неоднородной модели среды. Очевидно, в этом случае фронт вол­
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ны близок к сферической форме. Однако препятствием к использованию прост­
ранственной сферической сетки является то, что не существует равномерного по­
крытия сферы произвольным числом правильных многоугольников.

Относительно равномерное разбиение сетки можно достичь, если распределить 
узлы сетки равномерно по сферическим осям координат, исключая область вырож­
дения, примыкающую к линии полюсов. Чтобы добиться максимально равномерно­
го разбиения сетки в вертикальной, близкой к пункту возбуждения колебаний об­
ласти, линию полюсов необходимо расположить на поверхности. В связи с этим не­
обходимо обратиться к следующей системе координат:

z = r sin0 sinф , 0 = arctg

9 9 9= r sin0 cosф , r = x + y  + z , y  = r cos 0 , ф = arctg

, 2 . 2' X + z

y
, 0 c < 0 < n - 0  c , 0 < ф < п , 0 < r < rmaX, (8)

где 0 c — значение 0 , ограничивающее разностную сетку вблизи полюсов. 
Уравнение эйконала (4) в сферической системе (8) имеет вид

f д t л 2

vd О
+ 1 f д t л 2

+ 1
r 2 sin 2 0

f д t V

Уд ф / V 2
(9)

В предположении, что пункт возбуждения расположен в центре системы коор­
динат, выполним разбиение полупространства с шагами A r, Дф, Д0 по осям коорди­
нат r , ф, 0. Сеточная область, образованная в результате такого ргазбиения, пред­
ставлена на рис. 2 .

Рассмотрим аппроксимацию уравнения (9) на десятиточечном двуслойном шаб­
лоне (рис. 3), где сеточные координаты i , j , k соответствуют сферическим коорди­
натам r , ф, 0 вместо декартовых координат x , y , z . Для этого представим в виде ряда

Рис. 2. Трехмерная сетка продолжения 
временного поля точечного источника.

Рис. 3. Десятиточечный двуслойный шаблон трех­
мерной сетки продолжения временного поля.
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значение времени в узле i , j , k + 1:

Д  +1 _ д  + А Э ‘ + А Г ‘
j _ + АГ 5L + ~ г

э 2
Э r 2

‘ + O ( Аr 3 ) (10)

Уравнение (10) представляет собой квадратичное представление значения вре­
мени в произволвном узле сетки.

Разностное выражение для Э‘/Э r получим из уравнения (9):

к _
V 2 . ki, j , k

L 'L Ф
rk sin 2 0 jk j

L '
1/ 2

(11)

где L' _Ф 2 Аф
' t k4 +1, -  t ‘- 1, j ) ■L 00 _

1
2А0 ( ‘ k, j  +1 -  tk ■■ j -1 ^ радиус сферической

поверхности уровня k, 0 j  — значение координаты 0 для узла i , j , k.
Разностное выражение для оператора Э 2 ‘/  Э r 2 при исполвзовании двуслойного 

шаблона непосредственно получитв невозможно. Поэтому предварителвно необхо­
димо выполнитв дифференцирование уравнения (9):

Э 21 
Э r 2

"Э ‘ л
ЭгV У

Э ‘ 
Э0

2 ^  Эф Э 21 1
r 2 Э 0Э г Э0 r 3 sin2 0

Г Э ‘ 2

1эф̂
1 Эф Э2‘ 1 ЭV

r 3 sin2 0 Эф Эг Эф V 2 Эг ’

э 21 _ Г Э ‘ ]
- 1 1 Э t Э21

Эг Э 0 ЭгV 2 г 2 Э0 Э02
+

г 2 tg 0 sin 2 0

Э ‘ 
Эф

2 1 Эф Э21 _ ЭР
г 2 sin2 0 Эф Эф Э0 V 3 Эг ’

э 2 ‘ _ Г Э ‘ ]
-1

1 Э ‘ Э2 ‘ 1 Э ‘ Э2 ‘ 1 Э V
Эг Эф ЭгV 2 Г2 Э0 Э0 Эф г 2 sin2 0 Эф Эф2 V3 Эг

(12)

3
Исполвзуя (12) и исключая величины порядка O (А r ), получаем явную разно­

стную схему для пересчета временного поля на сферической сетке с квадратичной 
точноствю относителвно сеточных шагов:

‘У 1 _ t k j  + А ^ ;  + ^ - р ; р ' i
А г 2 -1

i, j 1, j L ' 1
0 sin 2 0 j

1 L0
rk tg 0 j  L r

L ф +

+ Ф  (L D _ 1 L ' 2 T " +
L 0 L 00 +

sin 2 0 j
L 0 L ф L 0ф +

1
• 4 A T * 2 j №

s i n  0 j L ф L фф

+
V 3 . k1, j , k L2 L'rr L r

X
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х
, д V 1 , д V

L 0 ------------------ Lф -----
д9 sin2 А. Ф дфsin2 0 j

д V 
дг

(13)

tk 2fk I Л ,k 2fk + fk ,k ,k ,k , k̂
' j  + 1 -  2fi’ j  + fi’ j  “I т* -  l + 1, j  -  2Ti’ j  + f/ _1' j  т № +1' j  +1 -  ff + 1’ j  “ j  “ 1 + ff “1 j  “1где Loo= 2 , -Арф= 2 ' L09=

A02 Аф 4A0 Аф

Располагая значениями скорости и ее производными в декартовой системе коор­
динат, нетрудно получитв необходимые значения производных скорости в сфери­
ческой системе сеточных координат i, j , k :

д V 
д г

п д V п
= Sin 0 ; cos ф i ------+ cos 0 ; ------+ Sin 0 ; Sin ф i

™1 д x j д y  j Yi
д V д V 

д z

д V n д V д V
—  = “ rk sin 0 j  sin ф i —  + rk sin 0 j  cos ф i -T-
дф дх дz

д V 
ЭО

л д V л
= rk  cos 0 j cos ф i -------rk  sin 0 j ------ + rk cos 0 j sin ф i

J д x J д y J
д V д V 

дz
(14)

Таким образом, исполвзуя уравнение (13), представляется возможным последо- 
вателвно рассчитыватв время от точечного источника колебаний в направлении воз­
растания координаты г.

Определение временной функции по данной разностной схеме позволяет оце- 
нитв влияние различных скоростных неоднородностей среды на сейсмическое вре­
менное поле. Рассчитанное время распространения фронта прямой волны точечно­
го источника может бытв непосредственно исполвзовано в процедуре миграцион­
ного преобразования сейсмической информации как кинематическое условие для 
определения момента выборки изображения по волновому полю.

О пределение врем енного  п о л я  в  д а ль н е й  зо не  источника. Во многих приложени­
ях сейсмологии областв изучения среды, как и областв наблюдений, находится на 
значителвных расстояниях от источника возбуждения колебаний. Это происходит 
как в случае естественных землетрясений, так и в процессе исполвзования искус­
ственных источников возбуждения колебаний (глубинное сейсмическое зондиро­
вание, метод преломленных волн). Методы интерпретации наблюденных данных в 
этом случае существенно отличаются от методов, привычно исполвзуемых для обра­
ботки материалов, полученных в зоне, непосредственно примыкающей к источни­
ку. Аналогично и подходы к моделированию временного поля в случае болвших рас­
стояний от источника колебаний имеют свою специфику. В первую очередв, при 
выборе способа расчета временного поля необходимо учитыватв, что значителвную 
частв расстояния от источника до пункта регистрации волна движется в направле­
нии, близком к горизонталвному.

Остановимся на конечно-разностной реализации задачи восстановления времен­
ного поля в трехмерной неоднородной среде для точечного источника.

На значителвных расстояниях от источника на характер распространения вол­
ны оказывает существенное влияние возрастание сейсмической скорости с глуби­
ной, при которой фронт волны быстро теряет сферическую форму. При выборе сет­
ки для конечно-разностной аппроксимации уравнения эйконала будем руководст-
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воваться положениями лучей и изохрон в реалвной среде. В связи с этим предла­
гается применить в качестве разностной сетки взаимно ортогональную последова­
тельность изохрон и лучей, которые присущи временному полю точечного источни­
ка в среде с линейным изменением скорости с глубиной V = V0 (1 + в z ), где V0 — ско­
рость на земной поверхности при расчете сетки, Vо в — градиент изменения ско­
рости с глубиной. Величины Vо , в выбираются как некоторые фоновые средние 
значения для данной модели среды. Новая система координат, образованная в трех­
мерном пространстве лучами и изохронами для фонового распределения скорости, 
представлена следующими выражениями:

2yj x 2 + y  2
у = arc tg ----------------------------- , т = arch

e ( x 2 + y 2 + z 2 ) + 2z

в 2 (x 2 + y 2 + z 2 ) 

2 (в z + 1)
+ 1 ф = arctg — , (15)

x

где т = V0 в Т , T — время изохронны фонового поля, у — угловая координата, ф — ази­
мутальная координата.

В системе координат (15) уравнение эйконала (4) записывается следующим образом:

Э t 
Эт

2
+ ' ' Э t

sh2 т Эу
+

sm2 у
'  Э t 

Эф

2

V 2 в 2 +h т - cos ysh т )2
(16)

Для аппроксимации дифференциального уравнения эйконала (16) разобьем в трех­
мерном пространстве ортогональную сетку по координатным осям у, ф, т , задавшись 
соответственно сеточными координатами i , j ,  k . Время в произвольном сеточном уз­
ле будем обозначать t i  j .

Рассматриваемая методика предполагает последовательное восстановление зна­
чений времени на уровне сетки к + 1 по его значениям на уровне к , начиная от то­
чечного источника, где к = 0 и t 0 j  = 0 .

При аппроксимации дифференциального уравнения (16) на созданной сетке бу­
дем стремиться к квадратичному приближению разностного уравнения к диф ф е­
ренциальному. В результате такая аппроксимация будет иметь следующий вид:

,к +1 
, j

к ГЭ11 Ат 2 Э 21
П, j  +Ат Эт

+ -----
2 Эт2

(17)

Используя уравнение (16), будем искать разностные выражения, аппроксимиру­
ющие дифференциальные выражения правой части уравнения (17) на десятиточеч­
ном шаблоне (см. рис. 3) уровня к с квадратичной точностью.

Разностное представление [Эt / Эт] производной Эt/ Эт следует непосредственно 
из уравнения (16):

Э t 1
Эт в 2 V 2 +h т - cos ysh т )2

1
sh2 т

Э t 
Эу

+
Эt ' 2 '

sm2 у Эф

1/2

(18)

где |Эt / Эу| и Эt/ Эф являются разностными выражениями для соответствующих 
производных:
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д t 1 (Л  Л  \ дt
ду _ 2Лу ( (  j  (  j  i -1 , j  b дф

1
2 Л(р j +1 j -1 ) ■ (19)

Для поиска разностного выражения второй производной д 2 t j  д т 2 в выражении 
(17) выполним дифференцирование исходного уравнения (16) по т :

д 21 _ 1 - д V  /  дт sh т -cos ych т 1 дt 1

д т 2 |д t / д т | в 2V 3 (chт - cosyshт )2 в 2V 2 (chт - cosт shт)3 sh3 т V ду 7

Г д t л2
1 д t д 21 1 д t д 21

л

v д ф sh2 т v ду дудт sin2 у дф дтдф
(20)

где V, д V/ дт — скорости и ее производная в узле сетки i, j ,  k.
Производные д 2 t j дудт и д 21/ дтдф не могут бытв аппроксимированы по явной 

двуслойной схеме. Для их преобразования необходимо выполнити дифференциро­
вание уравнения (16) по у и по ф:

д 21 _ 1 - д ^  ду shy sin у 1
дудт |д tj д т | в 2 V3 (ch т -  cos ysh т) 2 в 2 V 2 (ch т -  cos ysh т)3 sh2 т

д t д 21 cos у д t л2
1 д t д 2t

л

V
ду ду2 sin3 у V дф sin2 у дф дудф

(21)

д 21 
дф дт

1 - д ^  дф 1 ' дt д 21 1 д! д 21
л '

|д t / д т | в 2 V3 (ch т -  cos ysh т) 2 sh2 т ^ ду дудф sin2 у дф дф 2 /  -

где д V/  ду и д V/ дф — производные скорости по соответствующим осям коорди­
нат в узле i, j , k ;

д 2 1 _ 1 ( + ,  • 2 tk .■ + t k , .) , д 2 1
д у 2 Лу 2 1 г +  ^  j г, j i - 1 j 1 ’ д ф2 Лф2 ( j +1 - 2 tk, j + t l  j  - 1)

д 21 
дудф

1
4 ЛуЛф

( t j  + t j  -  tk -  tkt i + 1, j  + 1 + w -  1, j  -  1 t i + 1, j  -  1 t i -  1, j  + 1 (23)

Подставляя полученные представления дифференциалиных операторов (19)—(23) 
в уравнение (18), получаем окончателиное явное разностное уравнение, которое поз­
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воляет пересчитывать последовательно время по координате т с уровня к на уровень 
к + 1. Уравнение (18) предусматривает расчет временного поля в широком диапазо­
не расстояний от пункта возбуждения, исключая область, непосредственно распо­
ложенную вблизи источника.

В случае плавного изменения скорости с глубиной возможно, что на значительном 
интервале сейсмическая волна будет распространяться в направлении, близком к 
горизонтальному. Тогда полезно воспользоваться для моделирования временного по­
ля разностной сеткой, базирующейся на цилиндрической системе координат. П о­
скольку методика определения разностных схем для аппроксимации уравнения эй­
конала в трехмерном пространстве с квадратичной точностью сохраняется, приве­
дем лишь окончательные выражения, определяющие пересчет времени на цилинд­
рической сетке.

Прямое преобразование координат для цилиндрической сетки имеет вид 

r = ^ x 2 + у  2 , x = r cos ф, ф = arctg x/ у , у  = r sin ф , z = z .

Уравнение эйконала в цилиндрической системе координат определяется выраже­
нием

d t 2

r\  J
+

V 2

r d t \ 2д t
Эф

+
z V2

где r — радиус или расстояние по горизонтали от точки возбуждения колебаний.
Конечно-разностная схема, соответствующая квадратичной точности аппрокси­

мации уравнения эйконала, имеет вид

t k +l = tki , j 1, k + A r
д t
д r

+
A r 2 д 21

д r 2
(24)

где к — сеточная координата по r, i — по ф, j  — по z .
Необходимо выполнить следующие последовательные подстановки разностных 

выражений в уравнении (24):

д t 1 д t л2
1 д t л2 "

д r V 2 \ д z r 2 \ дф

д t 1 / .к .к \ д t
д z = 2 Az k i, k +1 i, j - 1) , дф

1
2 Аф

( t k\Ч +1, j ti - 1, j, ) ■

д 21
д r 2

1 д (  ̂ 2 ) д t д 21 1 д t д 21 1+ ---3r
д t 2

2 дr д z д z дr 2r дф дф дr дф

| д t/ д r

1 - 2 ) д t д 21 1
2r

д t д 21

д 21
2 д z д z д z 2 дф дф д z

д z д r | д t / д r |
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д 21 
дф дг

д 21
д z дф

i д Т■2) д t д 21 1 д t д 21
2 дф дz д z дф 2г дф дф 2

д 21 _ 1

| д t / д г

( t k - 2  t ky t , J +1 2 t i,д z 2 A z 2

д 21 _ 1 ( t k+1 • -  2 tk
д ф2 Лф2 V t + В J 1,

1 l k k
4 Az Лф ' г' + h J

+ t+1 + 4 -1, J -1 )■ (25)

Предполагается, что начальные данные определяются на начальном уровне сетки 
k о по координате г с помощью конечно-разностной схемы (17), которая позволяет вы­
полнять моделирование временного поля непосредственно от точечного источника.

Результаты детального исследования устойчивости решения уравнения эйконала 
на пространственных сетках изложены в работах [Пилипенко и др., 2009; Верпахов- 
ская, 2014; Верпаховская, Пилипенко, 2018]. На их основе можно сформулировать 
единое для обеих используемых схем условие, которое имеет четкую физическую 
природу. Оно сводится к требованию, чтобы произвольный сейсмический луч вре­
менного поля, приходящий в расчетный узел сетки , не выходил за пределы шабло­
на, образованного узлами разностной схемы (см. рис. 3).

Алгоритм трехмерного моделирования временного поля на основе конечно-раз­
ностного решения уравнения эйконала для существенно неоднородной среды. С 
использованием теоретических разработок был составлен алгоритм определения вре­
менного поля в узлах трехмерного сеточного прямоугольного параллелепипеда для 
неоднородной модели среды, в состав которого вошли следующие этапы: ввод ис­
ходных данных, подготовка сетки лучей и изохрон, определение скоростных пара­
метров в узлах сетки лучей и изохрон, расчет временного поля в узлах сетки лучей 
и изохрон, подготовка цилиндрической сетки для расчета в дальней зоне источни­
ка, определение скоростных параметров в узлах цилиндрической сетки, расчет вре­
менного поля в узлах цилиндрической сетки, определение временного поля в сеточ­
ных узлах параллелепипеда.

В качестве входной информации рассматриваются координаты точки источника 
колебаний, а также координаты параллелепипеда, определяющего положение трех­
мерного сеточного пространства, в пределах которого будут получены результатив­
ные значения временного поля. Разностный счет должен осуществляться последо­
вательным пересчетом, продолжением временного поля на сетке от точки возбуж­
дения до предельного узла пространственной сетки в расчетной области, где пред­
полагается получить результат. Так как для продолжения временного поля вблизи 
источника принято использовать сетку лучей и изохрон, соответствующих линейно­
му изменению скорости с глубиной, а в дальней зоне источника расчет временной 
функции осуществляется на цилиндрической сетке, то во входные данные включе­
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ны значения сеточных шагов для двух типов сеток, а также значения радиуса на­
чала цилиндрической сетки. Размер сеточных шагов и значение началвного радиу­
са определяются требованиями к точности расчета времени в конкретных сейсми­
ческих задачах. Входная информация готовится в виде параметрических файлов.

Посколвку для приближения нелинейного дифференциалвного уравнения эйко­
нала исполвзуется явная схема конечно-разностной аппроксимации, то имеет мес­
то условная устойчивоств счета. Условие устойчивости определяется соотношени­
ем шагов пространственной сетки, имеет четкую физическую природу и сводится 
к требованию, чтобы произволвный сейсмический луч временного поля, приходя­
щий в расчетный узел сетки, не выходил за пределы шаблона, образованного узла­
ми разностной схемы (см. рис. 3).

Для максималвного удовлетворения условия устойчивости при разностном счете 
была сформулирована концепция, которая заключается в том, что при конструиро­
вании сеточного разбиения пространства необходимо стремитвся к приближению 
линий пространственной сетки к траектории лучей и изохронам расчетного времен­
ного поля. Воплощением этой концепции в данном алгоритме явилосв применение 
на началвной стадии счета в качестве линий пространственной сетки взаимно орто- 
гоналвных последователвностей изохрон и лучей, которые присущи волновому полю 
точечного источника при линейном изменении скорости с глубиной V = V0 (1 + в z ), 
где Vо — скороств на дневной поверхности при расчете сетки, V0 в — градиент из­
менения скорости с глубиной. Так как в болвшинстве случаев имеет место увеличе­
ние скорости с глубиной, то при согласовании параметров Vо, в с осредненными их 
значениями для реалвной скоростной функции снижается вероятноств радикалвно- 
го расхождения линий сетки и лучевых траекторий, что, в свою очередв, обеспечи­
вает устойчивоств разностного счета.

Для организации разностного счета при неоднородной модели среды необходи­
мы значения скорости и ее пространственных производных в каждом узле трехмер­
ной сетки.

Скоростная моделв, для которой применяется конечно-разностный метод реш е­
ния, может бытв описана произволвно. На этапе опробования принципиалвных воз­
можностей данного алгоритма было исполвзовано описание скоростной модели в ви­
де задания отделвных поверхностей, которые определяли пласты с различными зна­
чениями скорости и ее вертикалвного градиента. Таким образом, в неоднородную 
скоростную моделв среды были включены разрывы как непосредственно скорос­
ти, так и ее производных.

Выражение (17) определяет явную схему расчета временного поля в направлении 
радиалвной сеточной координаты k (осв т), принятую для расчета времени в узле i , 
j , k + 1 радиалвного уровня k + 1 по девяти значениям времени на предыдущем уров­
не k (см. рис. 3). Продолжение временного поля по этой схеме выполняется в ра- 
диалвном направлении от точечного источника до началвного радиалвного уровня 
цилиндрической сетки.

Принятая к реализации разностная схема (17) обеспечивает квадратичную сте- 
пенв приближения сеточного решения к точечному дифференциалвному решению 
по определению временного поля. Это означает, что при изменении сеточных шагов 
обеспечивается адекватное увеличение точности расчетов временного поля.

В далвней зоне источника фронт волны преимущественно распространяется в 
близком к горизонталвному направлению. В связи с этим целесообразно восполв- 
зоватвся цилиндрической системой координат для разбиения пространственной рас­
четной сетки, координаты которой r , z , ф, где r — радиус, z — глубина, ф — азиму­
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тальный угол. Предельные значения координат цилиндрической сетки обеспечива­
ют полное покрытие ею области параллелепипеда, где предполагается получить ре­
зультативное временное поле. Значение сеточных шагов цилиндрической сетки A r , 
Az, Аф выбирается, как и в случае сетки лучей-изохрон, из условия необходимой точ­
ности расчетного временного поля и удовлетворения условий устойчивости счета.

Стартовые значения времени на начальном уровне цилиндрической сетки опре­
деляются путем интерполяции по значениям времени в узлах сетки лучей-изохрон. 
Расчет временного поля на цилиндрической сетке предполагает предварительное 
определение скорости V, а также ее производных dV/Э r , ЭV/Эz и dV/Эф во всех уз­
лах расчетной области.

Необходимость привлечения к конечно-разностному счету производных скорос­
ти объясняется требованием при счете квадратичной степени сходимости разно­
стного решения к решению дифференциальному. При этом по аналогии с конечно­
разностной схемой на сетке лучей-изохрон используется явная конечно-разностная 
схема для цилиндрической сетки (24). Так как уравнение эйконала является нели­
нейным, то существует вероятность, что для неоднородной модели среды может су­
ществовать область пространства, где его решение будет неопределенно. При ко­
нечно-разностном продолжении это может иметь место, если в некотором узле сет­
ки подкоренные выражения в формулах принимают отрицательные значения. В та­
ком случае значения времени в этом узле не может быть рассчитано. В реальных ус­
ловиях действуют волновые законы, при которых резкие изменения фронта волны 
в соответствии с принципом дифракции “затягиваются” в процессе его распростра­
нения [Кравцов, Орлов, 1980]. В разработанном алгоритме разностного счета узлы 
сетки, где нет возможности выполнить разностный счет, опускаются. После завер­
шения счета на текущем радиальном уровне сетки время в пропущенных узлах до­
определяется интерполяцией по значениям временной сетки, где сеточный счет был 
успешно реализован. Благодаря этой процедуре можно говорить об определенном 
волновом характере решения кинематической задачи продолжения временного поля, 
что позволяет расширить применение данного алгоритма на модели среды со слож­
ным распределением скорости.

При явном расчете временного поля на сетке с применением шаблона (см. рис. 3) 
нет возможности определять время в крайних линиях сетки при минимальных и 
максимальных значениях сеточных координат i , j . Поэтому в рассматриваемом ал­
горитме краевые значения времени, подобно как в случае с пропущенными узлами, 
доопределяются с помощью экстраполяции значений поля в соседних, относитель­
но краевых, узлах.

На заключительной стадии расчета временного поля осуществляется пересчет 
временной функции с цилиндрической сетки на прямоугольную в области прост­
ранства, представляющего собой параллелепипед. Временное поле на прямоуголь­
ной сетке удобно для использования в дальнейших практических приложениях.

Расчет трехмерного временного поля может быть полезным в процессе наблю­
дений сейсмических явлений на отдельном пространственном полигоне. В этом слу­
чае отдельно для каждой из ведущих наблюдение сейсмических станций может быть 
рассчитано с использованием предположительной скоростной модели среды трех­
мерное временное поле, которое описывает время прихода волны от всех гипотети­
ческих источников колебаний, расположенных на контролируемом полигоне.

Располагая детальной трехмерной сеткой значений времени прихода волны с по­
лигона, нетрудно путем интерполяции определить разность реального и расчетного 
времен для зафиксированного на станции явления, что может служить как для кор­
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рекции принятой скоростной модели среды, так и для контроля и уточнения прост­
ранственного положения произошедшего явления.

На основе рассмотренного алгоритма расчета временного поля в трехмерной не­
однородной среде был составлен комплекс программ, каждая из которых выполня­
ет один из этапов алгоритма. Опробование данного комплекса на различных тесто­
вых примерах подтвердило сделанные ранее выводы о точности и устойчивости ко­
нечно-разностного определения временного поля.

В качестве примера рассмотрим расчет трехмерного временного поля для скоро­
стной модели, заданной в параллелепипеде размером 110 х 40 х 30 км по осям x , y , z 
соответственно. Скоростная модель определяется заданием скачкообразного изме­
нения скорости по глубине (от 3000 до 6000 м/с) на плоской наклонной границе, а 
также локальным телом с повышенной скоростью в виде эллиптического усеченно­
го конуса, кровля которого располагается на глубине 12 км.

На рис. 4 представлена карта поверхности границы с локальным выступом, на ко­
торой происходит скачок скорости, а на рис. 5 приведено вертикальное сечение ско­
ростной модели по линии, соединяющей точку возбуждения и центр локального вы­
ступа, расположенный на расстоянии 60 км от точки возбуждения. Скачок скорос­
ти на границе имеет переменный характер и достигает максимального значения в 
1500 м /с  на поверхности локального выступа.

Рассмотрим результат определения временного поля в интервале расстояний 40— 
110 км от пункта возбуждения в виде верхнего среза (поверхностного годографа) 
трехмерного массива данных. Расчетный массив данных соответствует объему сре­
ды 40 х 110 х 30 км. Был выполнен расчет временного поля на поверхности данного 
параллелепипеда в присутствии и отсутствии локального, аномального по скорости 
тела. На общем фоне поведения временного поля на поверхности трудно выделить 
аномальный эффект от наличия выступа, однако при определении разности двух по­
верхностных годографов этот эффект очень ощутимый, что демонстрируется на рис. 6. 
Здесь отчетливо фиксируется отрицательная аномалия во временном поле, вызван­
ная присутствием в модели высокоскоростного включения.

На этом и некоторых других примерах была исследована корректность разрабо­
танного алгоритма путем оценки влияния изменений сеточных параметров на резуль-

Рис. 4. Вертикальный срез трехмерной скоростной модели с локальным выступом.
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Расстояние х, км

3000 3400 3800 4200 4600 5000 5400 5800

Рис. 5. Горизонтальное сечение трехмерной скоростной модели с локальным выступом.

тативные временные поля. Как показали расчеты, даже при двукратном изменении 
шагов сетки значения временного поля не изменяются более чем на доли процента.

Выводы. Кинематику сейсмических волн, возникающих при землетрясении и рас­
пространяющихся в неоднородной Земле, можно воссоздать с помощью трехмерно­
го моделирования временного поля, которое позволяет определить время прихода 
волны в каждую точку пространства. Трехмерное моделирование временного поля 
позволяет решать прямую задачу сейсмологии — по известному распределению ско­
рости в Земле рассчитывать лучевые траектории, а также время и координаты вы­
хода луча на ее поверхность. Данные параметры являются необходимыми при изу­
чении параметров очага землетрясения и внутреннего строения Земли по сейсмо­
логическим данным.

Разработано два подхода к моделированию временного поля в трехмерном сф е­
рическом пространстве с помощью лучевого моделирования, основанного на реше-

Расстояние х, км
40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 105 110

0,30 - 0,25 - 0,20 - 0,15 - 0,10 - 0,05 0

Рис. 6. Аномалия временного поля, вызванная присутствием в скоростной модели
локального выступа.
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нии системы уравнений лучей в сферических координатах и путем численного рас­
чета распределения времени прихода волны с применением конечно-разностного 
решения уравнения эйконала с учетом априорной информации о скоростных ха­
рактеристиках среды1. При этом разностная аппроксимация уравнения эйконала вы­
полняется на сферической сетке с десятиточечным двуслойным шаблоном. Предло­
женная явная схема позволяет достичв квадратичной точности с условием, что про- 
изволвный сейсмический луч, приходящий в расчетный узел сетки, не выходит за 
пределы шаблона, образованного узлами заданной сетки.

На основе теоретических разработок были созданы алгоритмы и программы трех­
мерного моделирования временного поля как лучевым, так и конечно-разностным 
методами в сферической неоднородной Земле. Программы были протестированы 
на ряде примеров и полученные резулвтаты подтверждают точноств и корректноств 
разработок.

Таким образом, можно утверждатв, что предложенные варианты трехмерного мо­
делирования временного поля как лучевым, так и конечно-разностным методами поз­
воляют эффективно решатв разные задачи как сейсмологии, так и поисковой сейс­
моразведки даже в существенно неоднородных средах.
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Three-dimensional modeling of temporal field by radial 
and finite-differential methods for solving the problems

of seismology

V. N. Pilipenko, A. O. Verpakhovskaya, 2019

Three-dim ensional m odeling of tem poral field allows reconstructing  the k inam atics 
of wave processes observed in the  Earth during seismic studies and determ ine in such 
a way spatial position into it of the stud ied  objects. M odeling is also an im portan t tool 
for inspection  of correctness of m ethods for solving the inverse problem  during the p ro ­
cess of interpretation both seismological and seismic exploration data. Seismic rays which 
determ ine the direction of the  flow of h igh-frequency part of seismic wave field energy  
are very im portan t in seism ology. Tracking the rays and their calculation allows solv­
ing different problem s of seism ology as well as checking  the accuracy of results obtai­
ned while different m ethods of processing and interpretation of data observed on the Earth 
surface are used. A version of finite-differential m odeling of tem poral field in th ree -d i­
m ensional spherical Earth is based  on direct n e t approxim ation of the eikonal equation 
and  it is this approach  to reconstruction  of values of seismic waves arrivals to any  po in t 
of Earth dep ths is the  m ost stabile and  as a resu lt can guaran tee  correctness of solving 
lots of applied  problem s of seism ology. At the sam e tim e continuation  of tem poral field 
is a p art of calculative process of finite-differential m igration designed  a t the Institute 
of Geophysics nam ed after S. I. Subbotin of NAS of Ukraine and  is used while process­
ing seismic exploration data. D evelopm ent of com puter technologies during recen t d e ­
cades b rough t the appearance of theories, algorithm s, and software-based com plexes re ­
alizing the solving of three-dim ensional geophysical in particu lar seism ological p rob­
lems. The p ap e r gives theoretical foundations, algorithm s, and results of application  of 
three-dim ensional tem poral fields m odeling developed for both radial and  finite-diffe­
rential m ethods by practical exam ples.

Key words: seismology, th ree-dim ensional m odeling, tem poral field, finite-differen­
tial continuation, eikonal equation.
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