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Вступ. Ефективна робота всіх систем 
безшахтного видобування корисних ко­
палин можлива лише при достатньо ви­
сокій проникності гірських порід пластів, 
охоплених технологією робіт, а також при 
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Нерівноважна фільтрація флюїду в неоднорідно  
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На основі математичного моделювання фільтрації флюїду в неоднорідному сере­
довищі досліджено вплив забруднення привибійної зони пласта на продуктивність 
видобувної свердловини. Розглянуто модель нерівноважної фільтрації в напівнескін­
ченному неоднорідному пласті з гармонічним збуренням на його межі. Використо­
вуючи метод розділення змінних, отримано розв’язок крайової задачі, за допомогою 
якого встановлено вплив забруднення на продуктивність свердловини.
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забезпеченні стійкого гідродинамічного 
зв’язку оточуючого породного масиву з 
технологічною свердловиною.

Проте при спорудженні та експлуата­
ції нафтогазових свердловин відбуваються 
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техногенні зміни природних фільтрацій­
них властивостей привибійної зони плас­
та (ПЗП), що спричинює зменшення 
продуктивності видобувних свердловин. 
Серед основних причин зменшення про­
дуктивності є погіршення фільтраційних 
властивостей пласта через забруднення 
його твердими частинками, що проника­
ють у поровий простір, перешкоджаючи 
фільтрації флюїду. У результаті навколо 
стовбура свердловини формується зона 
забруднення, що має складну будову та 
характеризується низкою особливостей. 
Тому виникає необхідність оцінити вплив 
забруднення на продуктивність свердлови­
ни з метою подальшої розробки рекомен­
дацій і способів очищення ПЗП.

Традиційно вплив забруднення ПЗП 
на продуктивність свердловини досліджу­
ється на основі моделі, що складається з 
двох різних просторово-однорідних зон: 
забрудненої ПЗП з погіршеною проник­
ністю та розташованої за нею зони з біль­
шою проникністю, так звана «чиста» зона 
пласта. Зокрема, така найпростіша зонна 
модель проникності використовується у 
праці [Баренблатт и др., 1972] для оцінки 
впливу забруднення ПЗП на продуктив­
ність нафтових свердловин. У публікації 
[Чекурін, Притула, 2017] викладено ре­
зультати досліджень впливу коефіцієнта 
проникності на фільтраційні параметри.

Результати спеціальних лабораторних 
досліджень показали, що внаслідок техно­
генної дії (буріння, забруднення ПЗП під 
час експлуатації тощо) у ПЗП формується 
стійкий просторово-неоднорідний профіль 
проникності, який можна апроксимувати 
степеневою функцією [Ding et al., 2002].

Метою даного дослідження є визначен­
ня розв’язку крайової задачі нерівноваж­
ної фільтрації флюїду у напівнескінчен­
ному неоднорідному пласті з гармонічним 
збуренням на його межі, на основі якого 
досліджується вплив забруднення ПЗП на 
продуктивність свердловини. При цьому 
просторова зміна проникності у забруд­
неній ПЗП, як і у працях [Ding et al., 2002; 
Денисюк та ін., 2023], задається у вигляді 
степеневого закону.

Математична модель нерівноважної 
фільтрації та постановка задачі. Враху­
вання нерівноважності у процесі фільтра­
ції здійснюється шляхом узагальнення кла­
сичного рівняння Дарсі [Скуратівський, 
Скуратівська, 2019]. Неоднорідність пласта 
визначається степеневими залежностями 
проникності від просторової координати. 
У цьому випадку плоско-паралельну нерів­
новажну фільтрацію флюїду в неоднорід­
ному пористому середовищі пласта буде­
мо описувати наступною лінеаризованою 
моделлю [Денисюк та ін., 2023]
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де u — швидкість фільтрації; p — тиск; 
β=m0β0; m0 — початкова пористість породи 
пласта; β0, βs — коефіцієнти об’ємної стис­
ливості рідини та скелета породи пласта; 
ke, kf — рівноважний і заморожений кое­
фіцієнти проникності породи пласта, від­
повідно, 
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Із системи рівнянь (1), виключивши 
швидкість фільтрації u, отримаємо рівнян­
ня нерівноважної фільтрації у пористому 
неоднорідному середовищі пласта
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Результати досліджень. Використовую­
чи метод розділення змінних, побудовано 
комплекснозначний розв’язок модельного 
рівняння (2),нехтуючи початковими умо­
вами, із гармонічною дією на межі пласта 
та обмеженості розв’язку на нескінченнос­
ті у вигляді залежності:
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де 
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; ( 1) ( 2) ( )n nK + + ⋅  — моди­

фікована функція Бесселя другого роду.
У загальному випадку виділення дійсних 

значень у розв’язку (3) пов’язано із значни­
ми труднощами. У зв’язку з цим, оскільки 
аргументи модифікованої функції Бесселя 
завдяки вибору частоти гармонічної дії ω 
значно перебільшують одиницю, скорис­
тавшись її асимптотичним наближенням 
для великих значень аргументів, отрима­
ємо:
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Щоб дослідити вплив забруднення ПЗП 
на продуктивність свердловини, викорис­
товуючи узагальнений закон Дарсі (1) для 
дебіту та розв’язок задачі (4), визначено 
дебіти свердловини для пласта із забруд­
неною ПЗП ( ),cQ r t  і для «чистого» пласта 

( )0 ,cQ r t . Порівнюючи ці дебіти, отримаємо 
формулу, що визначає відносний дебіт Q :
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де s
S

kK =
βµ

 — п’єзопровідність «чисто­

го» пласта; ϕ , α  — безрозмірні коефіці­
єнти визначаються за формулами, при­

веденими у роботі [Denysiuk et al., 2024].
Як приклад, використовуючи формулу 

(5), зроблено числові розрахунки залеж­
ності Q  від параметрів зони забруднен­
ня: міри забруднення ( )c c sK k k=  і роз­
мірів зони забруднення ( )S S cR R r= . За 
результатами розрахунків встановлено, 
що вплив параметрів cK , SR  на приведені 
дебіти свердловини із забрудненою ПЗП 
є суттєвим.

Висновки. У дослідженнях розглядалися 
питання застосування математичних ме­
тодів для оцінки впливу забруднення ПЗП 
на продуктивність свердловини та прогно­
зування фільтраційної динаміки в ньому, 
коли пористий масив ПЗП є неоднорідним 
за проникністю, а рух флюїду в ньому має 
ознаки нерівноважності. Для розв’язання 
такої задачі використовувалася класична 
континуальна модель фільтрації в’язкої 
рідини у напівнескінченному середовищі, 
коли його проникність (п’єзопровідність) 
є степеневою функцією за просторовою 
координатою, а на межі напівпростору за­
дано гармонічне збурення. Використовую­
чи розв’язок цієї крайової задачі, показано 
суттєвий вплив параметрів забруднення 
ПЗП (міри забруднення, розмірів забруд­
неної зони) на продуктивність свердлови­
ни порівняно з потенційною продуктив­
ністю свердловини для «чистого» пласта.

Застосування методів математичного 
моделювання роботи свердловини при гар­
монічному збуренні у її зоні вибою разом з 
використанням результатів лабораторних 
експериментів є важливими як для оцінки 
впливу забруднення ПЗП на дебіт сверд­
ловини, так і при зондуванні (тестуванні) її 
за допомогою фільтраційних гармонічних 
хвиль тиску та розуміння фізичних проце­
сів, які супроводжують процес видобутку 
мінеральних ресурсів. 
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Nonequilibrium fluid filtration in  
a heterogeneously contaminated near-wellbore zone 
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Based on mathematical modeling of fluid filtration in a heterogeneous environment, 
studies have been conducted to investigate the impact of near-wellbore zone contamina­
tion on production well productivity. А model of non-stationary nonequilibrium filtration 
in a semi-infinite heterogeneous formation with a harmonic perturbation at its boundary 
was considered. Using the method of separation of variables, a solution to the boundary 
value problem was obtained, using which the influence of contamination on well produc­
tivity was determined.

Key words: nonequilibrium filtration, generalized Darcy’s law, porous medium, con­
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