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Введение. Распространению волн в периодических упругих твердых горизонтально-слоистых 
средах посвящено много работ [Бреховских, 1973; Сибиряков и др., 1980; Braga, Herrmann, 1992; 
Chicone, 1999; Roganov, Stovas, 2012]. Большой интерес представляют среды с периодическим 
повторением жидких и твердых слоев, поскольку они являются моделями пород с трещинами, 
насыщенными жидкостью. Если жидкость является идеальной, т. е. с нулевой вязкостью, то при 
распространении волны на границах между жидкими и твердыми слоями возникают разрывы 
касательных компонент скоростей смещений, а касательные компоненты напряжений равны 
нулю. Это приводит к специфическим свойствам волновых полей в таких композитах. Напри-
мер, наличие двух в среднем продольных волн, распространяющихся вдоль слоев (двух симме-
тричных мод), и присутствие большой анизотропии даже при сколь угодно малой мощности 
жидких слоев. Следует отметить, что в случае слоистых сред с твердыми слоями, если устремить 
мощности некоторых слоев к нулю, их влияние на распространяющиеся волны прекращается.

В дальнейшем рассматривается только случай, когда жидкость, заполняющая слои, является 
идеальной, а границы слоев расположены горизонтально.

В статье [Рытов, 1956] приведены дисперсионные соотношения для плоских волн, распростра-
няющихся в периодических жидкотвердых средах вдоль слоев и перпендикулярно слоям. Пред-
ставляя распространяющуюся волну в каждом слое взвешенной суммой плоских волн разного 
типа, автор получил однородную линейную систему уравнений с неизвестными амплитудами. 
Эта система уравнений определяется краевыми условиями на границах между жидкими и твер-
дыми слоями, а ее определителем является дисперсионное соотношение. Затем автор вычислил 
низкочастотные пределы дисперсионных соотношений для описанных типов плоских волн, по-
лучив результат, что вдоль слоев при низких частотах могут распространяться две в среднем 
продольные волны (симметричные моды) и одна в среднем поперечная волна (антисимметрич-
ная мода). Эти результаты содержатся в книге [Бреховских, 1973]. В. А. Корнеев [Korneev, 2011] 
вывел уравнение для скоростей распространения вдоль слоев симметричных мод и исследовал 
их изменение в зависимости от частоты и отношения мощностей жидкого и твердого слоев.

Л. А. Молотков [Молотков, 1979], используя пятимерный формализм, выполнил предельный 
переход к нулевой частоте в пропагаторе для периода жидкотвердой среды. В результате он вывел 
дифференциальные уравнения, описывающие распространение волн в полученной однородной 
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среде, похожей по свойствам на среду Био [Молотков, 1979, 2001]. Волновые процессы в этой 
среде описываются пятью параметрами, которые определяют компоненты векторов смещений 
и тензоров напряжений в жидком ( )( )1 , ,x z zzu u τ  и твердом ( ) ( )( )2 2, , ,x z xx zzu u τ τ  слоях. Переменные 
без верхнего индекса непрерывны. Из формул исключены касательные напряжения ( )1

xzτ  и ( )2
xzτ , 

которые для низких частот считаются равными нулю во всей среде. В работах [Молотков, Хило, 
1983; Молотков, 1988] авторы преобразовали полученные дифференциальные уравнения в спек-
тральную область и представили их корни для точечного источника интегралами Меллина. Эти 
интегралы они вычислили по методу перевала и получили приближенные формулы для индика-
трис групповых скоростей двух мод. Индикатрисы групповых скоростей имеют три пересечения 
с положительной полуосью, которым соответствуют три волны, распространяющиеся вдоль 
слоев. Они показали, что волна с наибольшей скоростью является квазипродольной, а волна с 
немного меньшей скоростью — продольно-пластинчатой. Скорость третьей волны зависит от 
отношения мощностей жидких и твердых слоев и стремится к нулю, если это отношение мало.

М. Шонберг в работах [Schoenberg, 1983, 1984] вывел дисперсионное уравнение для жидко-
твердой периодической среды. Это уравнение справедливо для всех частот и волновых чисел 
(или горизонтальных медленностей). После предельного перехода к нулевой частоте им получено 
уравнение кривой медленности, которое в дальнейшем обобщено для многослойной перио-
дической жидкотвердой среды. Из уравнения кривой медленности найдено параметрическое 
уравнение индикатрисы групповых скоростей. М. Шонберг отметил хорошее соответствие по-
лученных аналитических выражений результатам экспериментов в ультразвуковом диапазоне 
частот. Заменяя волновые числа частными производными, он получил дифференциальные урав-
нения для однородной среды, приближенно описывающие распространение волн в слоистых 
жидкотвердых средах при низких частотах. Теория М. Шонберга основана на использовании 
пропагатора для среды с чередующимися жидкими и твердыми слоями. Пропагатор позволя-
ет пересчитывать вертикальные компоненты смещений и давления из одного жидкого слоя в 
другой с правильным учетом условий на промежуточных границах. Оба параметра волнового 
поля, используемые при пересчете, являются непрерывными на всех границах раздела, а про-
пагатор является 2×2 матрицей как для пропагатора в среде с только жидкими слоями. Такой 
подход дает основание использовать матрицу монодромии (пропагатор для периода) и теорию 
Флоке [Floquet, 1883; Braga, Herrman, 1992] при описании плоских волн, распространяющихся в 
жидкотвердых периодических средах. В рамках этого подхода плоскость параметров (горизон-
тальная медленность, частота) делится на зоны прохождения и поглощения. Зонам прохождения 
соответствуют однородные плоские волны, а зонам поглощения — затухающие. М. Шонберг в 
статье [Schoenberg, 1984] привел пример такого разбиения плоскости параметров. Этим автором 
также получены некоторые соотношения для низких частот между компонентами смещений в 
жидких и твердых слоях.

А. Н. Норис и М. А. Гринфильд [Norris, Grinfeld, 1995] показали эквивалентность уравнения 
поверхности медленности для периодической жидкотвердой среды, полученного в рамках тео-
рии Био, уравнению, полученному М. Шонбергом [Schoenberg, 1984] пропагаторным методом.

Применение пропагаторов для жидкотвердой среды в контексте пятимерного формализма 
представлено в книге [Молотков, 1984], а в контексте дельта-операторной техники для анизо-
тропных жидкотвердых сред — в статье [Роганов, 2013].

В данной статье продолжено изучение волн Флоке, распространяющихся в бинарных перио-
дических жидкотвердых средах. Используя метод, предложенный М. Шонбергом [Schoenberg, 
1983, 1984], авторы вывели новое аналитическое выражение для матрицы монодромии и полу-
чили дисперсионное уравнение, представленное произведением четырех множителей, которые 
ответственны за расположение границ зон прохождения и параметры волн Флоке, распростра-
няющихся вдоль слоев.

Теория и численный пример. Рассмотрим распространение плоских волн в бесконечной 
периодической горизонтально-слоистой среде с двумя слоями в периоде. Предположим, что 
один из слоев является твердым и изотропным с мощностью d, плотностью ρ, скоростями α, 
β продольных и поперечных волн соответственно, а другой слой имеет мощность h, заполнен 
идеальной жидкостью с плотностью ρf и скоростью акустической волны αf.

Излагаемая теория иллюстрируется на примере периодической жидкотвердой среды с двумя 
слоями в периоде из статьи [Korneev, 2011]. Эта среда описывается параметрами α = 4000 м/с, 
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β = 2200 м/с, ρ = 2700 кг/м3, d = 1 м, αf = 1500 м/с, 
ρf = 1000 кг/м3, h = 0,001 м. Аспектное число для 
этой среды h/d = 0,001.

Выберем систему координат так, чтобы ось OX 
была горизонтальна и проходила через средину 
твердого слоя, а ось OZ была вертикальна и на-
правлена вниз (рис. 1).

Все плоские волны в рассматриваемой среде 
с горизонтальной медленностью p и круговой 
частотой ω=2πf содержат фазовый множитель 

( )exp i px tω −⎡ ⎤⎣ ⎦ , который в статье исключен из 
соответствующих формул.

Обозначим соответственно 2
2

1 pξ = −
α

, 2
2

1 pη = −
β

 и 2
2

1
f

f

pξ = −
α

 вертикальные мед-

ленности продольных и поперечных волн в твердом слое и акустической волны в жидком слое, 
H=d+h — мощность периода.

Если z принадлежит твердому слою, то ( ) ( ), , ,
T

pd sd pu suz a a a a=a  означает вектор, компонента-
ми которого являются  амплитуды продольных (p) и поперечных (s) волн, распространяющихся 

вниз (d) и вверх (u). В этом случае вектор скоростей смещений и напряжений ( ) ( )1 3 13 33, , , Tz u u= τ τv  
находится по формуле v(z)=Ea(z), где столбцами матрицы E служат четыре вектора, состоящих из 
нормированных скоростей смещений и напряжений плоских волн разного типа в твердой среде:

 ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2 2 2
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-
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β −αξ β⎜ ⎟
= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

E . (1)

Аналогично обозначим ( ) ( ), T
d uz b b=b  вектор амплитуд плоских волн, если z принадлежит 

жидкому слою. Вектор, состоящий из вертикальных компонент скоростей смещений и верти-

кальных напряжений ( ) ( )3 33, Tz u= τw , находится по формуле ( ) ( )fz z=w E b , где

 
f f f f
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f f f f
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E .  (2)

Матрицы E и Ef имеют соответственно обратные матрицы:
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1 1 1 1

1
1 1 1 1

1
2

f f f f
f

f f f f

− − − −
−

− − − −

⎛ ⎞α ξ −α ρ
⎜ ⎟=
⎜ ⎟−α ξ −α ρ⎝ ⎠

E .  (4)

Введем диагональные матрицы:

 ( ) ( ) ( ) ( )( )diag exp 2 , exp 2 , exp 2 , exp 2i d i d i d i dΛ = ωξ ωη − ωξ − ωη , (5)

Рис. 1 Периодическая двуслойная жидкотвердая среда.
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 ( ) ( )( )diag exp 2 , exp 2f f fi h i hΛ = ωξ − ωξ , (6)

а также матрицы-пропагаторы 1
f f f

−=Q E EΛΛ  и 2 1−=P E EΛΛ  для жидкого и твердого слоев, где 
1.i = −

Знаки столбцов матриц E и Ef выбраны так, чтобы симметричные и антисимметричные моды 
описывались соответственно равенствами apd=apu, asd=asu, bd=bu и apd= –apu, asd= –asu, bd= –bu.

Матрица монодромии для жидкотвердой среды и дисперсионное уравнение. Используя 
матричный метод Томсона—Хаскелла [Thomson, 1950; Haskell, 1953], можно связать значения 
векторов ( ) ( )3 33, Tz u= τw  и ( ) ( )1 3 13 33, , , Tz u u= τ τv для разных глубин, находящихся в одном слое 
(см. рис. 1), линейными соотношениями:

 ( ) ( )2 1z z=w Q w ,  (7)

 ( ) ( )4 2z z=v P v ,  (8)

 ( ) ( )5 4z z=w Q w .  (9)

На границах жидкотвердых слоев непрерывны компоненты волнового поля u3, τ33 и, следо-
вательно,
 ( ) ( )4 4z z=w Fv ,  (10) 

где 
0 1 0 0
0 0 0 1
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

F .

Пусть ( ) ( )2 1 3 13 33, , , Tz u u= τ τv . Из соотношений ( )13 2 13 0zτ ≡ τ =  и ( )13 4 0zτ =  следует, что 
31 1 32 3 34 33 0u u+ + τ =P P P . Поэтому 1 1

1 31 32 3 31 34 33u u− −= − − τP P P P  и справедливо соотношение

 ( ) ( )2 2z z=v Gw ,  (11)
где

 

32 31 34 31/ /
1 0
0 0
0 1

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

P P P P

G

и Pij — элементы матрицы P.
Применяя последовательно преобразования (7), (11), (8), (10), (9), получим пропагатор (ма-

трицу монодромии) [Якубович, Старжинский, 1972], связывающий параметры волнового поля 
w(z), относящиеся к срединам соседних жидких слоев w(z5)=Mw(z1),
где
 =M QFPGQ .  (12)

Аналогичный подход построения пропагатора для жидкотвердой среды предложил М. Шон-
берг [Schoenberg, 1983, 1984].

Обозначим

 ( )( )tg / 2qt q d h= ω + , ( )tg / 2t dξ = ωξ , ( )tg / 2t dη = ωη , ( )tg / 2f ft h= ωξ ,

 ( )24 2 2 24 1 2m p t p tξη ξ η= ξβ η + − β , ( )24 2 2 24 1 2m p t p tηξ η ξ= ξβ η + − β , f

f
k

ρ ξ
=
ρξ

,

 ( )11 fr m ktηξ= + ξ , ( )12 f fr m t kt tξη ξ η= + ξ η , (13)

 ( )21 f fr m t kηξ= − + ξ ξ , ( )22 fr m kt t tξη ξ η= − η . (14)

Вычисление по формуле (12) показывает, что

 ( )
1

1 21 22 11 12 12 21
21 22 11 12

11 22 21 22 11 12

2

2
f

f

r r r r i r r
r r r r

i r r r r r r

−
− ⎛ ⎞− − ρ
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟− ρ −⎝ ⎠

M . (15)

Согласно теории Флоке для периодической среды [Braga, Herrman, 1992; Chicone,1999; 
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Roganov, Stovas, 2012], вектор w(z) можно представить как произведение ( ) ( ) ( )expz i qz z= ωw S ,
где ( ) ( )z z H= +S S  — периодическая функция. Следовательно, ( ) ( ) ( )5 1expz i qH z= ωw w  и 

( )exp i qHλ ≡ ω  является собственным числом матрицы M. Значение q — вертикальная медлен-
ность интерференционной волны Флоке, а собственные векторы матрицы M определяют век-
торы поляризации в жидких слоях на глубинах z1+nH, где n —целое число. Векторы поляризации 
повторяются с периодом H. На других глубинах в пределах периода векторы поляризации вы-
числяются умножением собственных векторов матрицы M на соответствующие пропагаторы.

Из соотношения (15) следует, что det(M)=1. Поэтому справедливы равенства:

 ( ) ( )
2 1 1

21 22 11 12 11 12 21 22
2 1 1

21 22 11 12 11 12 21 22

1 1
cos Tr / 2

1 1
q

q

t r r r r r r r r
i qH

r r r rt r r r r

− −

− −

− − −
ω = = = =

++ +
M . (16)

Следовательно,

 2 11 12

21 22
q

r r
t

r r
= .  (17)

Равенство (17) является дисперсионным уравнением. Эквивалентное дисперсионное урав-
нение относительно cos(iωqH) получено М. Шонбергом [Schoenberg, 1984]. Соотношение (17) 
определяет кинематические свойства плоских волн в периодической жидкотвердой среде. При 
фиксированной частоте ω оно задает кривую медленности q=q(p,ω) и позволяет рассматривать 
процесс распространения интерференционной совокупности плоских волн в периодической 
среде как единую плоскую волну Флоке [Floquet, 1883] с вертикальной медленностью q=q(p, ω).

В дальнейшем будем рассматривать только моды, для которых значения ωξd, ωηd, ωξf  h и ωqH 
не превосходят π.

Значения чисел r11, r12, r21, r22 вещественны при любых параметрах p и ω, даже когда в слоях 
плоские волны неоднородны. Знак правой части равенства (17) определяет разбиение плоскости 
параметров (p, ω) на зоны прохождения и зоны поглощения, которым соответствуют однородные 
и неоднородные (затухающие) волны.

При p=0 и небольшой частоте ω все значения r11, r12, r21, r22 положительны. Следовательно, 
точка (p, ω) находится в зоне прохождения. Кроме того, при ( )1 1 1max , , fp − − −> α β α  все значения 
ξ, η, ξf  являются чисто мнимыми. Поскольку tg(ix)=itgh(x), то tg(ix)→i при x→+∞. Таким образом, 
при ω→∞ справедливо равенство tξ=tη=tf=i. Поэтому при ω→∞ и ( )1 1 1max , , fp − − −> α β α  выполняются 

соотношения r11=iSξ–1, r12= –Sξ f η
–1, r21=Sξ f  ξ

–1, r22=iSη–1, где ( )22 4 2 24 1 2S p p k= β ξη+ − β + .
Из формулы (17) следует, что в этом случае либо 2

qt = –1 и точка (p, ω) принадлежит зоне 
поглощения, либо S=0, что соответствует волне Шолте, распространяющейся вдоль границы 
двуслойной жидкотвердой среды. При указанных условиях все значения r11, r12, r21, r22 обра-
щаются в нуль одновременно. Поэтому при больших частотах зоны прохождения сжимаются 
и приближаются к линии, для которой S(p)=0.

Для рассматриваемого примера на рис. 2 серым цветом показаны зоны прохождения в лога-
рифмическом масштабе. Такое расположение зон типично для жидкотвердых периодических 
сред с двумя слоями в периоде. Зоны ограничиваются линиями, для которых rij(p, ω)=0 i, j=1, 2. 
На рисунке видно, что область, ограниченная линиями r12=0 и r21=0, вырождается, начиная с 
частоты около 200 Гц.

Как будет показано ниже, соотношения r11=0, r12=0 определяют соответственно параметры 
(p, ω) антисимметричных и симметричных волн, распространяющихся горизонтально. Равенство 
нулю множителей r21, r22 соответствует двум типам волн, имеющим горизонтальные групповые 
скорости: с горизонтальными колебаниями в срединах твердых слоев и вертикальными коле-
баниями в срединах жидких слоев (r21=0), либо наоборот (r22=0).

В точке A(pA,ωA) кривые, заданные соотношениями r11(p,ω)=0 и r12(p,ω)=0, пересекаются. Поэто-
му при ω<ωA симметричная волна ограничивает вторую зону прохождения справа, а антисимме-
тричная волна — третью зону слева. При ω>ωA положения симметричной и антисимметричной 
волн изменяются на противоположные: антисимметричная волна ограничивает вторую зону 
прохождения, а симметричная — третью. В данном случае при фиксированной частоте ω урав-
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нение r12(p,ω)=0 имеет два корня, а остальные уравнения rij(p,ω)=0 — по одному корню. Корни 
уравнений r12(p,ω)=0 и r22(p,ω)=0 слабо зависят от частоты.

При значениях p и ω, для которых r21(p,ω)=0 или r22(p,ω)=0, знаменатель правой части соот-
ношения (17) равен нулю. Следовательно, в этом случае tq=∞ и

 ( ),q p
H
π

ω =
ω

.  (18)

Для такой волны Флоке ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 1 1 1 1exp expz z i qH z i z z= = ω = π = −w Mw w w w . Данное равен-
ство означает, что векторы поляризации в точках (x, z) и (x, z+H) имеют противоположные знаки. 
Следовательно, они одинаковы в точках (x, z) и (x, z+2H).

Из соотношения (17) следует, что при tq=∞ значение pq′ = ∞ . Поэтому групповые скорости 
таких волн направлены горизонтально. Направления групповых скоростей значительно отли-
чаются от направлений фазовых скоростей, для которых ( )tg ph

q
p p H

π
ϕ = =

ω
. Из этого также 

следует, что кривая медленности для данной волны не существует в диапазоне углов ( ),ph phϕ π−ϕ .
Отметим, что если периодом считать не H, а 2H, то волны Флоке, для которых r21(p,ω)=0 или 

r22(p,ω)=0, можно описать методом, изложенным в статье [Рытов, 1956].
Дисперсионное уравнение для периода 2H выражается формулой

 ( )22
11 12 21 22 11 12 21 22tg 4Hq r r r r r r r rω = + .

Поэтому для всех четырех волн, описываемых равенствами rij=0, вертикальная медленность 0q = .
В таком представлении направления фазовой и групповой скоростей этих волн горизонтальны.

На рис. 3 изображены кривые медленности трех мод волн Флоке для частоты F=10 Гц. Эти 
кривые находятся в разных интервалах горизонтальных медленностей p и соответствуют  разным 

Рис. 2. Три зоны прохождения для плоских волн, распространяющихся в периодической жидкотвердой среде в зависи-
мости от горизонтальной медленности p и частоты F=ω/2π. Зоны прохождения ограничены линиями rij(p,ω)=0.
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модам плоских волн, распространяющимся в жидкотвердой среде. Для частоты F=10 Гц кривая 
медленности AB выпуклая и описывает волны с большими фазовыми скоростями. Она практи-
чески совпадает с кривой медленности qP-волны в однородной вертикальной трансверсально-
изотропной (ВТИ) среде, полученной осреднением Бакуса двуслойной периодической среды со 
скоростью поперечной волны β=0 в жидком слое (рис. 4). Для полученной ВТИ-среды параме-
тры Томсона равны: ε=0,0075 и δ= –0,42. Наличие большого отрицательного значения δ является 
следствием условия проскальзывания на границах между твердыми и жидкими слоями. По-
скольку 1 2 1+ ε ≈ , скорости qP-волн вдоль и поперек слоев практически одинаковы. В то же 
время, отношение скорости ОГТ к скорости по вертикали равно 1 2 0,4+ δ = . Можно показать, 
что при маленьких значениях аспектного отношения h/d значение ( )2 22 1g gδ ≈ − − , где g = β α . 
Оно достигает наибольшего отрицательного значения δ=–0,5 для среды с 1 2g = . В этом случае 
ОГТ верт 1 2 0v v= + δ = .

Кривые CDE и FGH имеют соответственно точки перегиба D и G. В этих точках соединяются 
области выпуклости CD и FG с областями во-
гнутости DE и GH. На участке вогнутости кри-
вая CDE близка к кривой медленности для qSV-
волны в ВТИ-среде, полученной осреднением 
Бакуса (см. рис. 4). Участка выпуклости CD и 
кривой FGH для среды, полученной осредне-
нием Бакуса, не существует. Такое различие 
поведения кривых медленности связано с раз-
личием краевых условий на границах между 
слоями для обоих типов сред. В приложении 
приведены формулы для вычисления кривых 
медленности с осреднением Бакуса двуслойной 
жидкотвердой среды.

Используя соотношение (17) для вертикаль-
ной медленности q(p) при фиксированной ча-

стоте ω, определим индикатрисы групповых скоростей — зависимости групповых скоростей 
vgr от групповых углов ψgr:

 ( )
21 p

gr gr
p

q
v

q pq

′+
ψ =

′−
, ( ) 1tg gr

pq
ψ = −

′
, (19)

где

 p
qq
p
∂′ =
∂

.

Рис. 3. Кривые медленности, удовлетворяющие уравнению 
(17) для частоты F=10 Гц.

Рис. 4. Кривые медленности для однородной ВТИ-среды после осреднения Бакуса.

На рис. 5 представлены графики индикатрис групповых скоростей, рассчитанных по фор-
мулам (19). На них отмечены точки A—E, соответствующие аналогичным точкам на кривых мед-
ленности (см. рис. 3).



Ю. В.РОГАНОВ, В. Ю. РОГАНОВ

108 Геофизический журнал № 6, Т. 38, 2016

Индикатрисы групповых скоростей пересекают положительную горизонтальную полуось в 
точках H, F, C, E, A. Соответствующие плоские волны имеют горизонтальные групповые скоро-

сти, поскольку нормали к кривым медленности в 
этих точках горизонтальны (см. рис. 3). Из формулы 
(19) следует, что групповые скорости для этих волн 
равны 1/pi, где pi — соответствующие горизонталь-
ные медленности.

Отметим, что при высокой частоте ω на кривой 
медленности AB в окрестности точки p = 0 может воз-
никнуть область вогнутости. На индикатрисе ско-
ростей этому факту соответствует возникновение 
каустики. Кривая медленности AB и индикатриса 
скоростей для / 2 1000F ≡ ω π = Гц изображены на 
рис. 6.

Значение частоты ω, при которой зарождается 
каустика, можно определить по формуле

  11 12 21 22

11 12 21 22

r r r r
r r r r
′′ ′′ ′′ ′′
+ = + , (20)

где 2 2
ij ijr r p′′ = ∂ ∂  при p=0. Формула (20) следу-

ет из условия 0ppq′′ =  и четности функций ( )ijr p .
Для нашего примера область вогнутости на кривой медленности AB возникает при частотах, 
больших F=548 Гц. Начиная с этой частоты, на индикатрисе групповых скоростей появляется 
вертикальная каустика.

Рис. 5. Индикатрисы групповых скоростей для перио-
дической жидкотвердой среды. Буквами A—E отмече-
ны точки на индикатрисах, соответствующие анало-
гичным точкам на кривых медленности из рис. 3.

Рис. 6. Кривые медленности (а) и индикатрисы групповых скоростей (б) для частоты F=1000 Гц.

Векторы поляризации и амплитуды парциальных волн в срединах жидкого и твердого слоев. 
Собственный вектор w(z1) матрицы M находим из соотношения

( ) ( ) ( ) ( ) 21 2221 22 11 1222
1 21 22 11 12

11 2221 11 22

2sin
2 2

q

f f

it r ri r r r r i qH
z r r r r

i r r i r r

−⎛ ⎞− + ω⎛ ⎞− λ⎛ ⎞
= + = = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ− ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

M
w

M
.

После нормировки получаем

 ( ) 21 113
1

33

/q

f

t r ru
z

⎛ ⎞⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟τ −ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

w .  (21)

При ω→0

 ( )
1

3 1
1

33 f

u qz
−⎛ ⎞⎛ ⎞ ρ ρ

⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟τ −ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
w .  (22)
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В жидкой среде выполняется уравнение 331
f

u
t x

∂τ∂
ρ =

∂ ∂
. В спектральной области этому урав-

нению соответствует равенство 1
1 33fu p−= −ρ τ . Следовательно, вектор поляризации в средине 

жидкого слоя задается формулой

 ( ) 1
1

21 113 /
f

f
qf

u p
z

t r ru
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
u .  (23)

При ω→0

 ( ) 1
1 1

3

f
f

f f

pu
z

u q −

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

u .  (24)

Низкочастотное приближение (24) можно использовать для вычисления векторов поляриза-
ции только для первой и второй мод.

Из равенства (23) определим, когда вектор uf (z1) горизонтален или вертикален. Для этого 
заметим, что ( )3 21 11 12 21 11 22f qu t r r r r r r= = . Следовательно, u1f /u3f = 0, если r11=0 или r22=0. Ана-
логично, u3f /u1f = 0, если r12=0 или r21=0. Кроме того, в первом квадранте неравенство u1f /u3f < 0 
справедливо, если r21/r11<0. Поэтому оно выполняется только для третьей моды (см. рис. 2).

Амплитуды нисходящих bd и восходящих bu парциальных волн в середине жидкого слоя на-
ходятся по формуле ( )1

1
d

f
u

b
z

b
−⎛ ⎞

= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

b E w . Следовательно,

 ( ) ( )21 11 21 11: :d u q f q fb b r t r r t r= + ξ − + ξ . (25)

Из (24) и (25) следует, что 1 0f d uu b b= ⇔ = −  и 3 0f d uu b b= ⇔ = .

Вектор амплитуд ( ) ( )3 , , ,
T

pd sd pu suz a a a a=a  парциальных волн, из которых состоит волна Флоке 
в середине твердого слоя, находится из соотношения ( ) ( )3 1z z=a Nw , где 1−=N E E GQΛΛ  — про-
пагатор из средины жидкого слоя в средину твердого слоя с учетом краевых условий на проме-
жуточной границе z2. Вычисления показывают, что после нормировки амплитуды парциальных 
волн удовлетворяют равенствам

 ( )( )2 2 1
11 221 2pd qa p r s t r c−

η η= − β + ξ η , (26)

 ( )( )2 2 1
11 221 2pu qa p r s t r c−

η η= − β − ξ η , (27)

 ( )11 222sd qa p r s t r cξ ξ= − αβ ξ + η ,  (28)

 ( )11 222su qa p r s t r cξ ξ= − αβ ξ − η ,  (29)

 ( )( )1 1 1
22 11 211d f f f q f q fb r it r t r c c c− − −

ξ η= αα ρρ ηξ − ξ + , (30)

 ( )( )1 1 1
22 11 211u f f f q f q fb r it r t r c c c− − −

ξ η= αα ρρ ηξ − ξ − . (31)

Вектор ( ) ( )3 1 3 13 33, , , T
E E E Ez u u= τ τv  скоростей смещений и напряжений волны Флоке в средине 

твердого слоя получим из соотношения v(z3)=Ea(z3). Подставляя формулы (26)—(31) в формулу 
для v(z3), находим отношение компонент скоростей смещений в средине твердого слоя:

 
( )( )
( )( )

2 2 2
11

2 2 2
22

1
2

3

1 2 2

1 2 2q

E

E

pr p s s

t r p cc

u

pu
η ξ

η ξ

− β − β ξη

η − β + β
=  (32)

и отношение компонент вектора скорости смещений в средине твердого слоя к аналогичным 
компонентам в средине жидкого слоя:

 
( )( )

( )

2 2 2
1

1 22

1 2 2

1

fE

f q f

su
u r i c

p s

t c c

η ξ

ξ η

ξρ − β − β η
=

ρη −
, (33)
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( )( )

( )

2
3

3 2

2

1

2 21 2

1

2
E

f

f

q f

p cu
u r it c c

p c

cξ η

η ξρ − β + β
=

ρ −
. (34)

Компонента u3 непрерывна и при ω→0 выполняется равенство u3E=u3f.
Из соотношений (32) и (33) следует, что при ω→0

 
( )

( )
2 2

1
2 2

3

1 2 /

1
E

E PL

u
u q v p

p < ρ > − β α
=

ρ −
,  (35)

 
( )
( )

2 2
1

2 2
1

1 2 /

1
fE

f f PL

u
u v p

ρ − β α
=

ρ −
,  (36)

где ( )fd h Hρ = ρ+ ρ , ( )2 2 2 24 1PLv = β −β α .
Соотношение (36) представлено в статье [Schoenberg, 1984]. Из него следует, что u1E /u1f < 0 

выполнятся, если p>1/vPL, т. е. для второй и третьей мод.
Свойства плоских волн, распространяющихся горизонтально в периодической жидкотвер-

дой среде, представляют самостоятельный интерес, поскольку эти волны являются разновидно-
стью волн Стоунли. Для этих волн получим отношения амплитуд парциальных волн и отношения 
компонент скоростей смещений.

Симметричные моды в срединах слоев имеют горизонтальные фазовую и групповую скоро-
сти и состоят из нисходящих и восходящих парциальных волн одинаковой амплитуды: apd=apu, 
asd=asu, bd=bu. Для этих волн выполняются соотношения tq=0 и r12=0. Быстрой симметричной волне 
на рис. 3 и 5 соответствует точка A, а медленной симмтричной волне — точка F.

Из формул (26)—(31) следует, что амплитуды парциальных волн симметричных мод в среди-
нах слоев находятся в отношении 

 ( ) ( )2 2 1 1
22: : 1 2 : 2 :pd sd d f f fa a b p s ps r c c c− −

η ξ ξ η= − β − αβξ αα ρρ η . (37)

При ω→0  формула (37) приводится к виду

 ( ) ( ) ( )2 2 1 1 2 2: : 1 2 : 2 : 1pd sd d f f PLa a b p p v p− −= − β − αβξ αα ρρ − . (38)

Мощности слоев входят в формулу (38) только через горизонтальную медленность p.
В формуле (38) 2 22 1PLv = β −β α  — скорость продольной пластинчатой волны в твердом слое 

со свободными условиями на верхней и нижней границах, а p = 1/vsym — горизонтальная медлен-
ность рассматриваемой симметричной волны. Из формул (23) и (32) следует, что поляризация 
симметричных мод в срединах жидких и твердых слоев горизонтальная, т. е. направлена вдоль 
распространения волны (рис. 7, а, б).

Скорости симметричных мод vsym при низких частотах являются положительными корнями 
биквадратного уравнения [Korneev, 2011], полученного разложением выражения r12 в ряд Тей-
лора по ω с точностью O(ω) и заменой 1

symp v−= :

 
22 2

4 2 21
sym sym2 2 2 2 2

1 1 1 1 0
4 4 f
m v m v m

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ αβ β
+ − + − + + − α =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟α β α β α⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

, (39)

где

 
2

2
4

f f

hm
d

ρβ
=
α ρ

.

При 1m  уравнение (39) имеет положительные корни:

 
( )( ) ( )

2 2
2

sym1 2

1 1
1

8
fg g m

v O m
g

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟= α − +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, (40)
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 ( ) ( )2 3/2
sym2 1fv g m O m= α − + , (41)

где g=β/α, gf =αf /α. Корни vsym1, vsym2 не зависят от частоты ω и на рис. 2 видно, что график функ-
ции r12(ω, p)=0 при низких частотах выглядит как две вертикальные линии.

Волна (40) при 1m  имеет скорость немного меньше скорости продольной волны α в твер-
дом слое. Подставляя p=1/α в соотношения (36) и (38), получаем приближенные формулы для 
отношений горизонтальных компонент скоростей смещений ( )2

1 1: : 1 2E f fu u g= ρ ρ −  и амплитуд 
парциальных волн ( )1 1 2: : 1: 0 : 1 2pd sd d f fa a b g− −= αα ρρ − . Следовательно, быстрая симметрическая 
волна в твердом слое формируется преимущественно продольными волнами. Она сосредоточена 
в твердом слое, если отношение скоростей β/α близко к 1 2 .

При 1m  волна (41) имеет низкую скорость и горизонтальную медленность p, при которой 
все парциальные волны неоднородны. Отбрасывая в формуле (38) слагаемые, не содержащие p, 
получаем для медленной симметричной волны аппроксимацию отношения амплитуд парциаль-
ных волн ( )1 1 1 2: : 1: : 2 1pd sd d f fa a b ig g− − −= αα ρρ − . В этой формуле амплитуды поперечных волн в 
твердом слое зависят только от отношения скоростей g. Их фазы сдвинуты на 90° относительно 
фаз продольных волн. Амплитуды волн в жидком слое всегда значительны: 1 1

d pd f fb a − −≥ αα ρρ . 
Соотношение амплитуд 1: ig

–1 приводит к взаимной компенсации продольных и поперечных 
парциальных волн в средине твердого слоя. В результате медленная симметричная волна пре-
имущественно сосредоточена в жидком слое. Отношение горизонтальных компонент u1E : u1f, 
вычисляемое по формуле (36), мало, поскольку множитель знаменателя ( )2 21 1PLv p− − . Напри-
мер, для рассматриваемого примера u1E : u1f = –0,0004.

Рис. 7. Направления скоростей смещений для различных типов волн, распространяющихся горизонтально в перио-
дической жидкотвердой среде: а — быстрых симметричных; б — медленных симметричных; в — антисимметричных;
г — с горизонтальными колебаниями твердых слоев и вертикальными колебаниями жидких слоев; Д — с вертикальными 
колебаниями твердых слоев и горизонтальными колебаниями жидких слоев. Белым цветом показаны твердые слои, а 
серым — слои с жидкостью.
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Антисимметричная мода в срединах слоев формируются нисходящими и восходящими пар-
циальными волнами с противоположными амплитудами: apd = –apu, asd = –asu, bd = –bu. Для этой 
волны выполняются соотношения tq=0, r11=0. Антисимметричной волне на рис. 3 и 5 соответ-
ствует точка С.

Из формул (26)—(31) видно, что амплитуды парциальных волн антисимметричной волны на-
ходятся в отношении

 ( ) ( )2 2 1 1 1
21: : 1 2 : 2 : c c cpd sd d f f f fa a b p c pc r− − −

η ξ ξ η= − β − αβξ αα ρρ ξξ . (42)

В результате интерференции парциальных волн поляризация антисимметричной волны в 
срединах твердых и жидких слоев вертикальная, т. е. направлена поперек распространения 
волны (см. рис. 7, в).

Скорость антисимметричной волны vasym при низких частотах и маленьких значениях параме-
тра m находится разложением функции r11(ω,m)=0 в ряд Тейлора по ω и m с точностью ( )3 ,O mω :

 
2

2
21

3asym
dv β ω β

= −
α

.  (43)

Такая же формула описывает скорость изгибной волны в упругой твердой пластине толщи-
ной d со свободными нижней и верхней границами. Скорость антисимметричной волны про-
порциональна ω  и стремится к 0 при ω→0. Из уравнения (36) следует, что u3E ffi u3f. Поэтому 
антисимметричная волна равномерно распределена по всем слоям.

Волна с горизонтальными колебаниями в срединах твердых слоев и вертикальными коле-
баниями в срединах жидких слоев (см. рис. 7, г) формируется нисходящими и восходящими 
парциальными волнами с амплитудами: apd=apu, asd=asu, bd = –bu. Для этой волны выполняются 
соотношения tq=∞ и r22=0. Ей соответствуют точка E на рис. 3 и 5. Как было отмечено, все одно-
типные парциальные волны в соседних твердых или соседних жидких слоях для нее имеют 
противоположную поляризацию. 

При низкой частоте ( ) ( )2 2
22 1 2PLr v p d= − ω η . Поэтому горизонтальная медленность для этой 

волны 1E PLp v= .
Амплитуды парциальных волн и ненулевые компоненты векторов поляризации находятся 

в отношениях

 ( ) ( )2 2 1 1 1
1 12: : 1 2 s : 2 s : c c cpd sd d f f fa a b p p i r− − −

η ξ ξ η= − β − αβξ αα ρρ ηξ , (44)

 1 3 12:: fE f fu u i r c c cp ξ η= ρηρ .  (45)

Выражение (45) можно преобразовать к виду u1E : u3f= ipcf : ξsξsη. Учитывая, что значения па-
раметров ξ, sξ, sη  малы, приходим к выводу, что данная волна сосредоточена в твердых слоях. 
Свойства этой волны близки к свойствам продольной пластинчатой волны, распространяющейся 
в твердом слое со свободными нижней и верхней границами. Групповая скорость ее примерно 
равна vPL и не зависит от частоты.

Волна с вертикальными колебаниями в срединах твердых слоев и горизонтальными коле-
баниями в срединах жидких слоев (см. рис. 7, Д) формируется нисходящими и восходящими 
парциальными волнами с амплитудами: apd = –apu, asd = –asu, bd = bu. Для этой волны выполняются 
соотношения tq=∞ и r21=0 и ей соответствует точка H на рис. 3 и 5. Однотипные парциальные 
волны в соседних твердых или жидких слоях для этой волны имеют противоположную поля-
ризацию. Амплитуды парциальных волн и ненулевые компоненты векторов поляризации на-
ходятся в отношениях

 ( ) ( )2 2 1 1
11: : 1 2 c : 2 c : ( 1) c c cpd sd d f f fa a b p p i r− −

η ξ ξ η= − β − αβξ − αα ρρ ξ , (46)

 ( )( )2
3 1

2
11

2 21 2 2 :: fE f fp cu u i p c pr c c cη ξ ξ ηρ − β + ρβ= . (47)

Поскольку для этой волны r21=0, то 1
fm kt−ηξ = . Следовательно, ( ) 1 1

11 f fr m kt k t− −
ηξ= + ξ ≈ ξ . По-

этому 3 1: 2E fu u i ph i h L≈ − ω = − π , где L — длина рассматриваемой волны. В нашем случае h L  
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и, таким образом, приходим к заключению, что данная волна сосредоточена в твердых слоях.
Кривая медленности в низкочастотном приближении. Для частот ω→0 значения tg(x) ~ x. 

Поэтому можно считать, что tξ=ωξd/2, tη=ωηd/2, tξ f  =ωξf  h/2, tq=ωqH/2. Подставляя эти выражения 
в формулу (17), получаем уравнение низкочастотной кривой медленности, представленное в 
статье [Schoenberg, 1984]:

 ( ) ( )
2 2

2
2 2 21

f f

f PL

d h h dq p
H v p

⎡ ⎤ρ + ρ ξ ξ⎢ ⎥= +
⎢ ⎥ρ ρ −⎣ ⎦

. (48)

Соотношение (48) описывает зависимость q(p) при ω→0 для всех горизонтальных медлен-
ностей p≠pE, где pE =1/vPL. При p→pE+0 значение q(pE)→+∞. При p→pE – 0 действительного q(p) не 
существует.

Для ненулевой частоты ω значению p=pE соответствует горизонтальная медленность p, для 
которой r22=0. В этом случае tq=∞ и q(ω, p) удовлетворяет равенству (18). Следует отметить, что 
формула (48) не описывает третью моду в связи с тем, что при ω→0 медленности pF , pH→∞. Од-
нако, в отличие от приближения Бакуса (см. рис. 4), приближение (48) описывает медленную 
симметричную волну (точка С на рис. 8).

Рис. 8. Кривые медленности для жидкотвердой среды, рассчитанные по формуле (48) низкочастотного приближения.

Выводы. Разрывы касательных компонент скоростей смещений и обращение в нуль каса-
тельных напряжений на границах между жидкими и твердыми слоями приводят к специфиче-
ским свойствам интерференционных волн Флоке, распространяющимся в жидкотвердых пе-
риодических средах. В среде возникает большая анизотропия qP-волн, а qSV-волны отсутствуют 
в окрестности вертикального падения. Волны Флоке имеют сложную поляризацию и состав 
парциальных плоских волн.

В статье исследованы свойства волн Флоке в бинарной периодической жидкотвердой среде. 
На основе метода, предложенного М. Шонбергом, выведено аналитическое выражение для дис-
персионного уравнения, представленное произведением четырех множителей, которые опре-
деляют границы зон прохождения и поглощения. Из приведенного представления видно, что 
при любой низкой ненулевой частоте существуют три моды. При стремлении частоты к нулю 
третья мода исчезает. Указанное представление также позволяет объяснить расположение зон 
прохождения, получить кривые медленности и индикатрисы групповых скоростей для любой 
фиксированной частоты, включая нулевую частоту. Для волн Флоке авторами получены форму-
лы для отношений компонент векторов поляризации и амплитуд парциальных волн в жидких и 
твердых слоях. Все соотношения относятся к срединам жидких и твердых слоев. С целью упро-
щения выражений выполнены предельные переходы при стремлении частоты к нулю.

Показано, что обращение в нуль каждого из множителей дисперсионного уравнения со-
ответствует определенной плоской волне, имеющей горизонтальную групповую скорость. В 
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частности, равенство нулю множителей числителя правой части дисперсионного уравнения со-
ответствует симметричной и антисимметричной модам. Для этих волн фазовая скорость также 
направлена горизонтально. Равенство нулю множителей знаменателя соответствует двум типам 
волн: с горизонтальными колебаниями в срединах твердых слоев и вертикальными колебания-
ми в срединах жидких слоев, либо наоборот. При небольшой частоте и отношении мощности 
жидкого слоя к мощности твердого слоя первая из этих волн близка по свойствам к продольной 
пластинчатой волне [Молотков, Хило, 1983]. Направление фазовых скоростей для волн этого 
типа не горизонтальное. Поэтому они не описываются методом, предложенным С. М. Рытовым 
[Рытов, 1956].

Авторами определена граничная частота, начиная с которой на кривой медленности квази-
продольных волн появляется область вогнутости. Наличие области вогнутости приводит к по-
явлению каустики на индикатрисе групповых скоростей [Roganov, Stovas, 2011]. Отметим, что 
в любой анизотропной однородной среде квазипродольные волны каустик не имеют.

Особое внимание уделено случаю, когда мощности жидких слоев на много меньше мощно-
стей твердых слоев. В такой среде совокупность слоев с жидкостью можно интерпретировать 
как трещиноватость и разработанная теория позволяет изучать свойства распространяющихся 
в ней волн. Теория продемонстрирована на одном примере.

В заключение авторы выражают благодарность кандидату технических наук Н. Я. Марма-
левскому за полезные и конструктивные беседы в процессе написания статьи.

Приложение. Кривая медленности для осреднения Бакуса периодической жидкотвердой 
среды. Осреднение Бакуса для жидкотвердой периодической среды выполняется по форму-
лам, относящимся к среде с твердыми слоями [Бреховских, 1973] при условии, что скорость по-
перечной волны в жидком слое βf→0. Коэффициенты упругости c33, c11, c13 осредненной среды 
находятся по формулам

33 2 2
f f

d hc H
⎛ ⎞
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟ρα ρ α⎝ ⎠

,

( )( )2 2 2 2

11 33 2 2 2

4
1

f f

f f

dh
c c

H

⎛ ⎞β ρ α −β −ρ α⎜ ⎟= +⎜ ⎟α ρ α⎜ ⎟
⎝ ⎠

,

( )2 2

13

2 2

1 2

f f

d h
c

d h
− β α +

=
+

ρα ρ α

.

Фазовые скорости qP- и qSV-волн являются функциями от фазового угла ψ:

( ) ( )2 2 2 2 2
11 33 13 sin cosPv b b c c cρ ψ = + − − ψ ψ ,

( ) ( )2 2 2 2 2
11 33 13 sin cosSVv b b c c cρ ψ = − − − ψ ψ ,

где

( )2 2
11 33sin cos 2b c c= ψ + ψ , ( )1d h Hρ = ρ +ρ .

Кривые медленности задаются уравнениями

( ) ( ) ( )sinP Pq vψ = ψ ψ , ( ) ( ) ( )sinSV SVq vψ = ψ ψ .

Кривая медленности qSV-волны имеет вертикальную ( )2
11 11 33 13p c c c c= ρ −  и горизонтальную 

( )2
33 11 33 13q c c c c= ρ −  асимптоты.
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Wave propagation in periodic fluidsolid layered media
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Dispersion equation is derived for the Floquet waves in a horizontal periodically layered fluid-
solid medium. It is shown that the dispersion equation consists of four factors. This representation 
explains the splitting of parameters (frequency, horizontal slowness) in passing and stop bands. The 
Floquet waves with horizontal group velocity can be computed individually from each of these fac-
tors. The properties of horizontally propagated waves are considered. The equations for the ratios 
of the components of polarization vectors and the amplitudes of partial waves are derived. Proposed 
theory is illustrated in one numerical example.

Key words: periodic fluid-solid medium,  dispersion equation, Floquet wave, slowness curve, 
velocity indicatrix.
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