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❰ ïðîäîëæåíèè ➚✲äåôîðìàöèé ïîâåðõíîñòåé
ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ñ êðàåì

Òàòüÿíà Þðüåâíà Ïîäîóñîâà✱ ❮èíà ➶ëàäèìèðîâíà ➶àøïà✲

íîâà

➚ííîòàöèÿ ➪åñêîíå÷íî ìàëûå ✭á✳ì✳✮ àðåàëüíûå äåôîðìàöèè

✭➚✲äåôîðìàöèè✮ âûñøèõ ïîðÿäêîâ ïîâåðõíîñòåé âêëþ÷àþò â ñåáÿ êàê ÷àñò✲

íûé ñëó÷àé ➚✲äåôîðìàöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà è á✳ì✳ èçãèáàíèÿ âûñøèõ ïî✲

ðÿäêîâ✳ ➮ññëåäîâàíèå èõ ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ýòàïîì â èçó÷åíèè íåïðåðûâ✲

íûõ àðåàëüíûõ äåôîðìàöèé✳ Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó î

âîçìîæíîñòè ïðîäîëæåíèÿ çàäàííûõ á✳ì✳ àðåàëüíûõ äåôîðìàöèé ïåðâîãî

ïîðÿäêà ïîâåðõíîñòåé â ➚✲äåôîðìàöèè êîíå÷íîãî ïîðÿäêà✳

Ñëåäóåò îòìåòèòü✱ ÷òî ýòà çàäà÷à äëÿ á✳ì✳ èçãèáàíèé ðàññìàòðèâàëàñü

â ðàáîòàõ ❬✶❪✲❬✸❪✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà ➚✲äåôîðìàöèè ïîâåðõíîñòåé✱ ïîëíîå ãåîäåçè÷åñêîå êðó✲

÷åíèå

Ó➘✃ 514.76

➓✶✳ ❰á îñíîâíûõ óðàâíåíèÿõ ➚✲äåôîðìàöèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ

ïîâåðõíîñòåé

Ïóñòü S ✲ ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà C3 â E3✲ïðîñòðàíñòâå✱ ãî✲

ìåîìîðôíàÿ îáëàñòè G ïëîñêîñòè ✭èëè âñåé ïëîñêîñòè✮✱ çàäàíà âåêòîðíî✲

ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì

r = r(x1, x2),

ãäå x1, x2 ✲ êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû òåêóùåé òî÷êè S✳
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❰ ïðîäîëæåíèè ➚✲äåôîðìàöèé ïîâåðõíîñòåé ✸✾

➪✳ì✳ äåôîðìàöèÿ n✲îãî ïîðÿäêà ïîâåðõíîñòè S ñ ðåãóëÿðíûìè ïîëÿìè

ñìåùåíèÿ
k

y (x1, x2) ∈ C3 âèäà✿

∗

r (x1, x2, t) = r(x1, x2) +

n∑

k=1

tk
k

y (x1, x2), (1)

ïðè êîòîðîé ïðèðàùåíèå ýëåìåíòà ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè åñòü âåëè÷èíà íå

ìåíåå ÷åì (n + 1)✲ãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ìàëîãî ïàðàìåòðà t ✭÷åì ìû

áóäåì ïðåíåáðåãàòü✮✱ íàçûâàåòñÿ á✳ì✳ àðåàëüíîé äåôîðìàöèåé✱ èëè✱ êðàòêî✱

➚✲äåôîðìàöèåé êîíå÷íîãî ïîðÿäêà n✳

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå âåêòîðîâ ñìåùåíèÿ ðàçëîæèì ïî ëèíåéíî íåçàâè✲

ñèìûì âåêòîðàì ri = ∂r
∂xi , (i = 1, 2) è n ✭åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè S✮ â

âèäå✿
k

yi= ciα

k

Tαβ rβ + ciα
k

Tα n, k = 1, n, (2)

ãäå ciα✲ äèñêðèìèíàíòíûé òåíçîð S (c11 = c22 = 0, c12 = −c21 =
√
g,

g = g11g22 − g212, gαβ✲ìåòðè÷åñêèé òåíçîð S✮✱
k

Tαβ ,
k

Tα ✲ íåêîòîðûå òåíçîðíûå

ïîëÿ íà S✳

➶ ñëó÷àå ➚✲äåôîðìàöèé n✲îãî ïîðÿäêà îíè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþ✲

ùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé ❬✹❪✿

k

Tαi,α −biα
k

Tα= 0, bαβ

k

Tαβ +
k

Tα,α= 0, cαβ

k

Tαβ= −
k

L . (3)

➬àïÿòîé çäåñü îáîçíà÷åíî êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå íà áàçå

gij , b
iα = giβbαβ , bαβ ✲ êîýôôèöèåíòû âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïîâåðõ✲

íîñòè S✱ à ôóíêöèè
k

L èìåþò ñëåäóþùèé âèä✿

k

L=
1

2

k

Aαβ gαβ+

k−1∑

m=1

(
1

2
(ciγcjσ−giσgjγ)

m

T γσ
k−m

T ij +
1

2
(ciγgjσ+giσcjγ)

m

T γσ
k−m

Aij +

+
1

4
ciγcjσ

m

Aγσ
k−m

Aij ), (4)

ãäå
k

Aij=

k−1∑

m=1

(
m

T is
k−m

T jt gst+
m

T i
k−m

T j

)
. (5)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé ✭✸✮ íàçûâàåòñÿ îñíîâíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé ➚✲

äåôîðìàöèé êîíå÷íîãî ïîðÿäêà n✳ ❰íà çàïèñàíà îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíî

âûáðàíîé íà S êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû è ñîäåðæèò 4n óðàâíåíèé îòíîñèòåëü✲

íî 6n íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé
k

Tαβ ,
k

Tα, (k = 1, n, α, β = 1, 2)✳
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Ò✳Þ✳ Ïîäîóñîâà✱ ❮✳➶✳ ➶àøïàíîâà

➓✷✳ ➬àïèñü îñíîâíûõ óðàâíåíèé ➚✲äåôîðìàöèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ

ïîâåðõíîñòåé ïîëîæèòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû â êîìïëåêñíîì

âèäå

Ïóñòü S ✲ îäíîñâÿçíàÿ íåìèíèìàëüíàÿ ✭2H 6= 0✱ H ✲ ñðåäíÿÿ êðèâèçíà S✮

ïîâåðõíîñòü ïðèíàäëåæèò êëàñó Cℓ+4

λ (G), (0 < λ < 1, ℓ ≥ 0), ò✳å✳ ñóùåñòâóåò

òàêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ â G ïîâåðõíîñòè S✱ ÷òî ôóíêöèè✱ êîòîðûå çàäàþò S

â ýòîé ïàðàìåòðèçàöèè áóäóò êëàññà Cℓ+4

λ (G) ❬✺❪✳

Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî ïîëíàÿ êðèâèçíà K ýòîé ïîâåðõíîñòè óäîâëåòâîðÿåò

ñëåäóþùåìó óñëîâèþ✿

K ≥ K0 > 0 ✭â G✮, K0 = const. (6)

➶ ñèëó ✭✻✮ íà S ✧â öåëîì✧ñóùåñòâóåò ñîïðÿæåííî èçîòåðìè÷åñêàÿ ñåòü✱ îò✲

íîñèòåëüíî êîòîðîé âòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ðàâíà

II = b11
(
(dx1)2 + (dx2)2

)
,

ïðè÷åì b11 = b22 =
√
gK ∈ Cℓ+2

λ (G).

Òîãäà îñíîâíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ✭✸✮ ➚✲äåôîðìàöèé n✲îãî ïîðÿäêà

ìîæíî çàïèñàòü â êîìïëåêñíîì âèäå ❬✻❪✿





∂
1

W
∂z

−A
1

W −B
1

W=
1

F

(
1

Tα
)
,

∂
2

W
∂z

−A
2

W −B
2

W=
2

F

(
1

W,
1

Tα,
2

Tα
)
,

...........................................................

∂
n

W
∂z

−A
n

W −B
n

W=
n

F

(
1

W, ...,
n−1

W ,
1

Tα, ...,
n

Tα
)

(7)

ãäå

k

W (z)=
√
g

((
k

T 11 +
Tα,α

2H
g11+

k

D11

)
− ı

(
k

T 12 +
Tα,α

2H
g12+

k

D12

))
(8)

✲ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z = x1 + ıx2, ı2 = −1, ïðè÷åì

k

T 11= −
k

T 22 −
k

Tα,α

2H

(
g11 + g22

)
−
(

k

D11 +
k

D22

)
, (9)

k

T 21=
k

T 12 +
k

D12 −
k

D21 − 1√
g

k

L . (10)
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❰ ïðîäîëæåíèè ➚✲äåôîðìàöèé ïîâåðõíîñòåé ✹✶

Ôóíêöèè
k

F è
k

Dij ñîîòâåòñòâåííî èìåþò âèä✿

k

F=
g22 + ıg12

2
√
g






k

Tα,α

2H




1

+ b11

k

T 1


− g12 + ıg11

2
√
g






k

Tα,α

2H




2

+ b11

k

T 2


+

+

√
g

2

(
∂

∂x2

(
1√
g

k

L

)
+

k

Dα1
,α −ı

k

Dα2
,α

)
+

1

2

(
2Γ 1

12 + Γ 2
22 − ıΓ 2

12

) k
L, (11)

k

Dij=
1

4H

(
Kdiγcjlgαγglβ

k

Bαβ −cαjbαβ
k

Biβ

)
− 1

8H2
cij

k−1∑

m=1

m

T ρ,ρ

k−m

T
ξ
,ξ . (12)

➬äåñü

k

Bαβ=

k−1∑

m=1

(
m

Tα
k−m

T β +
m

Dαs
k−m

Dβt gst +
1

2

m

T σ,σ

(
k−m

Dαβ +
k−m

Dβα

))
, (13)

Γ kij✲ñèìâîëû Õðèñòîôôåëÿ âòîðîãî ðîäà✱ dij✲ýëåìåíòû ìàòðèöû✱ îáðàòíîé

äëÿ ìàòðèöû ‖bij‖✿

dij =
1

K
ciαcjβbαβ .

Ñëåäóåò îòìåòèòü✱ ÷òî ôóíêöèè A è B✱ êîòîðûå âõîäÿò â êàæäîå óðàâ✲

íåíèå ñèñòåìû ✭✼✮ òàêèå æå✱ êàê è â óðàâíåíèè✱ ïîëó÷åííîì ➶åêóà ➮✳❮✳ ïðè

èññëåäîâàíèè á✳ì✳ èçãèáàíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ïîâåðõíîñòè ïîëîæèòåëüíîé

êðèâèçíû ❬✺❪✳

Ñèñòåìà óðàâíåíèé ✭✼✮ ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé îòíîñèòåëüíî

ôóíêöèé
1

W,
2

W, ...,
n

W ✳ ❰äíàêî✱ ïðè k = 1 ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû áóäåò

ëèíåéíûì îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè
1

W ✭ñì✳✱ íàïðèìåð✱ ❬✼❪✮✱ïðè k = 2 âòîðîå

óðàâíåíèå áóäåò ëèíåéíûì îòíîñèòåëüíî
2

W ✱ íî íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îò✲

íîñèòåëüíî
1

W ✭❬✽❪✮ è ò✳ä✳ Ïðè k = n n✲îå óðàâíåíèå ñèñòåìû ✭✼✮ íå ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíûì îòíîñèòåëüíî
1

W,
2

W, ...,
n−1

W ✳

✃ðîìå èçâåñòíûõ ôóíêöèé òî÷êè S è èñêîìûõ êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé
1

W,
2

W, ...,
n

W â ïðàâûå ÷àñòè
1

F ,
2

F , ...,
n

F óðàâíåíèé ✭✼✮ âõîäÿò è ôóíêöèè
1

Tα, ...,
n

Tα✳ ➘ëÿ îáåñïå÷åíèÿ îïðåäåëåííîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé ✭✼✮ òåíçîð✲

íûå ïîëÿ
1

Tα, ...,
n

Tα ñ÷èòàåì çàäàííûìè â G✳Ýòè ôóíêöèè ìîæíà çàäàòü çíà✲

÷åíèÿìè âàðèàöèé åäèíè÷íîé íîðìàëè ❬✻❪✳ ➶ ÷àñòíîñòè✱ äîêàçàíî✱ ÷òî êàæ✲

äàÿ ➚✲òðèâèàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ n✲îãî ïîðÿäêà ïîâåðõíîñòè ïîëîæèòåëüíîé

ãàóññîâîé êðèâèçíû ñîäåðæèòñÿ â íóëåâîì ðåøåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé ✭✼✮

ïðè
k

F= 0. ➶åðíî è îáðàòíîå✳ ❮óëåâûì ðåøåíèåì
k

W= 0 ñèñòåìû óðàâíåíèé
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Ò✳Þ✳ Ïîäîóñîâà✱ ❮✳➶✳ ➶àøïàíîâà

✭✼✮ ïðè
k

F= 0 îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ➚✲òðèâèàëüíûå äåôîðìàöèè êîíå÷íîãî

ïîðÿäêà n✳

➪✳ì✳ àðåàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ n✲îãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ➚✲òðèâèàëüíîé

äåôîðìàöèåé✱ åñëè âåêòîðû ñìåùåíèÿ
k

y (x1, x2) èç ✭✷✮ îêàæóòñÿ âåêòîðàìè

ñìåùåíèÿ äëÿ á✳ì✳ èçãèáàíèÿ n✲îãî ïîðÿäêà✳

❰òñþäà âûòåêàåò✱ ÷òî êàæäîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ✭✼✮✱ ïîëó÷åí✲

íîå ïðè
k

F 6= 0, (k = 1, n) à òàêæå ëþáîå íåíóëåâîå ðåøåíèå ✭✼✮ ïðè
k

F= 0

îïðåäåëÿþò á✳ì✳ àðåàëüíóþ äåôîðìàöèþ n✲îãî ïîðÿäêà ïîâåðõíîñòè ïîëî✲

æèòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû✱ êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ➚✲òðèâèàëüíîé✳

➓✸✳ ➶àðèàöèè ïîëíîãî ãåîäåçè÷åñêîãî êðó÷åíèÿ ïðè

➚✲äåôîðìàöèÿõ âûñøèõ ïîðÿäêîâ ïîâåðõíîñòåé

➘ëÿ ïðîèçâîëüíîé ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè ïîëíîå ãåîäåçè÷åñêîå êðó÷å✲

íèå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì ❬✾❪✿

K̃ =
ρ

g
,

ãäå ρ = ρ11ρ22 − ρ212, ραβ ✲ ýëåìåíòû ÷åòâåðòîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû S✿

ραβ =
1

2

(
cαib

i
β + cβib

i
α

)
.

➶ ðàáîòå ❬✶✵❪ äîêàçàíî✱ ÷òî K̃ = −E. ➬äåñü E = H2 −K ✲ ýéëåðîâà ðàç✲

íîñòü✳ ➮ñïîëüçóÿ ðàíåå íàéäåííûå k✲òûå âàðèàöèè êîýôôèöèåíòîâ ïåðâîé

è âòîðîé êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ñîîòâåòñòâåííî ❬✻❪✿

2
k
εij= δkgij =

k

Tαβ (ciαgjβ + cjαgiβ) + ciαcjβ

k

Aαβ , (14)

k

βij= δkbij = ciαbβj

k

Tαβ +ciα
k

Tα,j −bij
k

L +
k

Bij , (15)

à òàêæå ñîîòíîøåíèå

Kdαβ + bαβ = 2Hgαβ

ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé✱ ïîëó÷èì✿

δkK̃ = Hciαb
i
β

k

Tαβ − (Hgαβ − bαβ) c
jβ

k

Tα,j +3(2H2 −K)
k

L −

−Hbαβ
k

Aαβ +
(
Kdij −Hgij

) k

Bij +ciαcjβ
k−1∑

m=1

k

βij
(
k−m

βαβ −2H
k−m
εαβ

)
. (16)

Ñëåäóåò îòìåòèòü✱ ÷òî ïðè k = 1 èç ✭✶✻✮ ïîëó÷èì âàðèàöèþ δK̃ ✱ íàé✲

äåííóþ ïðè ➚✲äåôîðìàöèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ❬✶✵❪✳
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❰ ïðîäîëæåíèè ➚✲äåôîðìàöèé ïîâåðõíîñòåé ✹✸

➓✹✳ ❰ ïðîäîëæåíèè ➚✲äåôîðìàöèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ïîâåðõíîñòåé

➪✳ì✳ àðåàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïîâåðõíîñòè S íàçûâàåò✲

ñÿ ïðîäîëæàåìîé â ➚✲äåôîðìàöèè n✲îãî ïîðÿäêà✱ åñëè âåêòîð ñìåùåíèÿ
1

y (x1, x2) ➚✲äåôîðìàöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà òàêîâ✱ ÷òî â ñëó÷àå á✳ì✳ àðåàëüíûõ

äåôîðìàöèé êîíå÷íîãî ïîðÿäêà n îí òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì ñìåùåíèÿ✳

➮ìååò ìåñòî

Òåîðåìà ✶✳❬✶✶❪ ❰äíîñâÿçíàÿ ïîâåðõíîñòü S êëàññà Cℓ+4

λ , (0 < λ < 1,ℓ ≥
0) ïîëîæèòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû è áåç òî÷åê îêðóãëåíèÿ ñ ãðàíè✲

öåé ∂S ∈ Cℓ+4

λ äîïóñêàåò íåòðèâèàëüíóþ ➚✲äåôîðìàöèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà

â êëàññå Cℓ+3

λ (G) ïîâåðõíîñòåé✱ ïðè êîòîðîé ñîõðàíÿåòñÿ ïîëíîå ãåîäåçè✲

÷åñêîå êðó÷åíèå âäîëü êðàÿ ∂S✳ ✃îìïîíåíòû âåêòîðà ñìåùåíèÿ ïðè ýòîì

çàâèñÿò îò äâóõ íàïåðåä çàäàííûõ ôóíêöèé êëàññà Cℓ+3

λ (G) è îò îäíîé

ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé✳

Ïîä ñîõðàíÿåìîñòüþ ïîëíîãî ãåîäåçè÷åñêîãî êðó÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè S

ïðè á✳ì✳ àðåàëüíîé äåôîðìàöèè n✲îãî ïîðÿäêà ìû ïîíèìàåì ✭êàê ýòî è

ïðèíÿòî â òåîðèè á✳ì✳ äåôîðìàöèé✮ òî✱ ÷òî âñå k ✲òûå âàðèàöèè ïîëíîãî

ãåîäåçè÷åñêîãî êðó÷åíèÿ δkK̃ äî n✲îãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî ðàâíû íóëþ✳

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó✿ äîïóñêàþò ëè ➚✲äåôîðìàöèè ïåðâîãî

ïîðÿäêà ïîâåðõíîñòè ïîëîæèòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû ïðè óñëîâèè✱ ÷òî

ïîëíîå ãåîäåçè÷åñêîå êðó÷åíèå ñîõðàíÿåòñÿ âäîëü êðàÿ ∂S✱ ïðîäîëæåíèå â

➚✲äåôîðìàöèè n✲îãî ïîðÿäêà✳

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà ✷✳ ✃àæäàÿ á✳ì✳ àðåàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî✲

âåðõíîñòè S êëàññà Cℓ+4

λ , (0 < λ < 1, ℓ ≥ 0) ïîëîæèòåëüíîé ãàóññîâîé

êðèâèçíû è áåç òî÷åê îêðóãëåíèÿ ñ êðàåì ∂S ∈ Cℓ+4

λ ✱ ïðè êîòîðîé ñîõðà✲

íÿåòñÿ ïîëíîå ãåîäåçè÷åñêîå êðó÷åíèå âäîëü ∂S äîïóñêàåò ïðîäîëæåíèå â

➚✲äåôîðìàöèè n✲îãî ïîðÿäêà òàêæå ñîõðàíÿþùèå ïîëíîå ãåîäåçè÷åñêîå êðó✲

÷åíèå âäîëü êðàÿ ∂S✳ Òåíçîðû äåôîðìàöèè ïðè ýòîì çàâèñÿò îò 2n íàïåðåä

çàäàííûõ ôóíêöèé êëàññà Cℓ+4

λ è îò n ïðîèçâîëüíûõ ✭ñóùåñòâåííûõ✮ ïî✲

ñòîÿííûõ✳

➘îêàçàòåëüñòâî✳ ➘ëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîñòðî✲

èòü ôóíêöèè
∗

r (x1, x2, t) ∈ Cℓ+4

λ (G) è óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâè✲

ÿì✿

à✮
∗

r (x1, x2, 0) = r(x1, x2);

á✮
∗

rt (x
1, x2, 0) =

1

y (x1, x2);

â✮ ýëåìåíò ïëîùàäè S ñîõðàíÿåòñÿ äî n✲îãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî âñþäó

â G;
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Ò✳Þ✳ Ïîäîóñîâà✱ ❮✳➶✳ ➶àøïàíîâà

ã✮ âäîëü êðàÿ ∂S ñîõðàíÿåòñÿ ïîëíîå ãåîäåçè÷åñêîå êðó÷åíèå✱ ò✳å

δkK̃ = 0, k = 1, n.

➘ëÿ ýòîãî â ñâîþ î÷åðåäü äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ôóíêöèé
k

ρ (x1, x2), ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó Cℓ+3

λ (G) è ïîä÷èíåííûõ ñëå✲

äóþùèì óñëîâèÿì✿

✶✮
0

ρ (x1, x2) = r(x1, x2);

✷✮
1

ρ (x1, x2) =
1

y (x1, x2);

✸✮ ïðè ëþáîì k, 2 ≤ k ≤ n âûïîëíåíà êðàåâàÿ çàäà÷à✿





∂
k

W
∂z

−A
k

W −B
k

W=
k

F

(
1

W,
2

W, ...,
k−1

W ,
1

Tα,
2

Tα, ...,
n

Tα
)
, (G)

δkK̃ = 0, (∂G)

(17)

Ôóíêöèè
k

Tα ñ÷èòàåì çàäàííûìè â G òàê✱ ÷òî

k

Tα∈ Cℓ+4

λ (G), (0 < λ < 1, ℓ ≥ 0), (18)

k

Tα= 0, (∂G), k = 1, n. (19)

❮à îñíîâàíèè âûðàæåíèÿ k✲òîé âàðèàöèè ïîëíîãî ãåîäåçè÷åñêîãî êðó÷å✲

íèÿ ✭✶✻✮✱ ðàâåíñòâà ✭✶✾✮✱ êðàåâîå óñëîâèå (17)2 ïðèîáðåòàåò âèä✿

ciαb
i
β

k

Tαβ=
k

M, (∂G), (20)

ãäå ôóíêöèè
k

M ïðåäñòàâëåíû â ðåêêóðåíòíîé ôîðìå è çàâèñÿò îò èçâåñòíûõ

è çàäàííûõ ôóíêèé ïîâåðõíîñòè S✿

k

M= bαβ

k

Aαβ −3(2H2 −K)

H

k

L −Kd
ij −Hgij

H

k

Bij −

− 1

H
ciαcjβ

k−1∑

m=1

k

βij
(
k−m

βαβ −2H
k−m
εαβ

)
. (21)

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà ✭✾✮✱ ✭✶✵✮✱ êðàåâîå óñëîâèå ✭✷✵✮ ìîæíà ïðåäñòàâèòü â

ñëåäóþùåì âèäå✿

α
k
u +β

k
v=

k
γ, (∂G). (22)

➬äåñü

α = −2g12, β = g22 − g11, (∂G)

k
u=

√
g

k

T 11,
k
v= −√

g
k

T 12,
k
γ=

1

b11

(
k

M −g
11

√
g

k

L

)
. (∂G) (23)
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❰ ïðîäîëæåíèè ➚✲äåôîðìàöèé ïîâåðõíîñòåé ✹✺

➶îñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâàìè ✭✽✮✱ ñîîòíîøåíèÿ ✭✷✷✮ çàïèøåì â êîì✲

ïëåêñíîé ôîðìå✿

Re(λ
k

W ) =
k
γ, (∂G) (24)

ãäå

λ = −2g12 + ι
(
g22 − g11

)
, (∂G) (25)

Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à ✭✶✼✮ ïðèîáðåòàåò âèä✿





∂
k

W
∂z

−A
k

W −B
k

W=
k

F

(
1

W, ...,
k−1

W ,
1

Tα, ...,
n

Tα
)
, (G)

Re(λ
k

W ) =
k
γ, (∂G),

(26)

➘îêàæåì òåïåðü ñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé
k

ρ (x1, x2)✱

ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó Cℓ+3

λ (G) è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ✶✮✱✷✮✱✸✮✳

Ïîëîæèì
0

ρ (x1, x2) = r(x1, x2). Ýòèì áóäåò îáåñïå÷åíî âûïîëíåíèå ñâîé✲

ñòâà ✶✳ Òàê êàê èìååò ìåñòî òåîðåìà ✶✱ òî âåêòîð ñìåùåíèé
1

y (x1, x2) ➚✲

äåôîðìàöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ïîâåðõíîñòè S ïîëîæèòåëüíîé ãàóññîâîé êðè✲

âèçíû✱ óäîâëåòâîðÿþùèé êðàåâîé çàäà÷å ✭✷✻✮ ïðè k = 1 ñóùåñòâóåò è ïðè✲

íàäëåæèò êëàññó Cℓ+3

λ (G)✱ à ôóíêöèÿ
1

W∈ Cℓ+2

λ (G)[11].

Ïîëàãàÿ
1

ρ (x1, x2) =
1

y (x1, x2)✱ îáåñïå÷èì âûïîëíåíèå ñâîéñòâà ✷✮✳

Ïðåäïîëîæèì äàëåå✱ ÷òî íàéäåíû âñå ôóíêöèè
k

W êëàññà Cℓ+2

λ (G) äëÿ

âñåõ k îò 1 äî n− 1✱ ãäå n ≥ 2✱ óäîâëåòâîðÿþùèå êðàåâîé çàäà÷å ✭✷✻✮✿

k

W∈ Cℓ+2

λ (G), k = 1, n− 1. (27)

➘ëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè
n

W äîñòàòî÷íî ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó ✭✷✻✮ ïðè

k = n✳ ➘ëÿ ýòîãî íóæíî ñíà÷àëà âû÷èñëèòü èíäåêñ ôóíêöèè λ îòíîñèòåëüíî

ãðàíèöû ∂G îáëàñòè G✳ Ôóíêöèþ λ ìîæíà ïðåäñòàâèòü â âèäå✿

λ =
2g

√
gE√
K

i expiψ, (28)

ãäå ôóíêöèÿ ψ ñâÿçàíà ñ óãëîì ìåæäó êîîðäèíàòíûìè ëèíèÿìè îïðåäåëåí✲

íîé çàâèñèìîñòüþ ✭❬✺❪✱ñòð✳✶✷✸✮✳❰òñþäà ñëåäóåò✱ ÷òî

indλ = 0. (29)

Ó÷èòûâàÿ äèôôåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà èçâåñòíûõ ôóíêöèé S✱ íàõîäèì✿

A,B,
n

F∈ Cℓ+1

λ (G), (30)

n
µ, λ ∈ Cℓ+2

λ (G). (31)



✹✻

❉❖■ ✶✵✳✶✺✻✼✸✴✷✵✼✷✲✾✽✶✷✳✸✴✷✵✶✹✳✹✵✺✼✷

Ò✳Þ✳ Ïîäîóñîâà✱ ❮✳➶✳ ➶àøïàíîâà

➶ ñèëó ✭✷✾✮ çàêëþ÷àåì✱ ÷òî îäíîðîäíàÿ çàäà÷à




∂
n

W
∂z

−A
n

W −B
n

W= 0, (G)

Re(λ
n

W ) = 0, (∂G),

èìååò ðîâíî îäíî ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ðåøåíèå ✭❬✺❪✱ ò✿ ✹✳✶✶✱ ñ✳✷✺✼✮✱ à íåîä✲

íîðîäíàÿ çàäà÷à ✭✷✻✮ ïðè k = n âñåãäà ðàçðåøèìà ✭❬✺❪✱ ò✿ ✹✳✶✷✱ ñ✳✷✺✼✮✳

➶ ñèëó òåîðåìû ✹✳✶✻ ✭❬✺❪✱ ñ✳✸✶✷✮✱ ✭✸✵✮✱✭✸✶✮ çàêëþ÷àåì✱ ÷òî
n

W∈ Cℓ+2

λ (G),

ò✳å✳ âñå ôóíêöèè
k

W∈ Cℓ+2

λ (G), k = 1, n. (32)

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà ✭✽✮✱✭✾✮✱ ✭✶✵✮✱ äèôôåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà èçâåñòíûõ è

çàäàííûõ ôóíêöèé ïîâåðõíîñòè S✱ à òàêæå ✭✸✷✮✱ èç ñîîòíîøåíèé ✭✷✮ ïîëó✲

÷èì✱ ÷òî
k

yi∈ Cℓ+2

λ (G)✳

❰òñþäà ñëåäóåò✱ ÷òî

k

y=
k

ρ (x1, x2) ∈ Cℓ+3

λ (G), k = 1, n

Òàêèì îáðàçîì✱ ïîâåðõíîñòè✱ çàäàâàåìûå âåêòîð✲ôóíêöèåé âèäà ✭✶✮ ïðèíàä✲

ëåæàò êëàññó Cℓ+3

λ (G). Òåîðåìà äîêàçàíà✳

Ñëåäñòâèå✳ Ïðè á✳ì✳ àðåàëüíîé äåôîðìàöèè n✲îãî ïîðÿäêà ïîâåðõíîñòè

S ∈ Cℓ+4

λ ïîëîæèòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû áåç òî÷åê îêðóãëåíèÿ ñî ñòà✲

öèîíàðíûì ïîëíûì ãåîäåçè÷åñêèì êðó÷åíèåì íà ∂S ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ

ãåîäåçè÷åñêîãî êðó÷åíèÿ âäîëü ãðàíèöû ∂S ïîâåðõíîñòè ñîõðàíÿþòñÿ✳

➘îêàçàòåëüñòâî✳ Ïîëíîå è ñðåäíåå ãåîäåçè÷åñêèå êðó÷åíèÿ ñîîòâåò✲

ñòâåííî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå ❬✶✵❪✿

K̃ = τ1 · τ2, 2H̃ = τ1 + τ2,

ãäå τ1 è τ2 ✲ ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ ãåîäåçè÷åñêîãî êðó÷åíèÿ✳

Òàê êàê H̃ = 0, òî τ1 = −τ2✳ Ýòî çíà÷èò✱ ÷òî δkτ1 = −δkτ2 = p✳ Òîãäà

δkK̃ = −2τ1p,

Ẽ = H̃2 − K̃ = −K̃ =

(
τ2 − τ1

4

)2

=
(2τ1)

2

4
= τ21 ≥ 0.

❰òñþäà

p =
δkK̃

2
√
E
.

Ïðè δkK̃ = 0 ïîëó÷èì✱ ÷òî ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ ãåîäåçè÷åñêîãî êðó÷åíèÿ

ñîõðàíÿþòñÿ✳ Ñëåäñòâèå äîêàçàíî✳
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