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Ïðî êîìá✐íàòîðíèé ✐íâàð✐àíò ïñåâäîãàðìîí✐÷✲
íèõ ôóíêö✐é✱ çàäàíèõ íà k−çâ✬ÿçí✐é çàìêíåí✐é
îáëàñò✐

■✳➚✳ Þð÷óê

➚íîòàö✐ÿ ❮åõàé f : D → R ✕ ïñåâäîãàðìîí✐÷íà ôóíêö✐ÿ✱ ÿêà çàäàíà íà

k−çâ✬ÿçí✐é îð✐➵íòîâàí✐é çàìêíåí✐é îáëàñò✐ D ⊂ C✱ îáìåæåí✐é æîðäàíîâèìè

êðèâèìè γ0✱ γ1✱ . . .✱ γk✱ 0 ≤ k < ∞✳ ❮àãàäà➵ìî✱ ùî äàíèé êëàñ ôóíêö✐é

ñï✐âïàäà➵ ✐ç êëàñîì íåïåðåðâíèõ ôóíêö✐é✱ ùî ìàþòü ñê✐í÷åííå ÷èñëî ñ✐äëî✲

âèõ êðèòè÷íèõ òî÷îê ó âíóòð✐øíîñò✐ îáëàñò✐ òà ñê✐í÷åííå ÷èñëî ëîêàëüíèõ

åêñòðåìóì✐â íà ìåæ✐✳Ó ðîáîò✐ ❬✹❪✱ àâòîðàìè ïîâí✐ñòþ äîñë✐äæåíî âèïàäîê

k = 0✱ à ñàìå✱ ïîáóäîâàíî òîïîëîã✐÷íèé ✐íâàð✐àíò äàíîãî êëàñó ôóíêö✐é✱

äîâåäåíî éîãî îñíîâí✐ âëàñòèâîñò✐✱ êðèòåð✐é ➝õ òîïîëîã✐÷íî➝ åêâ✐âàëåíòíîñò✐

òà êðèòåð✐é ðåàë✐çàö✐➝ ñïåö✐àëüíîãî êëàñó ãðàô✐â ÿê ✐íâàð✐àíòó ôóíêö✐é✳ ➶

äàí✐é ñòàòò✐ ïîáóäîâàíî êîìá✐íàòîðíèé ✐íâàð✐àíò G(f) ôóíêö✐➝ f ó âèïàäêó

k−çâ✬ÿçíî➝ çàìêíåíî➝ îáëàñò✐✱ ÿêèé ñêëàäà➵òüñÿ ✐ç ãðàô✐â ✃ðîíðîäà✲Ð✐áà

çâóæåííÿ ôóíêö✐➝ f íà ìåæó îáëàñò✐ D òà çâ✬ÿçíèõ êîìïîíåíò òèõ ë✐í✐é ð✐â✲

íÿ êðèòè÷íèõ òà íàï✐âðåãóëÿðíèõ çíà÷åíü ôóíêö✐➝✱ ÿê✐ ì✐ñòÿòü êðèòè÷í✐ àáî

ìåæîâ✐ êðèòè÷í✐ òî÷êè✳ ➬ã✐äíî ïîáóäîâè✱ G(f) ➵ çì✐øàíèì ïñåâäîãðàôîì

✭ãðàôîì ✐ç êðàòíèìè ðåáðàìè òà ïåòëÿìè✮ ç✐ ñòðîãèì ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì

íà âåðøèíàõ✱ ùî ✐íäóêó➵òüñÿ çíà÷åííÿìè ôóíêö✐➝ f ✳ Ó ãðàôà G(f) ➵ äâà

òèïè öèêë✐â✿ C✲öèêë ✭ïðîñòèé öèêë✱ êîæíà ïàðà ñóì✐æíèõ âåðøèí ÿêîãî ➵

ïîð✐âíÿíîþ✮ òà L✲öèêë ✭ïðîñòèé öèêë✱ êîæíà ïàðà ñóì✐æíèõ âåðøèí ÿêîãî

➵ íåïîð✐âíÿíîþ✮✳ ➚âòîðîì äîâåäåíî òåîðåìó ïðî ñòðóêòóðó ✐íâàð✐àíòó✱ à

òàêîæ òîé ôàêò✱ ùî ê✐ëüê✐ñòü C✲öèêë✐â ó êîìá✐íàòîðíîìó ✐íâàð✐àíò✐ äîð✐â✲

íþ➵ ê✐ëüêîñò✐ ìåæîâèõ êðèâèõ✱ ÿê✐ îáìåæóþòü äàíó k−çâ✬ÿçíó îð✐➵íòîâàíó

çàìêíåíó îáëàñòü✳
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✃îìá✐íàòîðíèé ✐íâàð✐àíò ïñåâäîãàðìîí✐÷íèõ ôóíêö✐é ✺✾

✃ëþ÷îâ✐ ñëîâà ïñåâäîãàðìîí✐÷íà ôóíêö✐ÿ✱ êîìá✐íàòîðíèé ✐íâàð✐àíò✱ k−

çâ✬ÿçíà îáëàñòü

Ó➘✃ ✺✶✺✳✶✼✸✳✷

✶ ➶ñòóï

Ïñåâäîãàðìîí✐÷í✐ ôóíêö✐➝ çàéìàþòü âàæëèâå ì✐ñöå ñåðåä ôóíêö✐é✱ ùî îïè✲

ñóþòü ïðèðîäíè÷✐ ïðîöåñè✳ ❮àïðèêëàä✱ ïîòåíö✐àë ñèë òÿæ✐ííÿ â îáëàñò✐✱

ÿêà íå ì✐ñòèòü ìàñ✱ ùî ïðèòÿãóþòüñÿ❀ ïîòåíö✐àë øâèäêîñòåé áåçâèõðîâîãî

ðóõó ð✐äèíè❀ òåìïåðàòóðà ò✐ëà çà óìîâ ñòàá✐ë✐çàö✐➝ ðîçïîä✐ëó òåïëà òà ✐í✳

Ó ✹✵✲✻✵✲õ ðîêàõ ìèíóëîãî ñòîë✐òòÿ ç✬ÿâèëàñü ñåð✐ÿ ðîá✐ò✱ ïðèñâÿ÷åíèõ

âèâ÷åííþ âëàñòèâîñòåé ïñåâäîãàðìîí✐÷íèõ ôóíêö✐é íà ïëîùèí✐✱ àâòîðàìè

ÿêèõ áóëè ❒✳❒îðñ ❬✷❪✱ ➘æ✳➘æåíê✐íñ ❬✸❪ òà ➶✳✃àïëàí ❬✶❪✳ ➬îêðåìà✱ áóëî äî✲

âåäåíî ð✐âí✐ñòü✱ ùî ïîâ✬ÿçó➵ ÷èñëà êðèòè÷íèõ òî÷îê ó âíóòð✐øíîñò✐ îáëàñò✐

ç ÷èñëîì ëîêàëüíèõ åêñòðåìóì✐â íà ìåæ✐✱ à òàêîæ äîâåäåíî òåîðåìè ïðî

ëîêàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ îêîë✐â êðèòè÷íèõ✱ ìåæîâèõ êðèòè÷íèõ òî÷îê òà

ëîêàëüíèõ åêñòðåìóì✐â íà ìåæ✐ òà ✐íø✐ ðåçóëüòàòè✳

Ó ìîíîãðàô✐➝ ❬✹❪ äîâåäåíî êðèòåð✐é òîïîëîã✐÷íî➝ åêâ✐âàëåíòíîñò✐ äàíîãî

êëàñó ôóíêö✐é íà äèñêó â òåðì✐íàõ êîìá✐íàòîðíèõ ✐íâàð✐àíò✐â✱ ùî ïîáóäî✲

âàí✐ çà ôóíêö✐ÿìè ✐ ì✐ñòÿòü ïîâíó ✐íôîðìàö✐þ ïðî ➝õ ïîâåä✐íêó✱ òà êðèòåð✐➝

ðåàë✐çàö✐➝ ãðàôà ÿê ✐íâàð✐àíòà✳

➶ äàí✐é ðîáîò✐ ðîçãëÿäàþòüñÿ ïñåâäîãàðìîí✐÷í✐ ôóíêö✐➝✱ ùî çàäàí✐ íà

k✲çâ✬ÿçí✐é îð✐➵íòîâàí✐é çàìêíåí✐é îáëàñò✐ D✱ D ⊂ C✳ ✃îæí✐é ôóíêö✐➝ ç ðîç✲

ãëÿäóâàíîãî êëàñó ñòàâèòüñÿ ó â✐äïîâ✐äí✐ñòü êîìá✐íàòîðíèé ✐íâàð✐àíò ✕ çì✐✲

øàíèé íñåâäîãðàô ç✐ ñòðîãèì ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì íà âåðøèíàõ✳ ➚âòîðîì

äîâåäåíî ðÿä òåîðåì✱ ùî îïèñóþòü ñòðóêòóðó äàíîãî ✐íâàð✐àíòó✳

➚âòîð âèñëîâëþ➵ ïîäÿêó ñòàðøîìó íàóêîâîìó ñï✐âðîá✐òíèêó â✐ää✐ëó òî✲

ïîëîã✐➝ ■íñòèòóòó ìàòåìàòèêè ❮➚❮Ó Ïîëóëÿõó ➍âãåíó çà êîðèñí✐ îáãîâî✲

ðåííÿ òà ö✐êàâ✐ñòü äî äàíî➝ òåìàòèêè✳

✷ Ïîïåðåäí✐ â✐äîìîñò✐

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç D✱ D ⊂ C k✲çâ✬ÿçíó îð✐➵íòîâàíó çàìêíåíó îáëàñòü✱ ÿêà

îáìåæåíà æîðäàíîâèìè êðèâèìè γ0✱ γ1✱ . . .✱ γk✱ 0 ≤ k < ∞✳ Ïðèïóñòèìî✱ ùî

γi✱ i = 1, k✱ ëåæàòü â ñåðåäèí✐ γ0✳
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❮åõàé f : D → R ✕ äåÿêà ïñåâäîãàðìîí✐÷íà ôóíêö✐ÿ✳ ❮àãàäà➵ìî îñíîâí✐

îçíà÷åííÿ✱ ùî ïîâ✬ÿçàí✐ ç äàíèì êëàñîì ôóíêö✐é ❬✷✱✸✱✹✱✺❪✳

Ôóíêö✐ÿ f(x, y) ãàðìîí✐÷íà â òî÷ö✐ (x0, y0)✱ ÿêùî

∂2f

∂x2
(x0, y0) +

∂2f

∂y2
(x0, y0) = 0.

Ôóíêö✐ÿ f(z) ïñåâäîãàðìîí✐÷íà â òî÷ö✐ z0 = (x0, y0)✱ ÿêùî ✐ñíó➵ îê✐ë U(z0)

òà ãîìåîìîðô✐çì ϕ îêîëó U(z0) â ñåáå òàêèé✱ ùî ϕ(z0) = z0 òà f(ϕ(z))✱

z = (x, y)✱ ✕ ãàðìîí✐÷íà✳ Ôóíêö✐ÿ f ïñåâäîãàðìîí✐÷íà â îáëàñò✐✱ ÿêùî âîíà

ïñåâäîãàðìîí✐÷íà â êîæí✐é ➝➝ òî÷ö✐✳ Òî÷êà z0 ∈ D ➵ ðåãóëÿðíîþ òî÷êîþ f ✱

ÿêùî ✐ñíó➵ â✐äêðèòèé ➝➝ îê✐ë U ⊆ D ✐ ãîìåîìîðô✐çì ϕ : U → D òàêèé✱

ùî ϕ(z0) = 0 ✐ f ◦ ϕ−1(z) = Rez + f(z0) äëÿ âñ✐õ z ∈ U ✳ Òî÷êà z0 ∈ ∂D ➵

ðåãóëÿðíîþ ìåæîâîþ òî÷êîþ f ✱ ÿêùî ✐ñíó➵ ➝➝ îê✐ë U â D òà ãîìåîìîðô✐çì

h : U → D+ öüîãî îêîëó â âåðõí✐é íàï✐âäèñê D+ òàêèé✱ ùî h(z0) = 0✱

h(U ∩ f−1(f(z0))) = {0}× [0, 1)✱ h(U ∩ ∂D2) = (−1, 1)×{0} ✐ ôóíêö✐ÿ f ◦ h−1

➵ ñòðîãî ìîíîòîííà íà ✐íòåðâàë✐ (−1, 1) × {0}✳ ßêùî òî÷êà z0 ∈ D íå ➵

ðåãóëÿðíîþ òî÷êîþ f ✱ òî âîíà íàçèâà➵òüñÿ êðèòè÷íîþ✳ ➬à îçíà÷åííÿì âñ✐

êðèòè÷í✐ òî÷êè f ➵ ñ✐äëîâèìè✱ òîáòî äëÿ êîæíî➝ ç íèõ ✐ñíó➵ îê✐ë U ⊆ D ✐

ãîìåîìîðô✐çì ϕ : U → D òàêèé✱ ùî ϕ(z0) = 0 ✐ f ◦ϕ−1(z) = Rezn+f(z0) äëÿ

âñ✐õ z ∈ U ✳ ×èñëî n íàçâåìî êðàòí✐ñòþ ñ✐äëîâî➝ òî÷êè z0✳ Òî÷êè ìåæ✐ ∂D✱

ùî íå ➵ í✐ ìåæîâèìè ðåãóëÿðíèìè✱ í✐ ✐çîëüîâàíèìè òî÷êàìè ➝õ ë✐í✐é ð✐âíÿ

íàçèâàþòüñÿ êðèòè÷íèìè ìåæîâèìè òî÷êàìè✳

×èñëî c ➵ êðèòè÷íèì çíà÷åííÿì f ✱ ÿêùî f−1(c) ì✐ñòèòü ïðèíàéìí✐ îäíó

êðèòè÷íó òî÷êó✳ ×èñëî c ➵ ðåãóëÿðíèì çíà÷åííÿì f ✱ ÿêùî f−1(c) íå ì✐ñòèòü

êðèòè÷íèõ òî÷îê ✐ ãîìåîìîðôíå íåçâ✬ÿçíîìó îá✬➵äíàííþ ✐íòåðâàë✐â✱ ÿê✐ ïå✲

ðåòèíàþòüñÿ ç ìåæåþ ∂D ëèøå â ñâî➝õ ê✐íöÿõ✳ ×èñëî c ➵ íàï✐âðåãóëÿðíèì

çíà÷åííÿì f ✱ ÿêùî âîíî íå ➵ í✐ ðåãóëÿðíèì✱ í✐ êðèòè÷íèì✳ ❐✐í✐➝ ð✐âíÿ íà✲

ï✐âðåãóëÿðíîãî çíà÷åííÿ ì✐ñòÿòü ëèøå ìåæîâ✐ êðèòè÷í✐ òî÷êè òà ëîêàëüí✐

åêñòðåìóìè f |∂D✳

❮àãàäà➵ìî ❬✻❪✱ ùî ïðîñòèì øëÿõîì ✐ç âåðøèíè u â âåðøèíó v íàçèâà✲

þòü ïîñë✐äîâí✐ñòü ðåáåð e1 = {u, u1}✱ e2 = {u1, u2}✱ . . .✱ er = {un, v}✱ ùî íå

ì✐ñòèòü ïîâòîðþâàëüíèõ✳ Ïðîñòèé öèêë ✕ ïðîñòèé øëÿõ✱ ïî÷àòêîâà òà ê✐í✲

öåâà âåðøèíè ÿêîãî ñï✐âïàäàþòü✳ ➶åðøèíè ãðàôó íàçèâàþòüñÿ ñóì✐æíèìè✱

ÿêùî âîíè ➵ ê✐íöÿìè îäíîãî ✐ òîãî æ ðåáðà ✭äóãè✮✳

×åðåç V (G) áóäåìî ïîçíà÷àòè ìíîæèíó âåðøèí ãðàôà G✱ à ÷åðåç E(G)

✕ ìíîæèíó éîãî ðåáåð ✭äóã✮✳

Ïñåâäîãðàôîì G íàçèâà➵òüñÿ ïàðà (V (G), E(G))✱ äå V (G) ✕ íåïîðîæíÿ

ìíîæèíà✱ à E(G) ✕ ñ✐ì✬ÿ íåâïîðÿäêîâàíèõ ïàð íå îáîâ✬ÿçêîâî ð✐çíèõ âåðøèí✳
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✃îìá✐íàòîðíèé ✐íâàð✐àíò ïñåâäîãàðìîí✐÷íèõ ôóíêö✐é ✻✶

✸ Ïîáóäîâà ✐íâàð✐àíòà ïñåâäîãàðìîí✐÷íî➝ ôóíêö✐➝

❮åõàé c1✱ c2✱ . . .✱ cn ✕ êðèòè÷í✐ çíà÷åííÿ f ✱ à a1✱ a2✱ . . .✱ am ✕ íàï✐âðåãóëÿðí✐✳

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç K(cj) ìíîæèíó çâ✬ÿçíèõ êîìïîíåíò ë✐í✐é ð✐âíÿ f−1(cj)✱ ùî

ì✐ñòÿòü êðèòè÷í✐ òî÷êè✱ à L(as) ✕ ìíîæèíà òèõ çâ✬ÿçíèõ êîìïîíåíò ë✐í✐é

ð✐âíÿ f−1(as)✱ ùî ì✐ñòÿòü ìåæîâ✐ êðèòè÷í✐ òî÷êè✱ j = 1, n s = 1,m✳

Ñõåìà ïîáóäîâè ✐íâàð✐àíòó✿

✶✳ Ïîáóäó➵ìî ãðàô G(f) =
⋃
i

ΓK−R(f |γi
)
⋃
j

K(cj)
⋃
s

L(as)✱ äå ΓK−R(f |γi
) ✕

ãðàô ✃ðîíðîäà✲Ð✐áà ôóíêö✐➝ f |γi
✳

✷✳ Ó ãðàô✐ ΓK−R(f |γ0
) çàì✐íèìî ðåáðà íà îð✐➵íòîâàí✐ äóãè çà íàñòóïíèì

ïðàâèëîì✳ ❮åõàé òî÷êàì x✱ y✱ z ∈ γ0 â✐äïîâ✐äàþòü åëåìåíòè v1✱ v2✱ v3

ìíîæèíè V (ΓK−R(f |γ0
))✳ Ïîçíà÷èìî ÷åðåç e1 = (v1, v2) òà e2 = (v2, v3)

îð✐➵íòîâàí✐ äóãè✱ ê✐íöÿìè ÿêèõ ➵ âåðøèíè vi✱ i = 1, 3✳ ➘óãè e1 òà e2

íàëåæàòü ìíîæèí✐ E(ΓK−R(f |γ0
)) òîä✐ ✐ ëèøå òîä✐✱ êîëè òî÷êà x ñë✐äó➵

çà y✱ à y ñë✐äó➵ çà òî÷êîþ z íà êðèâ✐é γ0 âçäîâæ çàäàíî➝ îð✐➵íòàö✐➝✳

✸✳ ➶âåäåìî ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íà ìíîæèí✐ V (G(f)) âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíê✲

ö✐þ f ✳ Ñêàæåìî✱ ùî v1 > v2✱ äå v1, v2 ∈ G(f)✱ òîä✐ ✐ ëèøå òîä✐✱ êîëè

f(x) > f(y)✱ äå v1 ✭v2✮ ✕ âåðøèíà✱ ùî â✐äïîâ✐äà➵ òî÷ö✐ x ✭y✮✱ x ∈ D

✭y ∈ D✮✳

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç G(f) êîìá✐íàòîðíèé ✐íâàð✐àíò ïñåâäîãàðìîí✐÷íî➝ ôóíê✲

ö✐➝ f ✱ ÿêèé ïîáóäîâàíèé çà îïèñàíîþ âèùå ñõåìîþ✳

✹ Ñòðóêòóðà ✐íâàð✐àíòà G(f) ÿê ãðàôà

❰çíà÷åííÿ ✶ C✲öèêëîì ✭L✲öèêëîì✮ ✐íâàð✐àíòó G(f) íàçèâà➵òüñÿ ïðî✲

ñòèé öèêë ó ÿêîìó äîâ✐ëüíà ïàðà ñóì✐æíèõ âåðøèí vi òà vi+1 ➵ ïîð✐â✲

íÿëüíîþ ✭íåïîð✐âíÿëüíîþ✮✳

Òåîðåìà ✶ ßêùî G(f) ✕ êîìá✐íàòîðíèé ✐íâàð✐àíò äåÿêî➝ ïñåâäîãàðìîí✐÷✲

íî➝ ôóíêö✐➝ f : D → R✱ ÿêà çàäàíà íà k−çâ✬ÿçí✐é çàìêíåí✐é îáëàñò✐ D✱

òî äîâ✐ëüíà êîìïîíåíòà çâ✬ÿçíîñò✐ Σj ìíîæèíè G(f)\(
k⋃

i=0

ΓK−R(f |γi
)) ➵

ïñåâäîãðàôîì✱ êîæíà ïàðà âåðøèí ÿêîãî ➵ íåïîð✐âíÿíîþ✳

➘îâåäåííÿ ❮åõàé Σj ✕ äåÿêà çâ✬ÿçíà êîìïîíåíòà ìíîæèíè

G(f)\(
k⋃

i=0

ΓK−R(f |γi
))✳ Ïîêàæåìî✱ ùî Σj ✕ ïñåâäîãðàô✳ ➘ëÿ öüîãî äî✲

ñòàòíüî ïîêàçàòè✱ ùî ✐ñíóþòü âèïàäêè✱ êîëè ó Σj ➵ ïåòë✐ òà êðàòí✐

ðåáðà✳
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Ïðèïóñòèìî✱ ùî V (Σj) = {v} ✕ îäíîåëåìåíòíà ìíîæèíà âåðøèí êîìïî✲

íåíòè✳ ➬à ïîáóäîâîþ ✐íâàð✐àíòó✱ ✐ñíó➵ òî÷êà z òàêà✱ ùî z ∈ D òà f(z) = c✱

äå c ✕ àáî êðèòè÷íå àáî íàï✐âðåãóëÿðíå çíà÷åííÿ ôóíêö✐➝ f ✳ Ïîêëàäåìî

Θ = f−1(c) ∪D ✐ Θ ∋ z✳ ➬àóâàæèìî✱ ùî Θ ✕ êîìïàêò✳ Ðîçãëÿíåìî íàñòóïí✐

âèïàäêè✿

➶èïàäîê ✶✿ z ∈ ∂D✳ Òîä✐✱ z ➵ àáî ðåãóëÿðíîþ✱ àáî êðèòè÷íîþ ìåæîâîþ

òî÷êîþ✳ ➬àóâàæèìî✱ ùî z íå ìîæå áóòè ëîêàëüíèì åêñðåìóìîì✳ ❰ñê✐ëüêè✱

â ➝➝ îêîë✐ çíà÷åííÿ ôóíêö✐➝ f ó äîâ✐ëüíèõ òî÷êàõ✱ ùî â✐äì✐íí✐ â✐ä z✱ àáî

á✐ëüø✐✱ àáî ìåíø✐ í✐æ c✱ òî E(Σj) = ∅✳

➶èïàäîê ðåãóëÿðíî➝ òî÷êè òàêîæ âèêëþ÷à➵ìî✱ îñê✐ëüêè çã✐äíî ➝➝ îçíà÷åí✲

íÿ✱ ✐ñíó➵ îê✐ë U(z) â D ✐ ãîìåîìîðô✐çì h : U(z) → D+ öüîãî îêîëó â âåðõí✐é

íàï✐âäèñê D+ òàêèé✱ ùî h(z) = 0 ✐ h(U ∩ f−1(c))) = {0} × [0, 1)✳ ➬ ✐íøîãî

áîêó✱ f(h−1([0, 1))) = c ✐ h−1([0, 1)) ⊆ Θ✳ ❰ñê✐ëüêè✱ Θ ✕ êîìïàêò✱ òî ✐ñíó➵

òî÷êà z′ ∈ D✳ ➬ã✐äíî ïîáóäîâè ✐íâàð✐àíòó G(f)✱ ✐ñíó➵ âåðøèíà v′ ∈ V (Σj)✱

v 6= v′✱ ÿêà â✐äïîâ✐äà➵ òî÷ö✐ z✳ ❰òðèìàëè ñóïåðå÷í✐ñòü ç ïðèïóùåííÿì✳

ßêùî æ z ➵ êðèòè÷íîþ ìåæîâîþ òî÷êîþ✱ òî ✐ñíó➵ îê✐ë U(z) â D ✐ ãî✲

ìåîìîðô✐çì h : U(z) → D+ öüîãî îêîëó â âåðõí✐é íàï✐âäèñê D+ òàêèé✱ ùî

h(z) = 0✱ h(U̇(z)∩f−1(c))) =
m⋃
l=1

İl✱ äå İl = (0; 1)✱ U̇(z) = U(z)\{z}✳ ➘àë✐✱ äëÿ

êîæíîãî l çíàéäåìî òî÷êó z′l 6= z òàêó✱ ùî z′l = ∂U(z) ∩ h−1(0; 1)✳ ✃îæíà ç òî✲

÷îê z′l ∈ IntD ✐ ➵ ðåãóëÿðíîþ òî÷êîþ ôóíêö✐➝ f ✭â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó✱ ìè

îòðèìà➵ìî ñóïåðå÷í✐ñòü ç òèì ôàêòîì✱ ùî V (Σj) = {v}✮✳ ➶èêîðèñòîâóþ÷è

îçíà÷åííÿ ðåãóëÿðíî➝ òî÷êè✱ äëÿ êîæíî➝ òî÷êè z′l ìîæíà ïîáóäóâàòè ñê✐í✲

÷åííó ïîñë✐äîâí✐ñòü òî÷îê {z̃li}
sl
i=1 òàêó✱ ùî f(z̃li) = c ïðè l = 1,m✱ i = 1, sl✳

ßêùîm ✕ íåïàðíå ÷èñëî✱ òî ✐ç êîìïàêòíîñò✐ Θ ñë✐äó➵✱ ùî çàâæäè çíàéäåòüñÿ

íîìåð li òàêèé✱ ùî z̃lsli
= z′ 6= z✱ äå z′ ∈ D✳ ➚ öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåíþ ïðî

îäíîåëåìåíòí✐ñòü ìíîæèíè V (Σj)✱ îñê✐ëüêè çà ïîáóäîâîþ ✐íâàð✐àíòó òî÷ö✐

z′ áóäå â✐äïîâ✐äàòè äåÿêà âåðøèíà v′✳ ❰òæå✱ m ✕ ïàðíå ÷èñëî✳ Òîìó✱ äëÿ

êîæíîãî ✐íäåêñó l òî÷êè çíàéäóòüñÿ òî÷êè z̃lsl = z✳ ➚ öå îçíà÷à➵✱ ùî ✐ñíó➵ R

✭R = m
2 ✮ ÷èñëî ïåòåëü ur(t) òàêèõ✱ ùî ur(0) = ur(1) = z ✐ f(ur(t)) = c ïðè

t ∈ [0; 1]✱ r = 1, R✳ ➶✐äì✐òèìî òàêîæ✱ ùî êîæíîìó r â✐äïîâ✐äà➵ äâ✐ ïîñë✐äîâ✲

íîñò✐ {tri }
sli
i=1 òà {trj}

slj
j=1✱ äå li, lj ∈ {1,m}✱ çíà÷åíü ïàðàìåòðà t ∈ (0; 1) òàêèõ✱

ùî ur(t
r
j) = z̃

lj
i ✐ ur(t

r
j) = z̃

lj
i ✱ äå r = 1, R✳ Ðîçãëÿíåìî êîìïîíåíòè ìíîæèíè

D \ ur(t) òà ïîçíà÷èìî ➝õ ÷åðåç D1 òà D2✳ ❰ñê✐ëüêè f |D1
òà f |D2

➵ ïñåâäî✲

ãàðìîí✐÷íèìè ✐ òàêèìè✱ ùî f |ur(t)=∂D1
= f |ur(t)=∂D2

= c✱ òî ÿê â IndD1✱ òàê

✐ â IndD2 ✐ñíóþòü ìåæîâ✐ êðèâ✐ γi ∈ ∂D✳ ➬ã✐äíî ïîáóäîâè ✐íâàð✐àíòà G(f)✱

êîæí✐é ïåòë✐ ur(t)✱ r = 1, R✱ â✐äïîâ✐äà➵ ðåáðî er = {v, v} ∈ E(Σj)✳
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✃îìá✐íàòîðíèé ✐íâàð✐àíò ïñåâäîãàðìîí✐÷íèõ ôóíêö✐é ✻✸

➶èïàäîê ✷✿ z ∈ IndD✳ Òîä✐✱ z ➵ êðèòè÷íîþ òî÷êîþ✳ ■ç îçíà÷åííÿ êðèòè÷íî➝

òî÷êè òà âèêîðèñòîâóþ÷è ì✐ðêóâàííÿ✱ ùî àíàëîã✐÷í✐ äî âèïàäêó ìåæîâî➝

êðèòè÷íî➝òî÷êè✱ âèïëèâà➵✱ ✐ñíó➵ n✱ n > 1✱ ïåòåëü ur(t) òàêèõ✱ ùî ur(0) =

ur(1) = z ✐ f(ur(t)) = c ïðè t ∈ [0; 1]✳ ➚ öå îçíà÷à➵✱ ùî â Σj ðåáðà er =

{v, v} ∈ E(Σj) ➵ ïåòëÿìè✱ äå r = 1, n

❮àñòóïíèé êðîê äîâåäåííÿ✿ ïðèïóñòèìî✱ ùî V (Σj) = {v1, v2}✳ ➬à ïîáóäî✲

âîþ ✐íâàð✐àíòó✱ ✐ñíóþòü òî÷êè z1 ✐ z2 òàê✐✱ ùî z1, z2 ∈ D òà f(z1) = f(z2) = c✱

äå c ✕ àáî êðèòè÷íå àáî íàï✐âðåãóëÿðíå çíà÷åííÿ ôóíêö✐➝ f ✳ Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Θ òó çâ✬ÿçíó êîìïîíåíòó ë✐í✐➝ ð✐âíÿ f−1(c)✱ ùî ì✐ñòèòü äàí✐ òî÷êè✳ Ðîçãëÿ✲

íåìî âèïàäêè✿

➶èïàäîê ✶✿ z1 ∈ ∂D✳ Òîä✐✱ ïî àíàëîã✐➝ ç òàêèì æå âèïàäêîì äëÿ ïðè✲

ïóùåííÿ ïðî îäíîåëåìåíòó ìíîæèíó âåðøèí✱ òî÷êà z1 íå ➵ ëîêàëüíèì åêñ✲

òðåìóìîì✳ ❮åõàé z ➵ ðåãóëÿðíîþ✳ Òîä✐✱ ✐ç ➝➝ îçíà÷åííÿ òà êîìïàêòíîñò✐ Θ

âèïëèâà➵✱ ùî ✐ñíó➵ òî÷êà z′ = z2 ∈ ∂D✱ ÿêà ➵ òàêîæ ðåãóëÿðíîþ ✭âèïàäîê

êðèòè÷íî➝ ìåæîâî➝ òî÷êè âèêëþ÷à➵ìî✱ îñê✐ëüêè îòðèìà➵ìî ñóïåðå÷í✐ñòü ç

ïðèïóùåííÿì ïðî äâîåëåìåíòí✐ñòü ìíîæèíè V (Σj)✮✳ ❰òæå✱ Θ ✕ ì✐ñòèòü ëè✲

øå ðåãóëÿðí✐ òî÷êè✱ ùî ñóïåðå÷èòü ïîáóäîâ✐ G(f)✳ ❰òæå✱ z1 ➵ êðèòè÷íîþ

ìåæîâîþ òî÷êîþ✳ Ïî àíàëîã✐➝ ç òàêèì æå âèïàäêîì äëÿ ïîïåðåäíüîãî ïðè✲

ïóùåííÿ✱ ïîáóäó➵ìî n ïîñë✐äîâíîñòåé òî÷îê {z̃ij}✱ äå i = 1, n ✐ äëÿ êîæíîãî

òàêîãî ✐íäåêñó i ✐ñíó➵ çíà÷åííÿ si òàêå✱ ùî j = 1, si✱ òàêó✱ ùî f(z̃ij) = c✳

Òîä✐✱ ìîæëèâî äâà âèïàäêè✿ àáî z̃isi = z1✱ àáî z̃isi = z2✳ Ó ïåðøîìó âèïàä✲

êó✱ îòðèìà➵ìî ñê✐í÷åííå ÷èñëî ïåòåëü ur(t) òàêèõ✱ ùî ur(0) = ur(1) = z1✱

f(ur(t)) = c✱ äå t ∈ [0; 1]✱ à â äðóãîìó✱ ñê✐í÷åííå ÷èñëî øëÿõ✐â u′

r(t) òà✲

êèõ✱ ùî u′

r(0) = z1✱ u′

r(1) = z2✱ f(u′

r(t)) = c✱ äå t ∈ [0; 1]✳ Ïðèïóñòèìî✱

ùî ✐ñíó➵ äâà øëÿõè u′

r1
(t) òà u′

r2
(t) òàê✐✱ ùî ñïîëó÷àþòü òî÷êè z1 òà z2✳

Ðîçãëÿíåìî êîìïîíåíòè ìíîæèíè D \ (u′
r1
(t) ∪ u′

r2
(t)) òà ïîçíà÷èìî ➝õ ÷å✲

ðåç D1 òà D2✳ ❰ñê✐ëüêè f |D1
òà f |D2

➵ ïñåâäîãàðìîí✐÷íèìè ✐ òàêèìè✱ ùî

f |u′

r1
(t)∪u′

r2
(t)=∂D1

= f |u′

r1
(t)∪u′

r2
(t)=∂D2

= c✱ òî ÿê ó IndD1✱ òàê ✐ ó IndD1 ✐ñ✲

íóþòü ìåæîâ✐ êðèâ✐ γi ∈ ∂D✱ à çã✐äíî ïîáóäîâè ✐íâàð✐àíòà G(f) ✐ñíó➵ ✐ñíó➵

äâà ðåáðà e1 = {v1, v2} òà e2 = {v1, v2}✱ ÿê✐ íàëåæàòü ìíîæèí✐ E(Σj) ✐ ➵

êðàòíèìè ðåáðàìè✳

➶èïàäîê ✷✿ z1 ∈ IndD✳ Òîä✐✱ z1 ➵ êðèòè÷íîþ òî÷êîþ✳ Ïî àíàëîã✐➝ ç êðè✲

òè÷íîþ ìåæîâîþ òî÷êîþ âèïàäêó ✶✱ âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ êðèòè÷íî➝

òî÷êè✱ ìîæíà ïîêàçàòè✱ ùî ✐ñíóþòü ÿê ïåòë✐ â z1✱ òàê ✐ øëÿõè✱ ùî ñïîëó÷à✲

þòü z1 òà z2✳

➘îâåäåìî✱ ùî äîâ✐ëüíà ïàðà âåðøèí ìíîæèíè V (Σj) ➵ íåïîð✐âíÿëüíîþ✳

❮åõàé v′ òà v′′ ✕ äåÿê✐ âåðøèíè Σj ✳ ❰ñê✐ëüêè Σj ✕ çâ✬ÿçíèé ïñåâäîãðàô✱
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òî ✐ñíó➵ ïðèíàéìí✐ îäèí øëÿõ ç ðåáåð e1 = {v′ = v0, v1}✱ e2 = {v1, v2}✱ . . .✱

en = {vn−1, vn = v′′}✱ ùî ñïîëó÷à➵ v′ òà v′′✳ ➬ã✐äíî ïîáóäîâè ✐íâàð✐àíòà G(f)✱

êîæíîìó ç ðåáåð ei✱ i = 0, n✱ â✐äïîâ✐äà➵ øëÿõ ui(t) òàêèé✱ ùî ui(0) = zi✱

ui(1) = zi+1 ✐ f(ui(t)) = c ïðè t ∈ [0; 1]✱ äå òî÷êè zi ∈ D â✐äïîâ✐äàþòü

âåðøèíàì vi ∈ V (Σj)✳ ➬â✐äêè âèïëèâà➵✱ ùî v′ = v1 = . . . = vn−1 = v′′✳ ❰òæå✱

v′ òà v′′ ➵ íåïîð✐âíÿëüí✐✳

❮àñë✐äîê ✶ G(f) ✕ çì✐øàíèé ïñåâäîãðàô ç✐ ñòðîãèì ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì

íà âåðøèíàõ✳

❮àñë✐äîê ✷ ßêùî â Σj ✐ñíó➵ àáî ïåòëÿ àáî êðàòí✐ ðåáðà✱ òî â G(f) ✐ñíó➵

L✲öèêë✳

Òåîðåìà ✷ ❮åõàé G(f) ✕ ✐íâàð✐àíò äåÿêî➝ ïñåâäîãàðìîí✐÷íî➝ ôóíêö✐➝ f ✱ çà✲

äàíî➝ íà k✲çâ✬ÿçí✐é çàìêíåí✐é îáëàñò✐ D✳ Òîä✐✱ ê✐ëüê✐ñòü éîãî C✲öèêë✐â ð✐â✲

íà ÷èñëó k + 1✳

➘îâåäåííÿ ❮åõàé γi ✕ æîðäàíîâ✐ êðèâ✐✱ ùî îáìåæóþòü D òàê✱ ùî γi✱ i =

1, k✱ ëåæàòü âñåðåäèí✐ γ0✳ ➬ðîçóì✐ëî✱ ùî ΓK−R(f |γi
)✱ i = 0, k ➵ C✲öèêëîì✳

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Γ ′ ï✐äãðàô ✐íâàð✐àíòó G(f)✱ îòðèìàíèé äîäàâàííÿì äî

ΓK−R(f |γi
)✱ i = 0, k✱ âåðøèí✱ ÿê✐ â✐äïîâ✐äàþòü òî÷êàì✱ ùî îäíî÷àñíî íàëå✲

æàòü ÿê ìíîæèíàì K(cj) òà L(as)✱ äå cj ✕ êðèòè÷í✐✱ à as ✕ íàï✐âðåãóëÿðí✐

çíà÷åííÿ f ✱ òàê ✐ γ0✳ Ïîêàæåìî✱ ùî Γ ′ ✕ C✲öèêë✳

❮åõàé v′ òà v′′ äîâ✐ëüíà ïàðà ñóì✐æíèõ âåðøèíè â Γ ′✳ ➘àí✐ âåðøèíè

â✐äïîâ✐äàþòü òî÷êàì z′ òà z′′✱ äå z′, z′′ ∈ ∂D✳ Ïðè÷îìó✱ òî÷ö✐ z′ â✐äïîâ✐✲

äà➵ âåðøèíà v′✱ à òî÷ö✐ z′′ ✕ v′′✳ Ïðèïóñòèìî✱ ùî v′ = v′′✳ Öå îçíà÷à➵✱ ùî

f |γi
(v′) = f |γi

(v′′)✳ ❰ñê✐ëüêè f |γi
çàäîâîëüíÿ➵ óìîâàì òåîðåìè Ðîëëÿ✱ òî ✐ñ✲

íó➵ ëîêàëüíèé åêñòðåìóì z✱ z ∈ (z′; z′′) ⊂ γi✳ ❰ñê✐ëüêè Γ ′ ⊃ ΓK−R(f |γi
)✱ òî

✐ñíó➵ âåðøèíà ṽ✱ ùî â✐äïîâ✐äà➵ òî÷ö✐ z✱ òà ðåáðà (ṽ, v′) ✐ (v′′, ṽ)✱ ÿê✐ â✐äïîâ✐✲

äàþòü f |[z′;z] òà f |[z;z′′]✳ ➚ öå ñóïåðå÷èòü òîìó✱ ùî âåðøèíè v′ òà v′′ ñóì✐æí✐✳

ßêùî ïðèïóñòè✱ ùî ê✐ëüê✐ñòü C✲öèêë✐â á✐ëüøà k + 1✱ òî ✐ñíó➵ C✲öèêë✱

ïðîîáðàçè âñ✐õ âåðøèí ✭òî÷îê îáëàñò✐ D✮ ÿêîãî ëåæàòü ó IntD✳ ➬ã✐äíî ïîáó✲

äîâè ✐íâàð✐àíòó✱ òàê✐ âåðøèíè ➵ íåïîð✐âíÿëüí✐✱ ùî ñóïåðå÷èòü âèçíà÷åííþ

C✲öèêëó✳

✺ ➶èñíîâêè

➶ äàí✐é ðîáîò✐ ïîáóäîâàíî êîìá✐íàòîðíèé ✐íâàð✐àíò G(f) äåÿêî➝ ïñåâäîãàð✲

ìîí✐÷íî➝ ôóíêö✐➝ f ✱ ùî çàäàíà íà k✲çâ✬ÿçí✐é îð✐➵íòîâàí✐é çàìêíåí✐é îáëàñò✐
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✃îìá✐íàòîðíèé ✐íâàð✐àíò ïñåâäîãàðìîí✐÷íèõ ôóíêö✐é ✻✺

D✱ ÿêèé ➵ çì✐øàíèì ïñåâäîãðàôîì ç✐ ñòðîãèì ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì íà âåð✲

øèíàõ✱ ✐ ìà➵ ïåâí✐ ñòðóêòóðí✐ îñîáëèâîñò✐✱ ùî ✐íäóêóþòüñÿ âëàñòèâîñòÿìè

ïñåâäîãàðìîí✐÷íî➝ ôóíêö✐➝✳ ➬îêðåìà✱ äîâåäåíî✱ ùî êîæíà ✐ç çâ✬ÿçíèõ êîìïî✲

íåíò ìíîæèíè G(f)\(
k⋃

i=0

ΓK−R(f |γi
))✱ äå ΓK−R(f |γi

) ✕ ãðàô ✃ðîíðîäà✲Ð✐áà

ôóíêö✐➝ f |γi
✱ ➵ ïñåâäîãðàôîì✱ êîæíà ïàðà âåðøèí ÿêîãî ➵ íåïîð✐âíÿíîþ✳

❐✐òåðàòóðà

✶✳ ❲✳ ❑❛♣❧❛♥✱ ❚♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ❧❡✈❡❧ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✴✴ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦❢
❆♠❡r✳▼❛t❤✳❙♦❝✐❡t②✳✱ ✻✸ ✭✶✾✹✽✮✱ ✺✶✹✲✺✷✷✳

✷✳ ▼✳ ▼♦rs❡✱ ❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ♣s❡✉❞♦✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✴✴ ❉✉❦❡ ▼❛t❤✳❏✳✱ ✶✸ ✭✶✾✹✻✮✱ ✷✶✲✹✷✳
✸✳ ▼✳ ▼♦rs❡✱ ❏✳ ❏❡♥❦✐♥s✱ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♣s❡✉❞♦❝♦♥❥✉❣❛t❡s ♦♥ ❘✐❡♠❛♥♥ s✉r❢❛❝❡s

✴✴❋✉♥❞✳▼❛t❤✳✱ ✸✾ ✭✶✾✺✷✮✱ ✷✻✾✲✷✽✼✳
✹✳ ❊✳ P♦❧✉❧②❛❦❤✱ ■✳ ❨✉r❝❤✉❦✱ ❖♥ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐s❦✳ Pr❛❝②

■♥st✳▼❛t❤✳❯❦r✳✱❱♦❧✉♠❡ ✽✵✳ ✲ ❑②✐✈✿ ■♥st✳▼❛t❤✳❯❦r✳✱ ✷✵✵✾✳ ✲ ✶✺✶ ♣♣✳
✺✳ ❒✳ ❒îðñ✱ Òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû òåîðèè ôóêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî✴ ïîä✳

ðåä✳ ❒àðêóøåâè÷ ➚✳➮✳ ✲ ❒✱ ✶✾✺✶✳
✻✳ Ô✳ Õàðàðè✱ Òåîðèÿ ãðàôîâ✳ ✲ ❒✳✿❮àóêà✱ ✶✾✼✸✳

■✳➚✳ Þð÷óê

❮àö✐îíàëüíèé àâ✐àö✐éíèé óí✐âåñèòåò✱ ✃è➝â✱ Óêðà➝íà✳

❊✲♠❛✐❧✿ ✐②✉r❝❤❅✉❦r✳♥❡t

■r②♥❛ ■✉r❝❤✉❦

❖♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❢ ♣s❡✉❞♦✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞

♦♥ k−❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝❧♦s❡❞ ❞♦♠❛✐♥

▲❡t f : D → R ❜❡ ❛ ♣s❡✉❞♦✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ k−❝♦♥♥❡❝t❡❞

♦r✐❡♥t❡❞ ❝❧♦s❡❞ ❞♦♠❛✐♥ D ⊂ C ✇❤♦s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝❧♦s❡❞ ❏♦r❞❛♥ ❝✉r✈❡s

γ0✱ γ1✱ . . .✱ γk✱ 0 ≤ k < ∞✳ ❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦✐♥❝✐❞❡s

✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❛t

✐♥t❡r✐♦r ❛♥❞ ♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❞♦♠❛✐♥✳

■♥ ❬✹❪ ❛✉t❤♦rs r❡s❡❛r❝❤❡❞ ❛ ❝❛s❡ ♦❢ k = 0✿ ❢♦r s✉❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧

✐♥✈❛r✐❛♥t ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞✱ ✐ts ♠❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧

❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ t②♣❡ ♦❢ ❣r❛♣❤s ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t

❛r❡ ♣r♦✈❡❞✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❢♦r ❝❛s❡ k > 0 t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t G(f) ♦❢ ♣s❡✉❞♦✲

❤❛r♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❘❡❡❜ ❣r❛♣❤s ♦❢ r❡str✐❝t✐♦♥

♦❢ f ♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ D ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s✉❝❤ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❞ s❡♠✐r❡❣✉❧❛r

❧❡✈❡❧s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛
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■✳➚✳ Þð÷óê

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ G(f)✱ ✐t✬s ❛ ♠✐①❡❞ ♣s❡✉❞♦❣r❛♣❤ ✭❣r❛♣❤ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡❞❣❡s ❛♥❞

❧♦♦♣s✮ ✇✐t❤ str✐❝t ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ♦♥ ✈❡rt✐❝❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ✈❛❧✉❡s ♦❢ f ✳ ❚❤❡r❡

❛r❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❝②❝❧❡s ✐♥ G(f)✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ C✲❝②❝❧❡ ✭❛ s✐♠♣❧❡ ❝②❝❧❡ ✇❤♦s❡ ❛♥②

♣❛✐r ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✮ ❛♥❞ L✲❝②❝❧❡ ✭❛ s✐♠♣❧❡ ❝②❝❧❡ ✇❤♦s❡ ❛♥②

♣❛✐r ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ♥♦♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✮✳ ❚❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t str✉❝t✉r❡

❛♥❞ ❛ ❢❛❝t t❤❛t ❛ q✉❛♥t✐t② ♦❢ C✲❝②❝❧❡s ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐s s❛♠❡ ❛s ❛

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝✉r✈❡s ♦❢ k✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝❧♦s❡❞ ♦r✐❡♥t❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ❛r❡ ♣r♦✈❡❞✳

❑❡②✇♦r❞s✳ Ps❡✉❞♦✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ k−❝♦♥♥❡❝t❡❞

❞♦♠❛✐♥


