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Òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû ñëîåíèÿ íà ýêâèïî✲
òåíöèàëüíûå êðèâûå ôóíêöèè ➹ðèíà ìíîæåñòâà
➷þëèà

➮ãîðü Þðüåâè÷ ➶ëàñåíêî

➚ííîòàöèÿ ➶ ãîëîìîðôíîé äèíàìèêå ñëîåíèå íà ýêâèïîòåíöèàëüíûå

êðèâûå ôóíêöèè ➹ðèíà ìíîæåñòâà ➷þëèà êàê àíàëèòè÷åñêèé èíâàðèàíò

èçâåñòíî äàâíî✳ ❰äíàêî òîò ôàêò✱ ÷òî â îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ñóïåðïðè✲

òÿãèâàþùåãî öèêëà ýòî ñëîåíèå ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî àíàëèòè÷åñêèì✱ íî è

òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì✱ áûë ðàíåå íåèçâåñòåí✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà ãîëîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ✱ âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ✱

êëàññû òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè✱ áëóæäàþùåå ìíîæåñòâî✱ ìíîæåñòâî

Ôàòó

Ó➘✃ ✺✶✼

➶ñòóïëåíèå✳

➹îëîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü îäíèì èç ñà✲

ìûõ èçó÷åííûõ êëàññîâ íåîáðàòèìûõ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé✳ ❮å áóäåì

çäåñü äàâàòü îáçîð áàçîâûõ ïîíÿòèé è îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ýòîé òåîðèè✱

îãðàíè÷èâøèñü îòñûëêîé ê ïîïóëÿðíûì ó÷åáíèêàì ïî ãîëîìîðôíîé äèíà✲

ìèêå ✭ñì✳ íàïðèìåð✱ ❬✶❪✮✳

Ñïåöèôèêà ýòîé òåîðèè â òîì✱ ÷òî îíà ïîñòðîåíà íà àíàëèòè÷åñêèõ èíâà✲

ðèàíòàõ ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé✱ òàêèõ✱ êàê ìíîæåñòâà Ôàòó è ➷þëèà✱

à íå òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòàõ ✭õîòÿ òî æå ðàçáèåíèå íà ìíîæåñòâà Ôàòó

è ➷þëèà ÿâëÿåòñÿ è òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ãîëîìîðôíûõ îòîáðà✲

æåíèé✮✳ ❰äíàêî â öåëîì òåîðèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ ãîëîìîðôíûõ

îòîáðàæåíèé íå ðàçâèòà✳
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➮✳Þ✳ ➶ëàñåíêî

Ïîýòîìó ïðèìåíåíèå ê ãîëîìîðôíûì îòîáðàæåíèÿì òîïîëîãè÷åñêîé òåî✲

ðèè äèíàìèêè âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé✱ ïîñòðîåííîé â ❬✷❪✱ ïîçâîëÿåò ïîëó✲

÷èòü íîâûå ðåçóëüòàòû✱ îòíîñÿùèåñÿ ê✱ êàçàëîñü áû✱ äàâíî è õîðîøî èçó÷åí✲

íûì îòîáðàæåíèÿì✳ ➶ îñíîâíîì✱ ýòî âîïðîñû✱ ñâÿçàííûå ñ òîïîëîãè÷åñêèìè

èíâàðèàíòàìè ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé✱ ò✳ å✳ êàêèå ñâîéñòâà ýòèõ îòîáðà✲

æåíèé ñîõðàíÿòñÿ ïðè íåïðåðûâíûõ çàìåíàõ êîîðäèíàò íà ìíîãîîáðàçèè✱

è âîïðîñû î ïðèíàäëåæíîñòè âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé ê êëàññó ãîëîìîðô✲

íîïîäîáíûõ îòîáðàæåíèé✱ ò✳å✳ âîçìîæíî ëè✱ ÷òî äëÿ äàííîãî âíóòðåííåãî

îòîáðàæåíèÿ íàéäåòñÿ çàìåíà êîîðäèíàò ✭ãîìåîìîðôèçì✮ òàêîé✱ ÷òî ïîëó✲

÷åííîå ñîïðÿæåííîå îòîáðàæåíèå ✭îïðåäåëåíèå ñì✳ ❬✸❪✮ áóäåò ãîëîìîðôíûì✳

Ïðèâåäåì çäåñü îäèí òàêîé íîâûé ðåçóëüòàò✱ îòíîñÿøèéñÿ ê òîïîëîãè÷å✲

ñêîé èíâàðèàíòíîñòè ñëîåíèÿ íà ýêâèïîòåíöèàëüíûå êðèâûå ôóíêöèè ➹ðè✲

íà ìíîæåñòâà ➷þëèà ✭åùå èñïîëüçóåòñÿ íàçâàíèå êàíîíè÷åñêèé ïîòåíöèàë✱

à â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí ❉♦✉❛❞②✲❍✉❜❜❛r❞

♣♦t❡♥t✐❛❧✮✱ ïîëó÷åííûé ïðèìåíåíèåì òåîðèè èç ❬✷❪ ê èçâåñòíûì ðåçóëüòàòàì

ãîëîìîðôíîé äèíàìèêè✳

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ✳

➶ ❬✷❪ áûëî óñòàíîâëåíî✱ ÷òî äëÿ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé ñóùåñòâóåò

ìíîãî òîïîëîãè÷åñêè ðàçëè÷íûõ òèïîâ ìíîæåñòâ✱ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæå✲

ñòâàì áëóæäàþùèõ òî÷åê ãîìåîìîðôèçìîâ â êëàññè÷åñêîì îïðåäåëåíèè✳

Øèðîêîé òðàåêòîðèåé Of (x) òî÷êè x íàçîâåì ìíîæåñòâî

∪m,n≥0f
−m (fn ((x)))✳ ❮åéòðàëüíûì ñå÷åíèåì òî÷êè x íàçîâåì ìíîæå✲

ñòâî {f−n (fn(x)) | n ≥ 0}✳ ❰áîçíà÷èì åãî ÷åðåç O⊥
f (x)✳ Òàê êàê f ✖

êîíå÷íîêðàòíûé ýïèìîðôèçì✱ òî åñòåñòâåííî ýòè ìíîæåñòâà âîñïðèíèìàòü

êàê íàáîðû èç îòäåëüíûõ òî÷åê✳

❰ïðåäåëåíèå ✶ Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ áëóæäàþùåé òî÷êîé f ✱ åñëè íàé✲

äåòñÿ òàêàÿ åå îêðåñòíîñòü U ✱ ÷òî fm(U)∩U = ∅ äëÿ âñåõ m ∈ Z✳ ➮íà÷å

òî÷êà íàçûâàåòñÿ íåáëóæäàþùåé✳

❰áùèå îïðåäåëåíèÿ ñóïåðáëóæäàþùèõ è ðàâíîìåðíî ñóïåðáëóæäàþùèõ

òî÷åê äàíû â ❬✷❪✳ ➘ëÿ êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ äàäèì çäåñü óïðîùåííîå îïðåäå✲

ëåíèå✱ èñïîëüçóÿ òîò ôàêò✱ ÷òî â ïîñòðîåííûõ ïðèìåðàõ áëóæäàþùåå ìíî✲

æåñòâî äâóñâÿçíî è ãîìåîìîðôíî öèëèíäðó✱ à ñóæåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ

îòîáðàæåíèé íà ýòîò öèëèíäð ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ãîìåîìîðôèçìîì✳

❰ïðåäåëåíèå ✷ Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíî áëóæäàþùåé òî÷êîé f ✱

åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ åå ñâÿçíàÿ îêðåñòíîñòü U ✱ ÷òî ∀n ≥ 0 îòêðûòîå
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Òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû ñëîåíèÿ ôóíêöèè ➹ðèíà ✾

ìíîæåñòâî f−n(fn(U)) ðàñïàäàåòñÿ íà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè òàêèì îá✲

ðàçîì✱ ÷òî ñóæåíèå f íà êàæäóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ ãîìåî✲

ìîðôèçìîì è êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäíî

òî÷êó èç ìíîæåñòâà {f−n (fn(x))}✳ ➮íà÷å òî÷êà íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíî

íåáëóæäàþùåé✳

❰ïðåäåëåíèå ✸ Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ñóïåðáëóæäàþùåé òî÷êîé f ✱ åñëè

îíà áëóæäàþùàÿ è íåéòðàëüíî áëóæäàþùàÿ✳

Òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû â ìíîæåñòâå Ôàòó✳

➮ñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû èç ❬✷❪✱ è èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû èç

ãîëîìîðôíîé äèíàìèêè✱ â ìíîæåñòâå Ôàòó ìîæíî âûäåëèòü äîïîëíèòåëü✲

íûå òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû✳

Ïóñòü àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f èìååò ïðèòÿãèâàþùóþ êðèòè÷åñêóþ

✭â òåðìèíîëîãèè ãîëîìîðôíîé äèíàìèêè ✖ ñóïåðïðèòÿãèâàþùóþ✮ òî÷êó✳

➶ñåãäà ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîé ëîêàëüíûé óíèôîðìèçóþùèé ïàðàìåòð z✱

÷òî z = 0 áóäåò ñóïåðïðèòÿãèâàþùåé íåïîäâèæíîé òî÷êîé ôóíêöèè f(z)✳

Òîãäà f(z) èìååò âèä

f(z) = anz
n + an+1z

n+1 + . . . , (1)

ãäå n ≥ 2✳

Òåîðåìà ✶ ✭òåîðåìà ➪➻õòåðà✮ Ïóñòü ôóíêöèÿ f èìååò âèä ✭✶✮✳ Òîãäà

ñóùåñòâóåò òàêàÿ ëîêàëüíàÿ ãîëîìîðôíàÿ çàìåíà êîîðäèíàò w = φ(z)✱

÷òî φ(0) = 0✱ è îòíîñèòåëüíî ýòîé çàìåíû f ñîïðÿæåíà îòîáðàæåíèþ

w 7→ wn âñþäó â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ✳ ➪îëåå òîãî✱ φ åäèíñòâåí✲

íà ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà íåêîòîðûé êîðåíü ñòåïåíè (n − 1) èç

åäèíèöû✳

❰òîáðàæåíèÿ w 7→ wn✱ êàê ïîêàçàíî â ❬✷❪✱ îáëàäàåò âåñüìà ñïåöèàëüíîé

ñòðóêòóðîé áëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà✳ ➘ëÿ ýòèõ îòîáðàæåíèé Ĉ ðàñïàäà✲

åòñÿ íà áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ òî÷êè 0 ✭â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ìíîæåñòâî

òî÷åê ñ ρ < 1✮✱ áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ òî÷êè ∞ ✭â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

ìíîæåñòâî òî÷åê ñ ρ > 1✮ è îòòàëêèâàþùóþ íåáëóæäàþùóþ îêðóæíîñòü ñ

ρ = 1✱ ✃àæäûé èç áàññåéíîâ ïðèòÿæåíèÿ ñîñòîèò èç îñîáîé íåïîäâèæíîé

ïðèòÿãèâàþùåé òî÷êè è íåéòðàëüíî íåáëóæäàþùèõ✶ áëóæäàþùèõ✷ òî÷åê â

ñìûñëå îïðåäåëåíèé èç ❬✷❪ òàêèõ✱ ÷òî ñëîåíèå íà îêðóæíîñòè {ϕ = const} â

✶ ❰ïðåäåëåíèå ✷✳
✷ ❰ïðåäåëåíèå ✸✳
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➮✳Þ✳ ➶ëàñåíêî

êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàòàõ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì✿ äëÿ ëþ✲

áîé áëóæäàþùåé òî÷êè áàññåéíà ïðèòÿæåíèÿ åå íåéòðàëüíîå ñå÷åíèå âñþäó

ïëîòíî íà ñîäåðæàùåé ýòó òî÷êó îêðóæíîñòè✳

✃àê ñëåäñòâèå èç ýòîãî ôàêòà è èç òåîðåìû ➪➻õòåðà✱ ïîëó÷èì ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå✳

Òåîðåìà ✷ Ïóñòü ôóíêöèÿ f èìååò âèä ✭✶✮✳ Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñò✲

íîñòè íóëÿ f îáëàäàåò òîïîëîãè÷åñêè èíâàðèàíòíûì ñëîåíèåì íà ãî✲

ìåîìîðôíûå îêðóæíîñòÿì çàìûêàíèÿ íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé òî÷åê ýòîé

îêðåñòíîñòè✳

Ýòî ñëîåíèå ìîæíî ïðîäîëæèòü íà âñþ îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ ñóïåðïðèòÿ✲

ãèâàþùåé òî÷êè✱ õîòÿ✱ âîçìîæíî✱ ñëîè óæå íå áóäóò ãîìåîìîðôíû îêðóæ✲

íîñòÿì✱ òàê êàê✱ åñëè â îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ åñòü áëóæäàþùèå òî÷êè âåòâëå✲

íèÿ✱ òî â òàêèõ òî÷êàõ ïðîîáðàç îêðóæíîñòè ïðåâðàùàåòñÿ â áóêåò îêðóæ✲

íîñòåé✳ ➬àìåòèì✱ ÷òî êàê àíàëèòè÷åñêèé èíâàðèàíò îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ

ñóïåðïðèòÿãèâàþùåé òî÷êè ýòî ñëîåíèå â ãîëîìîðôíîé äèíàìèêå äàâíî èç✲

âåñòíî✿ ýòî ñëîåíèå íà ýêâèïîòåíöèàëüíûå êðèâûå ôóíêöèè ➹ðèíà ìíîæå✲

ñòâà ➷þëèà✳

❰äíàêî òîò ôàêò✱ ÷òî ýòî ñëîåíèå ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî àíàëèòè÷åñêèì✱ íî

è òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì✱ áûë ðàíåå íåèçâåñòåí✳

Ïðè ýòîì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ñëîåíèå íà ýêâèïîòåíöèàëüíûå

êðèâûå ôóíêöèè ➹ðèíà ìíîæåñòâà ➷þëèà ÿâëÿåòñÿ òîëüêî íà áàññåéíàõ

ïðèòÿæåíèÿ ñóïåðïðèòÿãèâàþùèõ òî÷åê✳

Ðàññìîòðèì áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêè ïðèòÿãèâàþùåãî öèêëà✳

Òàê êàê ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ èçîëèðîâàíî✱ ó ãåîìåòðè÷å✲

ñêè ïðèòÿãèâàþùåãî öèêëà ìîæíî íàéòè îêðåñòíîñòü â åãî áàññåéíå ïðè✲

òÿæåíèÿ✱ íå ñîäåðæàùóþ îñîáûõ òî÷åê è òàêóþ✱ ÷òî ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ

íà ýòó îêðåñòíîñòü áóäåò ãîìåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç✳ Òîãäà ïðèòÿãè✲

âàþùèåñÿ ê öèêëó òî÷êè ýòîé îêðåñòíîñòè ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿþòñÿ ñó✲

ïåðáëóæäàþùèìè✱ è✱ êàê ñëåäñòâèå✱ â áàññåéíå ïðèòÿæåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêè

ïðèòÿãèâàþùåé òî÷êè ïðèòÿãèâàþùèåñÿ ê íåé òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ñóïåðáëóæ✲

äàþùèìè✳ Ïîýòîìó íà áàññåéíàõ ïðèòÿæåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêè ïðèòÿãèâàþ✲

ùèõ òî÷åê ñëîåíèå íà ýêâèïîòåíöèàëüíûå êðèâûå ôóíêöèè ➹ðèíà ìíîæå✲

ñòâà ➷þëèà íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè âûäåëåííûì ñëîåíèåì è íå ñîõðà✲

íÿåòñÿ ïðè ñîïðÿæåíèè ãîìåîìîðôèçìîì✳

✃àê ñëåäñòâèå✱ ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå✳

Òåîðåìà ✸ Ñëîåíèå íà ýêâèïîòåíöèàëüíûå êðèâûå ôóíêöèè ➹ðèíà ìíî✲

æåñòâà ➷þëèà ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ãîëîìîðôíîãî
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Òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû ñëîåíèÿ ôóíêöèè ➹ðèíà ✶✶

îòîáðàæåíèÿ✱ ïðè ÷åì òîëüêî íà áàññåéíàõ ïðèòÿæåíèÿ ñóïåðïðèòÿãè✲

âàþùèõ òî÷åê✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ▼✐❧♥♦r✱ ❏✿ ❉②♥❛♠✐❝s ✐♥ ♦♥❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■♥tr♦❞✉❝t♦r② ❧❡❝t✉r❡s✳ ❋r✐❡❞r✳ ❱✐❡✇❡❣ ✫
❙♦❤♥✱ ❇r❛✉♥s❝❤✇❡✐❣✱ ✶✾✾✾✳ ✈✐✐✐✰✷✺✼ ♣♣✳

✷✳ ➶ëàñåíêî ➮✳ Þ✳✿ ➶íóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ✿ òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû è èõ ïðèëî✲
æåíèÿ✳ Ïðàö✐ ■íñòèòóòó ìàòåìàòèêè ❮➚❮ Óêðà➝íè✳ ❒àòåìàòèêà òà ➝➝ çàñòîñóâàííÿ✳
Òîì ✶✵✶✳ ➮íñòèòóò ìàòåìàòèêè ❮➚❮ Óêðàèíû✳ ✃èåâ✱ ✷✵✶✹✱ ✷✷✺ ñòð✳

✸✳ ✃óçàêîíü✱ ➶✳ ❒✳✱ ✃èðè÷åíêî✱ ➶✳ Ô✳✱ Ïðèøëÿê✱ ❰✳ ❰✳✿ ➹ëàäê✐ ìíîãîâèäè✿ ãåîìåòðè÷í✐
òà òîïîëîã✐÷í✐ àñïåêòè✳ Ïðàö✐ ■íñòèòóòó ìàòåìàòèêè ❮➚❮ Óêðà➝íè✳ ❒àòåìàòèêà òà
➝➝ çàñòîñóâàííÿ✳ Òîì ✾✼✱ ➮íñòèòóò ìàòåìàòèêè ❮➚❮ Óêðàèíû✱ ✃èåâ✱ ✷✵✶✸✱ ✺✵✵ ❝òð✳

✹✳ Ñòîèëîâ✱ Ñ✳✿ ❰ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðèíöèïàõ òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé✳ ❒✳✱ ❒èð✳
✶✾✻✹✱ ✷✷✽ ❝òð✳

✺✳ Òðîõèì÷óê✱ Þ✳ Þ✳✿ ➘èôôåðåíöèðîâàíèå✱ âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ è êðèòåðèè àíà✲
ëèòè÷íîñòè✳ ➮íñòèòóò ìàòåìàòèêè ❮➚❮ Óêðàèíû✳ ✃èåâ✱ ✷✵✵✽✱ ✺✸✽ ❝òð✳

➮ãîðü Þðüåâè÷ ➶ëàñåíêî

➮íñòèòóò ìàòåìàòèêè ❮➚❮Ó✱ ✃èåâ✱ Óêðàèíà

❊✲♠❛✐❧✿ ✈❧❛s❡♥❦♦❅✐♠❛t❤✳❦✐❡✈✳✉❛

■❣♦r ❨✉✳ ❱❧❛s❡♥❦♦

❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦❢ ❡q✉✐♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦❧✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●r❡❡♥✬s

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❏✉❧✐❛ s❡t

■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❡q✉✐♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦❧✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❏✉❧✐❛ s❡t ✭❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❡q✉✐♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦❧✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❉♦✉❛❞②✲❍✉❜❜❛r❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧

♦❢ t❤❡ ❏✉❧✐❛ s❡t✮ ✐s ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ ♠❛♣s✱ ❜✉t

♦♥❧② ✐♥ s✉♣❡r❛ttr❛❝t✐♥❣ ❜❛s✐♥s✳


