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Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ôóíêöèé ❒îð✲
ñà ðîäà 1 íà S

3

➚✳ ➶✳ Ñåðãåþê

➚ííîòàöèÿ ➶ äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î òîïîëîãè÷åñêîé

êëàññèôèêàöèÿ ôóíêöèé ❒îðñà íà òðåõìåðíîé ñôåðå✱ âñå êðèòè÷åñêèå

òî÷êè êîòîðîé ëåæàò íà ðàçíûõ ïîâåðõíîñòÿõ óðîâíÿ✳ ✃ëàññèôèêàöèÿ ïðî✲

èçâîäèòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê ãðóïïå ❉✐✛0(S
3)×❉✐✛0(R) ✕ ãðóïïå ñîõðàíÿþùèõ

îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîâ îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ è çíà÷åíèé✳ ❰ïè✲

ñàíû ñîîòâåòñòâóþùèå îðèåíòèðîâàíûå ãðàôû ✭ãðàôû ✃ðîíðîäà✲Ðèáà✮✳

Ïîêàçàíî✱ ÷òî äëÿ ôóíêöèé✱ êîìïîíåíòû ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ êîòîðûõ íå

ñëîæíåå òîðà✱ îíè ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè èíâàðèàíòàìè✳ ➪îëåå òîãî✱ êàæäûé

òàêîé ãðàô ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí ôóíêöèåé ðîäà ✶✱ ïîýòîìó äëÿ áîëåå

ñëîæíûõ ôóíêöèé íà ñôåðå ýòè îðèåíòèðîâàíûå ãðàôû óæå íå ðàçëè÷àþò

èõ òîïîëîãè÷åñêèé òèï✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà ôóíêöèÿ ❒îðñà · òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ · òðåõ✲

ìåðíàÿ ñôåðà

Ó➘✃ ✺✶✼✳✾✶

✶ ➶âåäåíèå

➬àäà÷à î òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ôóíêöèé ❒îðñà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ

îáùåé çàäà÷è î êëàññèôèêàöèè äèôôåðåíöèðóåìûõ îòîáðàæåíèé ìåæäó

ìíîãîîáðàçèÿìè✳ ❰áùåå îïðåäåëåíèå✱ ñôîðìóëèðîâàíîå Ð✳ Òîìîì✱ çâó÷èò

òàê✿ äâà îòîáðàæåíèÿ f, g ∈ Ck(M,N) íàçûâàþòñÿ äèôôåðåíöèðóåìî✲
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ýêâèâàëåíòíûìè åñëè ñóùåñòâóþò Ck✲äèôôåîìîðôèçìû h : M → M è

k : N → N òàêèå ÷òî f ◦ h = k ◦ g✱ 0 ≤ k ≤ ∞✳ ➚íàëîãè÷íûì îáðàçîì

ýòó çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê çàäà÷ó îá îïèñàíèè îðáèò åñòåñòâåí✲

íîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû ❐è ❉✐✛k(M) × ❉✐✛k(N) íà ìíîãîîáðàçèè Ck(M,N)✳

➶ ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà âåùåñòâåííûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé C∞(M,R) èìååòñÿ

åãî ñòðàòèôèêàöèÿ✱ ïðåäëîæåííàÿ è îïèñàííàÿ ➷✳Ñåðôîì ❬✻❪✳ Ñòðàòîì F0

êîðàçìåðíîñòè 0 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ñ íåâûðîæäåíûìè êðèòè✲

÷åñêèìè òî÷êàìè ✭ôóíêöèè ❒îðñà✮✱ ïðè÷åì íèêàêèå äâå êðèòè÷åñêèå òî÷êè

íå ëåæàò íà îäíîì óðîâíå✳ Ýòîò ñòðàò èìååò ìíîãî çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ✱

ñì✳ ❬✶✻❪✳ Ôóíêöèè èç ýòîãî ñòðàòà ìû áóäåì íàçûâàòü ✧ôóíêöèÿìè îáùåãî

ïîëîæåíèÿ✧✳ ➴ñòåñòâåííî íà÷èíàòü èçó÷àòü òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêà✲

öèþ èìåííî ñ íèõ✱ çàäàííûõ íà êîíêðåòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ✱ ïðè÷åì èíîãäà✱

â çàâèñèìîñòè îò çàäàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ✱ ðàçóìíûì ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷è✲

âàòü ãðóïïó ❉✐✛k(M)×❉✐✛k(R) äî ãðóïïû ❉✐✛0(M)×❉✐✛0(R) ✕ èçîòîïíûõ

òîæäåñòâó äèôôåîìîðôèçìîâ✳

➶✳➚ðíîëüäîì áûëà èçó÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ôóíêèé îá✲

ùåãî ïîëîæåíèÿ íà îêðóæíîñòè S1 ïðè èçîòîïíûõ òîæäåñòâó äèôôåîìîð✲

ôèçìàõ ❬✶❪✳ Ýòè ôóíêöèè êëàññèôèöèðóþòñÿ êîíå÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíî✲

ñòÿìè ïèëîîáðàçíîãî òèïà✱ íàçâàííûå èì ✧çìåÿìè✧✳ ❰í òàêæå ïîäñ÷èòàë

êîëè÷åñòâî íåýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé ñ çàäàíûì êîëè÷åñòâîì êðèòè÷åñêèõ

òî÷åê✱ âûðàçèâ åãî ÷åðåç êîýôôèöèåíò ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ôóíêöèè t❛♥✳

➶✳Øàðêî èññëåäîâàë âîïðîñ î òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè â ñëó÷àå

ïîâåðõíîñòåé ❬✶✹❪✳ ➮ì áûë ïîëó÷åí ïîëíûé èíâàðèàíò ôóíêöèé äàæå áîëåå

øèðîêîãî êëàññà✳ Ýòèì èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì îðèåí✲

òèðóåìûé ãðàô ✭✧ãðàô ✃ðîíðîäà✲Ðèáà✧✮✳ ➶ äàëüíåéøåì✱ ➚ðíîëüä✱ èñïîëü✲

çóÿ èíâàðèàíò Øàðêî✱ çàíÿëñÿ ïîäñ÷åòîì ÷èñëà íåýêâèâàëåíòíûõ ôóíêèé

îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà äâóìåðíîé ñôåðå ñ çàäàíûì êîëè÷åñòâîì êðèòè÷åñêèõ

òî÷åê✱ ñôîðìóëèðîâàâ ãèïîòåçó î åãî àñèìïòîòè÷åñêîì ðîñòå ❬✷❪✳ Ýòà ãèïîòå✲

çà âñêîðå áûëà äîêàçàíà ❮èêîëàåñêó✱ êîòîðûé òàêæå âûâåë äëÿ ýòîãî ÷èñëà

ðåêêóðåíòíóþ ôîðìóëó ❬✶✵❪✱❬✶✶❪✳ ➶✳➚ðíîëüä ñòàë ðàçâèâàòü ýòè èññëåäîâà✲

íèÿ äëÿ ñëó÷àÿ äâóìåðíîãî òîðà✱ îãðàíè÷èâàÿñü ñïåöèôè÷åñêèìè êëàññàìè

ôóíêöèé✱ òàêæå îí èçó÷àë ñâÿçè ýòîé çàäà÷è ñ âåùåñòâåííîé àëãåáðàè÷å✲

ñêîé ãåîìåòðèåé ❬✹❪✱ ❬✺❪✳ Ñâîéñòâà äåéñòâèÿ ãðóïïû ❉✐✛ íà ïîâåðõíîñòÿõ

èçó÷àëèñü â ðàáîòå ❬✽❪✳



✹✷
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➚✳ ➶✳ Ñåðãåþê

➚✳Ïðèøëÿê èññëåäîâàë îáùèé âîïðîñ î òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè

ôóíêöèé ❒îðñà íà ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè 3 è 4✱ ñâÿçàâ å➻ ñ êëàññèôè✲

êàöèÿìè ñîîòâåòñòâåííî äèàãðàì Õåãîðà è ✃➻ðáè ❬✶✷❪✱ ❬✶✸❪✳

Öåëüþ äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå ýòîãî íàïðàâëåíèÿ íà êîíêðåò✲

íûé ñëó÷àé òðåõìåðíîé ñôåðû S3✳ ➶îïðîñ î ñòðîåíèè ãðàôîâ ôóíêöèé íà

S3 áûë òàêæå ïîñòàâëåí ➚ðíîëüä â åãî ëåêöèÿõ ❬✺❪✳ ❰ãðàíè÷èâàÿñü ôóíêöè✲

ÿìè ❒îðñà✱ ðîä êîìïîíåíò ïîâåðõíîñòåé óðîâíåé êîòîðûõ íå ñëîæíåå òîðà

✭ôóíêöèè ❒îðñà ðîäà ✶✮✱ ìû ïîêàçûâàåì ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé îðèåíòèðî✲

âàíûé ãðàô✱ êàê è â ñëó÷àå ôóíêöèé íà S2✱ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì èíâà✲

ðèàíòîì è îïèñûâàåì âñå òàêèå ãðàôû✳ ➶ìåñòå ñ òåì îêàçûâàåòñÿ✱ ÷òî äëÿ

ôóíêöèé âûñøèõ ðîäîâ îðèåíòèðîâàíûå ãðàôû óæå íå ñïîñîáíû ðàçëè÷èòü

èõ òîïîëîãè÷åñêèé òèï✳

✷ Òîïîëîãèÿ ôóíêöèé îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà S3

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ ❒îðñà f : S3 → R✱ âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè êîòîðîé ëå✲

æàò íà ðàçíûõ óðîâíÿõ✳ Òàêèå ôóíêöèè ìû òàêæå áóäåì íàçûâàòü ôóíêöè✲

ÿìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ✳ ❰áîçíà÷èì ÷åðåç mi êîëè÷åñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê

èíäåêñà i✳ Ïî òåîðåìå ❒îðñà✱

3∑

i=0

(−1)imi = χ(S3) = 0.

❰áîçíà÷èì ÷åðåç n = 2k = m0+m1+m2+m3 êîëè÷åñòâî âñåõ êðèòè÷åñêèõ

òî÷åê ôóíêöèè f ✳ Òîãäà m2 = k −m0 è m3 = k −m1✳

Ïðåäëîæåíèå ✶ ➮ìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà

1 ≤ m0 ≤ k

m0 − 1 ≤ m1 ≤ k − 1,

ïðè÷åì m0 è m1 ìîãóò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ èç ýòîãî äèàïàçîíà✳

➘îêàçàòåëüñòâî Ôóíêöèÿ èìååò íå ìåíåå îäíîãî ìèíèìóìà✱ ïîýòîìó m0 ≥

1✳ Ïðåäïîëîæèì ÷òî m0 > k✳ Òîãäà äîëæíî ñóùåñòâîâàòü êàê ìèíèìóì k

êðèòè÷åñêèõ òî÷åê èíäåêñà 1 ÷òîáû íóëåâîå ÷èñëî ➪åòòè ðàâíÿëîñü íóëþ✱

ïîñêîëüêó â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàçëîæåíèè ñôåðû íà ðó÷êè êàæäîé êðèòè✲

÷åñêîé òî÷êå èíäåêñà 0 ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè✳ ➘ëÿ èõ

ñîåäèíåíèÿ íåîáõîäèìî êàê ìèíèìóì k ðó÷åê èíäåêñà 1✳ ❮î òîãäà îáùåå

êîëè÷åñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê áóäåò ïðåâîñõîäèòü 2k✳ Ïîýòîìó m0 ≤ k è

m1 ≥ m0 − 1✳
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Ðàâåíñòâà m0 = k✱ m1 = m0 − 1 è m1 = k − 1 âîçìîæíû✱ ïîñêîëüêó

òîãäà â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàçëîæåíèè íà ðó÷êè áóäóò ñóùåñòâîâàòü k − 1

ðó÷åê èíäåêñà 1✱ óìåíüøàþùèõ êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè äî åäèíè✲

öû✱ âðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èòñÿ òðåõìåðíûé äèñê✱ è òàêæå áóäåò îäíà ðó÷êà

èíäåêñà 3✱ çàêëåèâàþùàÿ ýòîò äèñê äî òðåõìåðíîé ñôåðû ✕ îíà ñîîòâåòñòâó✲

åò åäèíñòâåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå èíäåêñà 3✳

❮åðàâåíñòâî m1 ≤ k− 1 ñëåäóåò èç òîãî ÷òî m3 = k−m1 ≥ 1✱ ïîñêîëüêó

ôóíêöèÿ èìååò íå ìåíåå îäíîãî ìàêñèìóìà✳ Ïóñòü òåïåðü m0 = l✱ 1 ≤ l ≤ k è

m1 = p✱ l− 1 ≤ p ≤ k− 1 ✕ ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ èç äèàïàçîíà íåðàâåíñòâ✳

Òîãäà m2 = k − l è m3 = k − p✳

Ïîêàæåì✱ ÷òî ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå òðåõìåðíîé ñôåðû íà ðó÷êè✱ êî✲

ëè÷åñòâî êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ýòèì çíà÷åíèÿì✳ Òåì ñàìûì áóäåò äîêà✲

çàíî ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè ❒îðñà íà òðåõìåðíîé ñôåðå ñ òàêèì ÷èñëîì

êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ñîîòâåòñòâóþùèõ èíäåêñîâ✳ ❒û èìååì l ðó÷åê èíäåê✲

ñà 0✳ Ñîåäèíèì èõ ìåæäó ñîáîé ñ ïîìîùüþ l − 1 ðó÷åê èíäåêñà 1✳ Ïîëó✲

÷èì òðåõìåðíûé äèñê✳ ❰ñòàëüíûå p − l + 1 ðó÷åê èíäåêñà 1 ïðèêëååì ê

íåìó✱ ïîëó÷èâ òåì ñàìûì êðåíäåëü ðîäà p − l + 1✳ ➬àìåòèì✱ ÷òî äî ñèõ

ïîð âñå ïðèêëåéêè îñóùåñòâëÿëèñü åäèíñòâåííî âîçìîæíûì✱ ñ òî÷íîñòüþ

äî èçîòîïèè✱ îáðàçîì✳ Òåïåðü ìû ìîæåì ïðèêëåèòü ê íàøåìó êðåíäåëþ

p − l + 1 ðó÷åê èíäåêñà 2 òàêèì îáðàçîì✱ ÷òîáû ïîëó÷èòü îïÿòü òðåõìåð✲

íûé äèñê✳ Ñäåëàòü ýòî ìîæíî✱ íàïðèìåð✱ ïðèêëåèâàÿ âäîëü ñòàíäàðòíîé

ñèñòåìû íåðàçáèâàþùèõ ïîâåðõíîñòü êðåíäåëÿ ñèñòåìû êðèâûõ✳ Ïðèêëååì

îñòàëüíûå k− l− (p− l+1) = k−p−1 ðó÷åê èíäåêñà 2 íå íàðóøàÿ îðèåíòè✲

ðóåìîñòü✳ Ïîëó÷èì ñôåðó S3 ñ âûðåçàíûìè èç íå➻ òðåõìåðíûìè äèñêàìè â

êîëè÷åñòâå k− p øòóê✳ ➬àêëåèì èõ âñåìè ðó÷êàìè èíäåêñà 3 â ñîîòâåòñòâó✲

þùåì êîëè÷åñòâå✳ Ïîëó÷èì ñôåðó S3✳

➘àëåå ìû óñòàíîâèì ñâîéñòâî ✧íåçàóçëåííîñòè✧ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ

ôóíêöèé îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà S3✳ Ïîä ✧êðåíäåëåì✧ìû áóäåì ïîíèìàòü ëþ✲

áîå ✸✲ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå✱ îáðàçîâàíîå ïðèêëåéêîé ê òðåõìåðíîìó äèñêó

ðó÷åê èíäåêñà 1✳ ➚íàëîãè÷íî✱ êðåíäåëü ✕ ýòî ðåãóëÿðíàÿ îêðåñòíîñòü ëþ✲

áîãî êîíå÷íîãî îäíîìåðíîãî êîìïëåêñà â S3✳

❰ïðåäåëåíèå ✶ ✃îíå÷íûé îäíîìåðíûé êîìïëåêñ ✭ãðàô✮ K â S3 íàçûâà✲

åòñÿ íåçàóçëåííûì åñëè â S3 ñóùåñòâóåò âëîæåííàÿ äâóìåðíàÿ ñôåðà S2

òàêàÿ✱ ÷òî K ⊂ S2✳

➬àìêíóòàÿ îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü✱ âëîæåííàÿ â S3✱ ðàçáèâàåò å➻ íà

äâå êîìïîíåíòû✳ ➬àìûêàíèå ïî êðàéíåé ìåðå îäíîé èç êîìïîíåíò âñåãäà
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➚✳ ➶✳ Ñåðãåþê

ÿâëÿåòñÿ êðåíäåëåì✳ ➪óäåì íàçûâàòü åãî êðåíäåëåì✱ îãðàíè÷åííûì äàííîé

ïîâåðõíîñòüþ✳ ❰ñòîâîì êðåíäåëÿ áóäåì íàçûâàòü áóêåò îêðóæíîñòåé â S3✱

ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòüþ êîòîðîãî îí ÿâëÿåòñÿ✳

❰ïðåäåëåíèå ✷ ➬àìêíóòàÿ îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü✱ âëîæåííàÿ â

S3✱ íàçûâàåòñÿ íåçàóçëåííîé åñëè îñòîâ êðåíäåëÿ êîòîðûé îíà îãðàíè÷è✲

âàåò ÿâëÿåòñÿ íåçàóçëåííûì✳

Ïðåäëîæåíèå ✷ ➶ñÿêàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ ôóíêöèè îáùåãî

ïîëîæåíèÿ íà òðåõìåðíîé ñôåðå ÿâëÿåòñÿ íåçàóçëåííîé✳

➘îêàçàòåëüñòâî Ïîñòðîèì ïî ôóíêöèè ðàçëîæåíèå òðåõìåðíîé ñôåðû íà

ðó÷êè✳ Ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå âñåõ ðó÷åê èíäåêñà 0 è 1 ✕ ðåãóëÿðíóþ

îêðåñòíîñòü çàìûêàíèÿ èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé ãðàäèåíòà ôóíêöèè f ✱

âûõîäÿùèõ èç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê èíäåêñà 0 è âõîäÿùèõ â êðèòè÷åñêèå òî÷✲

êè èíäåêñà 1✳ Ýòà îêðåñòíîñòü ÿâëÿåòñÿ êðåíäåëåì✳ ➬àìûêàíèå äîïîëíåíèÿ

ê ýòîìó êðåíäåëþ òàêæå ÿâëÿåòñÿ êðåíäåëåì✱ ïîñêîëüêó åãî ìîæíî ïðåä✲

ñòàâèòü êàê àíàëîãè÷íóþ ðåãóëÿðíóþ îêðåñòíîñòü óæå äëÿ ôóíêöèè −f ✳

❰áùèé êðàé ýòèõ êðåíäåëåé òàêèì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ Õåãîðà

F â òðåõìåðíîé ñôåðå✳ Ïî òåîðåìå ➶àëüäõàóçåíà✱ ❬✶✽❪✱ ëþáûå äâà ðàçáèåíèå

Õåãîðà òðåõìåðíîé ñôåðû ïîâåðõíîñòÿìè îäèíàêîâûõ ðîäîâ ýêâèâàëåíòíû✿

ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì òðåõìåðíîé ñôåðû✱ ïåðåâîäÿùèé îäíó ïîâåðõ✲

íîñòü â äðóãóþ✳ Ïðè ýòîì✱ îáðàç îñòîâà ïåðâîé ïîâåðõíîñòè áóäåò✱ î÷åâèäíî✱

îñòîâîì äëÿ âòîðîé✳ Ñóùåñòâóåò ñòàíäàðòíîå ðàçáèåíèå Õåãîðà òðåõìåðíîé

ñôåðû íåçàóçëåííîé ïîâåðõíîñòüþ ëþáîãî ðîäà✳ ➴ñëè áû ïîâåðõíîñòü F áû✲

ëà çàóçëåííîé✱ òî íå ñóùåñòâîâàëî áû äèôôåîìîðôèçìà òðåõìåðíîé ñôåðû✱

êîòîðûé áû ïåðåâåë íåçàóçëåííûé îñòîâ ñòàíäàðòíîé ïîâåðõíîñòè â çàóçëåí✲

íûé îñòîâ ïîâåðõíîñòè F ✱ ïîñêîëüêó äâóìåðíàÿ ñôåðà✱ íà êîòîðîé ëåæèò

ïåðâûé îñòîâ✱ ïåðåéäåò â äâóìåðíóþ ñôåðó✳ Òàêèì îáðàçîì ïîâåðõíîñòü F

ÿâëÿåòñÿ íåçàóçëåííîé✳

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ ðåãóëÿðíóþ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ F̃

ôóíêöèè f ✱ îòëè÷íóþ îò S2✳ ❰íà ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé ÷àñòüþ âñåé ïîâåðõíîñòè

F ✿ F = X#F̃#Y ✱ ñëåäîâàòåëüíî îñòîâ êðåíäåëÿ êîòîðûé îíà îãðàíè÷èâàåò

ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì îñòîâà êðåíäåëÿ êîòîðûé îãðàíè÷èâàåò ïîâåðõíîñòè

F ✳ ➮çâåñòíî ✭❬✶✼❪✮✱ ÷òî åñëè ãðàô íåçàóçëåí✱ òî è âñÿêèé ïîäãðàô òàêæå

íåçàóçëåí✳ ❰òñþäà ñëåäóåò íåçàóçëåííîñòü ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ F̃ ✳
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Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ôóíêöèé ❒îðñà ðîäà 1 íà S
3 ✹✺

✸ Òåîðåìû î ðåàëèçàöèè è êëàññèôèêàöèè

❰ïðåäåëåíèå ✸ ➹ðàôîì ãëàäêîé ôóíêöèè f : X → R íà çàìêíóòîì êîì✲

ïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè X íàçûâåòñÿ ïðîñòðàíñòâî✱ òî÷êàìè êîòîðîãî ÿâ✲

ëÿþòñÿ êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè óðîâíåé ôóíêöèè f ✳

Ýòî ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ãðàôîì✳ ➘åòàëüíåå

îá ýòèõ ãðàôàõ ñì✳ ❬✶✺❪✳ ❮à ãðàôå G ôóíêöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ f ñóùå✲

ñòâóåò êàíîíè÷åñêàÿ îðèåíòàöèÿ✿ a < b✱ a, b ∈ V (G)✱ åñëè f(a) < f(b)✳ Ïóñòü

f : S3 → R ✕ ôóíêöèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ è G ✕ å➻ îðèåíòèðîâàííûé ãðàô✳

➶ ýòîì ñëó÷àå G ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì✳ ✃îíöåâûå âåðøèíû ýòîãî äåðåâà ñîîò✲

âåòñòâóþò ëîêàëüíûì ìèíèìóìàì è ìàêñèìóìàì ôóíêöèè f ✳ ➶íóòðåííûå

âåðøèíû èìåþò âàëåíòíîñòü 2 èëè 3✳

➶åðøèíû âàëåíòíîñòè 3 ñîîòâåòñòâóþò êðèòè÷åñêèì òî÷êàì èíäåêñà 1 è

2✱ ïîñëå ïðîõîæäåíèè êîòîðûõ ÷èñëî êîìïîíåíò óðîâíÿ ôóíêöèè óìåíüøà✲

åòñÿ ëèáî óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó ñîîòâåòñòâåííî✳ ➶ ïåðâîì ñëó÷àå ïðî✲

èñõîäèò ïðèêëåéêà ðó÷êè èíäåêñà 1 ñâîèìè êîíöàìè ê ðàçíûì êîìïîíåíòàì

óðîâíÿ✳ ➶î âòîðîì ñëó÷àå ïðèêëåèâàåòñÿ ðó÷êà èíäåêñà 2 âäîëü ïðîñòîé çà✲

ìêíóòîé êðèâîé✱ îãðàíè÷èâàþùåé äèñê✳ Ó÷èòûâàÿ îðèåíòàöèþ✱ äëÿ ýòèõ

âåðøèí âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè ✕ ëèáî äâà ðåáðà ÿâëÿþòñÿ âõîäÿùèìè à

òðåòüå ✕ èñõîäÿùèì ✭ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà èìååò èíäåêñ 1✮✱

ëèáî íàîáîðîò ✭ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà èìååò èíäåêñ 2✮✳ ×èñ✲

ëî âåðøèí âàëåíòíîñòè 3✱ ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèòè÷åñêèì òî÷êàì èíäåêñà

1✱ ðàâíî m0 − 1✱ à ÷èñëî âåðøèí✱ ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèòè÷åñêèì òî÷êàì

èíäåêñà 2✱ ðàâíî m3 − 1✳

➶åðøèíû âàëåíòíîñòè 2 òàêæå ñîîòâåòñòâóþò êðèòè÷åñêèì òî÷êàìè

èíäåêñà 1 è 2✱ íî ïðè ïðîõîæäåíèè èõ ÷èñëî êîìïîíåíò íå ìåíÿåòñÿ✳ ➶ ýòîì

ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðó÷êà èíäåêñà 1 ïðèêëåèâàåòñÿ îáåèìè êîíöàìè

ê îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè è ðó÷êà èíäåêñà 2 ïðèêëåèâàåòñÿ âäîëü

ïðîñòîé çàìêíóòîé êðèâîé✱ íå îãðàíè÷èâàþùåé äèñê✳ ➶ ýòèõ òî÷êàõ îäíî

ðåáðî ÿâëÿåòñÿ âõîäÿùèì✱ à äðóãîå ✕ èñõîäÿùèì✳ ×èñëî âåðøèí âàëåíòíî✲

ñòè 2✱ ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèòè÷åñêèì òî÷êàì èíäåêñà 1✱ ðàâíî m1 −m0 +1✱

à ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèòè÷åñêèì òî÷êàì èíäåêñà 2 ✕ m2 − m3 + 1✳ ❰áùåå

÷èñëî òàêèõ âåðøèí ÷åòíî✱ ïðè÷åì m1 −m0 + 1 = m2 −m3 + 1✳

Òåîðåìà ✶ Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå äåðåâî✱ èìåþùåå ïîìèìî êîíöåâûõ âåð✲

øèí îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííîå ÷èñëî âåðøèí âàëåíòíîñòè 3 è ÷åòíîå ÷èñëî

âåðøèí âàëåíòíîñòè 2✳ Óïîðÿäî÷èì åãî âåðøèíû òàêèì îáðàçîì✱ ÷òîáû
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➚✳ ➶✳ Ñåðãåþê

÷èñëî âõîäÿùèõ è èñõîäÿùèõ ðåáåð â âåðøèíàõ âàëåíòíîñòè 3 îòëè÷àëîñü

ðîâíî íà åäèíèöó✱ à â âåðøèíàõ âàëåíòíîñòè 2 áûëî îäèíàêîâûì✳ Òîãäà

ëþáîå òàêîå îðèåíòèðîâàíîå äåðåâî ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì íåêîòîðîé ôóíêöèè

îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà S3✳

➘îêàçàòåëüñòâî Ñîïîñòàâèì êîíöåâîé âåðøèíå ñ âõîäÿùèì ðåáðîì ðó÷êó

èíäåêñà 3✱ êîíöåâîé âåðøèíå ñ èñõîäÿùèì ðåáðîì ✕ ðó÷êó èíäåêñà 0✱ âåð✲

øèíå âàëåíòíîñòè 3 ñ äâóìÿ âõîäÿùèìè ðåáðàìè ✕ ðó÷êó èíäåêñà 1✱ âåðøèíå

âàëåíòíîñòè 3 ñ äâóìÿ èñõîäÿùèìè ðåáðàìè ✕ ðó÷êó èíäåêñà 2✳

✃îëè÷åñòâî âåðøèí âàëåíòíîñòè 2 ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì✳ Ðàçîáüåì èõ íà äâå

ðàâíîìîùíûå ÷àñòè✳ Ïðè ýòîì✱ êàæäàÿ âåðøèíà èç ïåðâîé ÷àñòè äîëæíà

áûòü ìåíüøå êàæäîé âåðøèíû èç âòîðîé ÷àñòè✳ Ñîïîñòàâèì òî÷êàì ïåðâîé

÷àñòè ðó÷êè èíäåêñà 1✱ à òî÷êàì âòîðîé ÷àñòè ✕ ðó÷êè èíäåêñà 2✳

Òîãäà ãðàô áóäåò çàäàâàòü ðàçëîæåíèå òðåõìåðíîé ñôåðû íà ðó÷êè ✕

äîñòàòî÷íî ëèøü êîíòðîëèðîâàòü ñïîñîá ïðèêëåéêè ðó÷êè èíäåêñà 2✱ îò✲

âå÷àþùåé âåðøèíå âàëåíòíîñòè 3✱ òàêèì îáðàçîì✱ ÷òîáû â ðåçóëüòàòå ðîä

êîìïîíåíò óðîâíÿ áûë ðàâåí ÷èñëó îñòàâøèõñÿ âåðøèí âàëåòíîñòè 2✱ îòâå✲

÷àþùèõ êðèòè÷åñêèì òî÷êàì èíäåêñà 2✱ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ âåòêàõ äåðåâà✳

Ýòî ðàçëîæåíèå íà ðó÷êè áóäåò çàäàâàòü íåêîòîðóþ ôóíêöèþ îáùåãî ïîëî✲

æåíèÿ íà S3✳

➘ëÿ ôóíêöèé íà çàìêíóòûõ êîìïàêòíûõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ✱ ïî✲

ìèìî òàêîé õàðàêòåðèñòèêè å➻ òîïîëîãè÷åñêîé ñëîæíîñòè êàê ÷èñëî êðèòè✲

÷åñêèõ òî÷åê✱ óäîáíî ââåñòè åùå è ïîíÿòèå ðîäà✳

❰ïðåäåëåíèå ✹ ➪óäåì ãîâîðèòü ÷òî ôóíêöèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà

òðåõìåðíîé ñôåðå èìåò ðîä g åñëè ðîä ëþáîé å➻ ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè

óðîâíÿ íå ïðåâîñõîäèò g✳

➬àìå÷àíèå ✶ ➴ñëè îðèåíòèðîâàíûé ãðàô èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû íå èìå✲

åò âåðøèí âàëåíòíîñòè 2✱ òî îí ðåàëèçóåòüñÿ ëèøü ôóíêöèÿìè ðîäà 0✳

➴ñëè æå îí èìååò ïî êðàéíåé ìåðå 2 âåðøèíû âàëåíòíîñòè 2 òî åãî âñåãäà

ìîæíî ðåàëèçîâàòü ôóíêöèåé ðîäà 1✳

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ ôóíêöèé ðîäà

1 â òåðìèíàõ èõ îðèåíòèðîâàíûõ ãðàôîâ✳ ➪åðÿ âî âíèìàíèå ïðåäûäóùåå

çàìå÷àíèå✱ òîïîëîãè÷åñêèé òèï ôóíêöèé âûñøèõ ðîäîâ ýòè ãðàôû óæå íå

ðàçëè÷àþò✳

➘àäèì îïðåäåëåíèå✳
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❰ïðåäåëåíèå ✺ ➘âå ôóíêöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ f, g : S3 → R áóäåì íà✲

çûâàòü òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè✱ åñëè ñóùåñòâóþò ñîõðàíÿþùèé

îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçì h ∈ ❉✐✛0(S
3) è ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ

äèôôåîìîðôèçì k ∈ ❉✐✛0(R) òàêèå ÷òî f ◦ h = k ◦ g

Òåîðåìà ✷ ➘âå ôóíêöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ f, g : S3 → R ðîäà 1 òîïîëîãè✲

÷åñêè ýêâèâàëåíòû òîãäà è òîëüêî òîãäà✱ êîãäà èõ îðèåíòèðîâàíûå ãðàôû

èçîìîðôíû ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè✳

➘îêàçàòåëüñòâî ❮åîáõîäèìîñòü✳ Ïóñòü ôóíêöèè òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâà✲

ëåíòíû✳ Òîãäà îíè çàäàþò îäèíàêîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ S3 â âèäå êîìïîçèöèè

ýëåìåíòàðíûõ êîáîðäèçìîâ✳ Ïî ýòîìó ðàçëîæåíèþ îäíîçíà÷íî✱ ñ òî÷íîñòüþ

äî èçîìîðôèçìà ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè✱ âîññòàíàâëèâàþòñÿ èõ ãðàôû✳

➘îñòàòî÷íîñòü✳ Ïóñòü ãðàôû èçîìîðôíû ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè✳

Òîãäà îíè çàäàþò îäèíàêîâûå ðàçëîæåíèÿ S3 â êîìïîçèöèþ ýëåìåíòàðíûõ

êîáîðäèçìîâ✳ Ñ ïîìîùüþ äèôôåîìîðôèçìà k ∈ ❉✐✛0(R) ìîæíî äîáèòü✲

ñÿ òîãî ÷òî íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíèöàõ êîáîðäèçìîâ îáîèõ ðàçëîæåíèé

ôóíêöèè ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ✳ Ïîñêîëüêó ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ

ôóíêöèè íà òðåõìåðíîé ñôåðå ÿâëÿþòñÿ íåçàóçëåííûìè è äâîñòîðîííèìè✱

ãðàíèöû ýëåìåíòàðíûõ êîáîðäèçìîâ îäíîãî ðàçëîæåíèÿ ìîæíî èçîòîïèåé

ïåðåâåñòè â ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíèöû ýëåìåíòàðíûõ êîáîðäèçìîâ äðóãîãî

ðàçëîæåíèÿ✳ ➬à òåîðåìîé î ïðîäëåíèè èçîòîïèè✱ ñóùåñòâóåò äèôôåîìîð✲

ôèçì h̃ ∈ ❉■✛0(S
3)✱ ðåàëèçóþùèé ýòó èçîòîïèþ✳

Ðàññìîòðèì ýëåìåíòàðíûé òðåõìåðíûé êîáîðäèçì (∂−W,W, ∂+W ) ⊂ S3✱

ðîä êîìïîíåíò ãðàíèö êîòîðîãî íå ïðåâûøàåò 1✳ Ïóñòü f̃ è g̃ ✕ äâå ôóíê✲

öèè ❒îðñà íà íåì✱ èìåþùèå ðîâíî ïî îäíîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè âíóòðè

íåãî✳ Ïóñòü òàêæå f(∂−W ) = g(∂−W ) = ❝♦♥st1 è f̃(∂+W ) = g̃(∂+W ) =

❝♦♥st2 Ïîêàæåì✱ ÷òî ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì s êîáîðäèçìà W ✱ èçî✲

òîïíûé äîæäåñòâåííîìó è òîæäåñòâåííûé íà åãî ãðàíèöàõ✳ ➘ëÿ ýòîãî äî✲

ñòàòî÷íî ïîêàçàòü ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå êðèòè÷åñêèì òî÷êàì õàðàêòåðè✲

ñòè÷åñêèå äèñêè èçîòîïíû✳ Òàêèõ êîáîðäèçìîâ ñóùåñòâóåò ✽ øòóê✳ ➬à✲

äàäèì èõ✱ óêàçûâàÿ ïàðó (∂−W,∂+W )✿ (∅, S2), (S2, ∅), (S2, S2 ⊔ S2), (S2 ⊔

S2, S2), (S2, T 2), (T 2, S2), (T 2, S2 ⊔ T 2), (S2 ⊔ T 2, T 2)✳ ➶ ïåðâîì ñëó÷àå õàðàê✲

òåðèñòè÷åñêèì äèñêîì ÿâëÿåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅✱ à âî âòîðîì ✕ òðåõ✲

ìåðíûé äèñê D3✳ ❐þáûå äâà òàêèõ äèñêà èçîòîïíû✳ ➶ òðåòüåì ñëó÷àå õà✲

ðàêòåðèñòè÷åñêèì äèñêîì ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûé äèñê D2✱ ïåðåñåêàþùèé S2

âäîëü ïðîñòîé çàìêíóòîé êðèâîé✳ ❐þáûå äâà òàêèõ äèñêà èçîòîïíû✳ ➶ ÷åò✲

âåðòîì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòè÷êèé äèñê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîìåðíûé äèñê

D1✱ ïåðåñåêàþùèé êàæäóþ èç êîìïîíåíò S2 ⊔S2 â îäíîé òî÷êå✳ ❐þáûå äâà
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➚✳ ➶✳ Ñåðãåþê

òàêèõ äèñêà òàêæå èçîòîïíû✳ ➶ ïÿòîì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì äèñêîì

ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûé äèñê D1✱ ïåðåñåêàþùèé ñôåðó S2 â äâóõ òî÷êàõ✳ ❐þ✲

áûå äâà òàêèõ äèñêà òàêæå èçîòîïíû✳ ➶ øåñòîì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì

äèñêîì ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûé äèñê D2✱ ïåðåñåêàþùèé òîð T 2 âäîëü ïðîñòîé

çàìêíóòîé êðèâîé γ✳ Ïóñòü D2×S1 ✕ ïîëíîòîðèé✱ îãðàíè÷åíûé ýòèì òîðîì

è D2×S1∩W = ∅. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé äèñê D2 âëîæåí â äîïîëíåíèè ê ýòî✲

ìó ïîëíîòîðèþ✿ D2 ⊂ (S3 −D2 × S1)✳ ➴äèíñòâåíî âîçìîæíîé✱ ñ òî÷íîñòüþ

äî èçîòîïèè✱ êðèâîé γ ⊂ T 2 ÿâëÿåòñÿ åãî ïàðàëëåëü✱ ïîñêîëüêó ëþáàÿ äðó✲

ãàÿ êðèâàÿ â S3 −D2 × S1 íå îãðàíè÷èâàåò äèñê✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ âñå òàêèå

õàðàêòåðèñòè÷åñêèå äèñêè òàêæå èçîòîïíû✳ ➶ ñåäüìîì ñëó÷àå õàðàêòåðè✲

ñòè÷åñêèì äèñêîì ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûé äèñê D2✱ ïåðåñåêàþùèé ïîâåðõíîñòü

òîðà âäîëü ïðîñòîé çàìêíóòîé êðèâîé✱ ãîìîòîïíîé íóëþ✳ ➶ñå òàêèå êðèâûå

íà òîðå èçîòîïíû✱ ïîýòîìó èçîòîïíû è õàðàêòåðèñòè÷åñêèå äèñêè✳ ➮ íà✲

êîíåö✱ â âîñüìîì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì äèñêîì ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûé

äèñê D1✱ ïåðåñåêàþùèé êàæäóþ èç êîìïîíåíò S2 ⊔ T 2 â îäíîé òî÷êå✳ ➶ñå

òàêèå äèñêè òàêæå èçîòîïíû✳ Ñòîèò îòìåòèòü✱ ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè ýòèõ

âàðèàíòîâ ìû íåÿâíî îïÿòü ïîëüçîâàëèñü óòâåðæäåíèåì î íåçàóçëåííîñòè

ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ✳

Òàêèì îáðàçîì✱ ïîñëå ïðèìåíåíèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ k è h̃ ìû ïðèìåíÿ✲

åì åùå äèôôåîìîðôèçìû òèïà s íà êàæäîì èç ýëåìåíòàðíûõ êîáîðäèçìîâ✳

✃îìïîçèöèÿ h ýòèõ äèôôåîìîðôèçìîâ ÿâëÿåòñÿ èçîòîïíûì òîæäåñòâó äèô✲

ôåîìîðôèçìîì✳ Ïîëó÷àåì✱ ÷òî ôóíêöèè f è g òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû✳

➬àìå÷àíèå ✷ ➹ðàôû ôóíêöèé ðîäà 0 íå èìåþò âåðøèí âàëåíòíîñòè 2✱

ïîýòîìó òîïîëîãè÷åñêèå êëàññû òàêèõ ôóíêöèé íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî✲

îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ òîïîëîãè÷åñêèìè êëàññàìè ôóíêöèé îáùåãî

ïîëîæåíèÿ íà S2✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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