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➶ëàñòèâîñò✐ ïñåâäîãàðìîí✐÷íî➝ ôóíêö✐➝ íà çà✲
ìêíåí✐é îáëàñò✐
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➚íîòàö✐ÿ ❮åõàé f : D → R ✕ ïñåâäîãàðìîí✐÷íà ôóíêö✐ÿ✱ ÿêà çàäàíà íà

k−çâ✬ÿçí✐é îð✐➵íòîâàí✐é çàìêíåí✐é îáëàñò✐ D ⊂ C✱ îáìåæåí✐é æîðäàíîâèìè

êðèâèìè γ0✱ γ1✱ . . .✱ γk✱ 0 ≤ k < ∞✳ ❮àãàäà➵ìî✱ ùî êëàñ ïñåâäîãàðìîí✐÷✲

íèõ ôóíêö✐é ñï✐âïàäà➵ ç êëàñîì íåïåðåðâíèõ ôóíêö✐é òàêèõ✱ ùî ó âíóòð✐ø✲

íîñò✐ îáëàñò✐ ì✐ñòèòüñÿ ñê✐í÷åííå ÷èñëî êðèòè÷íèõ òî÷îê✱ êîæíà ç ÿêèõ ➵

ñ✐äëîâîþ✱ à çâóæåííÿ ôóíêö✐➝ íà ➝➝ ìåæó ìà➵ ñê✐í÷åííå ÷èñëî ëîêàëüíèõ

åêñòðåìóì✐â✳

➶ äàí✐é ñòàòò✐ äîâåäåíî✱ ùî çàìèêàííÿ êîæíî➝ çâ✬ÿçíî➝ êîìïîíåíòè

ñ✐ì✬➝✱ ÿêà ➵ ð✐çíèöåþ îáëàñò✐ D òà òèõ çâ✬ÿçíèõ êîìïîíåíò ë✐í✐é ð✐âíÿ

êðèòè÷íèõ òà íàï✐âðåãóëÿðíèõ çíà÷åíü ôóíêö✐➝ f ✱ ÿê✐ ì✐ñòÿòü êðèòè÷í✐

òà ìåæîâ✐ êðèòè÷í✐ òî÷êè✱ ➵ çàìêíåíîþ îáëàñòþ îäíîãî ç òðüîõ òèï✐â

✭ê✐ëüöå✱ ñìóæêà ÷è ñåêòîð✮✳ Ïåðøèé òèï õàðàêòåðèçó➵òüñÿ òèì✱ ùî ìåæà

îáëàñò✐ ñêëàäà➵òüñÿ ç äâîõ çâ✬ÿçíèõ êîìïîíåíò✱ ÿê✐ íå ìàþòü ñï✐ëüíèõ

òî÷îê ç ìåæîâèìè êðèâèìè γi✱ i = 0, k✱ à âñ✐ ë✐í✐➝ ð✐âíÿ ó ➝➝ âíóòð✐øíîñò✐

ãîìåîìîðôí✐ êîëàì✳ ➘ðóãèé òà òðåò✐é òèïè îáëàñòåé ìàþòü îäíó çâ✬ÿçíó

êîìïîíåíòó ìåæ✐✱ à âñ✐ ë✐í✐➝ ð✐âíÿ ó ➝õ âíóòð✐øíîñò✐ ãîìåîìîðôí✐ â✐äð✐çêàì✳

Ð✐çíèöÿ ì✐æ íèìè ïîëÿãà➵ ó ê✐ëüêîñò✐ äóã✱ ùî íàëåæàòü ìåæîâèì êðèâèì

γi✱ i = 0, k✳ Ó âèïàäêó îáëàñò✐ òèïó ñìóæêà✱ ➝➝ ìåæà ì✐ñòèòü äâ✐ äóãè✱ ùî

íàëåæàòü àáî îäí✐é ✐ ò✐é æå ìåæîâ✐é êðèâ✐é✱ àáî ð✐çíèì✳ ßêùî æ îáëàñòü

òèïó ñåêòîð✱ òî òàêà äóãà îäíà✳ ➚âòîðîì òàêîæ äîâåäåíî ðÿä òâåðäæåíü✱

ÿê✐ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè äîâåäåíí✐ îñíîâíî➝ òåîðåìè✳

✃ëþ÷îâ✐ ñëîâà ïñåâäîãàðìîí✐÷íà ôóíêö✐ÿ✱ k−çâ✬ÿçíà îáëàñòü
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➶ëàñòèâîñò✐ ïñåâäîãàðìîí✐÷íî➝ ôóíêö✐➝ ✺✶

Ó➘✃ ✺✶✺✳✶✼✸✳✷

✶ ➶ñòóï

➘îñë✐äæåííþ ïñåâäîãàðìîí✐÷íèõ ôóíêö✐é ïðèñâÿ÷åí✐ ðîáîòè ➶✳✃àïëàíà ❬✶❪✱

❒✳❒îðñà ❬✺❪✱ Þ✳ Òîê✐ ❬✸❪✱ ➍✳Ïîëóëÿõà ❬✷✱✻❪ òà ✐í✳✱ äå äîâåäåí✐ îñíîâí✐ òîïîëî✲

ã✐÷í✐ õàðàêòåðèñòèêè äàíîãî êëàñó ôóíêö✐é íà äèñêó✱ ïëîùèí✐ òà ïîâåðõí✐✳

➬îêðåìà✱ ó ìîíîãðàô✐➝ ❬✷❪ äîñë✐äæåíî âëàñòèâîñò✐ ïñåâäîãàðìîí✐÷íèõ ôóíê✲

ö✐é íà çàìêíåíîìó äâîâèì✐ðíîìó äèñêó òà äîâåäåíî êðèòåð✐é òîïîëîã✐÷íî➝

åêâ✐âàëåíòíîñò✐ äàíîãî êëàñó ôóíêö✐é✳ Ó ðîáîò✐ ❬✻❪✱ àâòîðîì âèâ÷àþòüñÿ

ïñåâäîãàðìîí✐÷í✐ ôóíêö✐➝ íà ïëîùèí✐ òà äîâåäåíî äîñòàòíþ óìîâó ðåàë✐çà✲

ö✐➝ äåðåâà ÿê ➝õ ìíîæèíè ð✐âíÿ✳

➶ äàí✐é ðîáîò✐ ðîçãëÿäàþòüñÿ ïñåâäîãàðìîí✐÷í✐ ôóíêö✐➝✱ ùî çàäàí✐ íà

k✲çâ✬ÿçí✐é îð✐➵íòîâàí✐é çàìêíåí✐é îáëàñò✐ D✱ D ⊂ C✳ ➚âòîðîì äîâåäåíî Òåî✲

ðåìó ✷ ïðî ñòðóêòóðó çâ✬ÿçíèõ êîìïîíåíò ñ✐ì✬➝✱ ÿêà ➵ çàìèêàííÿì ð✐çíèö✐

îáëàñò✐ D òà òèõ çâ✬ÿçíèõ êîìïîíåíò ìíîæèí ð✐âíÿ êðèòè÷íèõ òà íàï✐âðåãó✲

ëÿðíèõ çíà÷åíü ôóíêö✐➝ f ✱ ÿê✐ ì✐ñòÿòü êðèòè÷í✐ òà ìåæîâ✐ êðèòè÷í✐ òî÷êè✳

➚âòîð âèñëîâëþ➵ ïîäÿêó ñòàðøîìó íàóêîâîìó ñï✐âðîá✐òíèêó â✐ää✐ëó òî✲

ïîëîã✐➝ ■íñòèòóòó ìàòåìàòèêè ❮➚❮Ó Ïîëóëÿõó ➍âãåíó çà êîðèñí✐ îáãîâî✲

ðåííÿ òà ö✐êàâ✐ñòü äî äàíî➝ òåìàòèêè✳

✷ Ïîïåðåäí✐ â✐äîìîñò✐

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç D✱ D ⊂ C✱ k✲çâ✬ÿçíó îð✐➵íòîâàíó çàìêíåíó îáëàñòü✱ ÿêà

îáìåæåíà æîðäàíîâèìè êðèâèìè γ0✱ γ1✱ . . .✱ γk✱ 0 ≤ k < ∞✳

❮åõàé f : D → R ✕ äåÿêà ïñåâäîãàðìîí✐÷íà ôóíêö✐ÿ✳ ❮àãàäà➵ìî îñíîâí✐

îçíà÷åííÿ✱ ùî ïîâ✬ÿçàí✐ ç äàíèì êëàñîì ôóíêö✐é ❬✺✱✷✱✹❪✳

❰çíà÷åííÿ ✶ Ôóíêö✐ÿ f(x, y) ãàðìîí✐÷íà â òî÷ö✐ (x0, y0)✱ ÿêùî

∂2f

∂x2
(x0, y0) +

∂2f

∂y2
(x0, y0) = 0.

❰çíà÷åííÿ ✷ Ôóíêö✐ÿ f(z) ïñåâäîãàðìîí✐÷íà â òî÷ö✐ z0 = (x0, y0)✱ ÿêùî

✐ñíó➵ îê✐ë U(z0) òà ãîìåîìîðô✐çì ϕ îêîëó U(z0) â ñåáå òàêèé✱ ùî ϕ(z0) = z0

òà f(ϕ(z))✱ z = (x, y)✱ ✕ ãàðìîí✐÷íà ✐ f(ϕ(z)) 6= const✳

Ôóíêö✐ÿ f ïñåâäîãàðìîí✐÷íà â çàìêíåíûé îáëàñò✐✱ ÿêùî âîíà ïñåâäîãàð✲

ìîí✐÷íà â êîæí✐é ➝➝ òî÷ö✐✳
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❰çíà÷åííÿ ✸ Òî÷êà z0 ∈ D ➵ ðåãóëÿðíîþ òî÷êîþ f ✱ ÿêùî ✐ñíó➵ â✐äêðèòèé

➝➝ îê✐ë U ⊆ D ✐ ãîìåîìîðô✐çì ϕ : U → D òàêèé✱ ùî ϕ(z0) = 0 ✐ f ◦ϕ−1(z) =

Rez + f(z0) äëÿ âñ✐õ z ∈ U ✳

❰çíà÷åííÿ ✹ Òî÷êà z0 ∈ ∂D ➵ ðåãóëÿðíîþ ìåæîâîþ òî÷êîþ f ✱ ÿêùî ✐ñíó➵

➝➝ îê✐ë U â D òà ãîìåîìîðô✐çì h : U → D+ öüîãî îêîëó â âåðõí✐é íàï✐âäèñê

D+ òàêèé✱ ùî h(z0) = 0✱ h(U ∩ f−1(f(z0))) = {0} × [0, 1)✱ h(U ∩ ∂D2) =

(−1, 1)×{0} ✐ ôóíêö✐ÿ f ◦h−1 ➵ ñòðîãî ìîíîòîííà íà ✐íòåðâàë✐ (−1, 1)×{0}✳

ßêùî òî÷êà z0 ∈ D íå ➵ ðåãóëÿðíîþ òî÷êîþ f ✱ òî âîíà íàçèâà➵òüñÿ

êðèòè÷íîþ✳

➬à îçíà÷åííÿì âñ✐ êðèòè÷í✐ òî÷êè f ➵ ñ✐äëîâèìè✱ òîáòî äëÿ êîæíî➝ ç

íèõ ✐ñíó➵ îê✐ë U ⊆ D ✐ ãîìåîìîðô✐çì ϕ : U → D òàêèé✱ ùî ϕ(z0) = 0

✐ f ◦ ϕ−1(z) = Rezn + f(z0) äëÿ âñ✐õ z ∈ U ✳ ×èñëî n íàçâåìî êðàòí✐ñòþ

ñ✐äëîâî➝ òî÷êè z0✳

❰çíà÷åííÿ ✺ Òî÷êè ìåæ✐ ∂D✱ ùî íå ➵ í✐ ìåæîâèìè ðåãóëÿðíèìè✱ í✐ ✐çî✲

ëüîâàíèìè òî÷êàìè ➝õ ë✐í✐é ð✐âíÿ íàçèâàþòüñÿ êðèòè÷íèìè ìåæîâèìè

òî÷êàìè✳

❰çíà÷åííÿ ✻ ×èñëî c ➵ êðèòè÷íèì çíà÷åííÿì f ✱ ÿêùî f−1(c) ì✐ñòèòü

ïðèíàéìí✐ îäíó êðèòè÷íó òî÷êó✳

❰çíà÷åííÿ ✼ ×èñëî c ➵ ðåãóëÿðíèì çíà÷åííÿì f ✱ ÿêùî f−1(c) íå ì✐ñòèòü

êðèòè÷íèõ òî÷îê ✐ ãîìåîìîðôíå íåçâ✬ÿçíîìó îá✬➵äíàííþ ✐íòåðâàë✐â✱ ÿê✐

ïåðåòèíàþòüñÿ ç ìåæåþ ∂D ëèøå â ñâî➝õ ê✐íöÿõ✳

❰çíà÷åííÿ ✽ ×èñëî c ➵ íàï✐âðåãóëÿðíèì çíà÷åííÿì f ✱ ÿêùî âîíî íå ➵ í✐

ðåãóëÿðíèì✱ í✐ êðèòè÷íèì✳

❐✐í✐➝ ð✐âíÿ íàï✐âðåãóëÿðíîãî çíà÷åííÿ ì✐ñòÿòü ëèøå ìåæîâ✐ êðèòè÷í✐

òî÷êè òà ëîêàëüí✐ åêñòðåìóìè f |∂D✳

✸ ➶ëàñòèâîñò✐ ïñåâäîãàðìîí✐÷íèõ ôóíêö✐é

❮åõàé z0 ✕ äåÿêà òî÷êà çàìêíåíî➝ îáëàñò✐ D✱ à f ✕ ïñåâäîãàðìîí✐÷íà ôóíêö✐ÿ✱

ùî çàäàíà íà í✐é✳ Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Θ(z0) òó çâ✬ÿçíó êîìïîíåíòó ë✐í✐é ð✐âíÿ

D ∩ f−1(f(z0))✱ ÿêà ì✐ñòèòü òî÷êó z0✳ ➬àóâàæèìî✱ ùî äåêîëè â òåêñò✐ ìè

áóäåìî ñïðîùóâàòè çàïèñ äî âèðàçó Θ✳

ßêùî z0 ∈ ∂D ➵ ✐çîëüîâàíîþ êðèòè÷íîþ òî÷êîþ f |∂D✱ òî Θ(z0) = {z0}✳

➶ óñ✐õ ✐íøèõ âèïàäêàõ✱ Θ(z0) ➵ êîìïàêòíîþ ë✐í✐éíî✲çâ✬ÿçíîþ ìíîæèíîþ✳
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➶ëàñòèâîñò✐ ïñåâäîãàðìîí✐÷íî➝ ôóíêö✐➝ ✺✸

❰çíà÷åííÿ ✾ ➘óãîþ α äåÿêî➝ çàìêíåíî➝ æîðäàíîâî➝ êðèâî➝ γ íàçèâà➵òüñÿ

îáðàç íåïåðåðâíîãî â✐äîáðàæåííÿ s(t) : [0; 1] → γi òàêèé✱ ùî s(0) 6= s(1) àáî

s(0) = s(1)✳

❒åæåþ äóãè ∂α áóäóòü òî÷êè s(0) òà s(1)✳ Ñêàæåìî✱ ùî äóãè α òà β ð✐çí✐✱

ÿêùî Intα ∩ Intβ = ∅✳

ßêùî z0 ✕ ðåãóëÿðíà òî÷êà ôóíêö✐➝ f ✱ òàê ñàìî ÿê ✐ äîâ✐ëüíà òî÷êà z✱

z 6= z0 òàêà✱ ùî z ∈ Θ(z0)✱ òî Θ(z0) ãîìåîìîðôíà êîëó àáî â✐äð✐çêó✳ Ó

ïåðøîìó âèïàäêó Θ(z0) ∩ ∂D = ∅ ✐ ñêàæåìî✱ ùî Θ(z0) ➵ ìíîæèíîþ ■ òèïó✱

à â äðóãîìó Θ(z0) ∩ ∂D = {z1, z2}✱ äå z1 òà z2 ✕ ð✐çí✐ òî÷êè ∂D✳ ßêùî z1 òà

z2 íàëåæàòü îäí✐é äóç✐ α äåÿêî➝ ìåæîâî➝ êðèâî➝ γi ⊂ ∂D✱ òî Θ(z0) íàçâåìî

ìíîæèíîþ ■■ òèïó✳ Ó âèïàäêó✱ êîëè z1 òà z2 íàëåæàòü ð✐çíèì äóãàì✱ òî

Θ(z0) ✕ ìíîæèíà ■■■ òèïó✳ ➬àóâàæèìî✱ ùî òóò ìîæëèâî äâà âèïàäêè✿ äóãè

íàëåæàòü îäí✐é ✐ ò✐é ñàì✐é ìåæîâ✐é êðèâ✐é àáî ð✐çíèì✳

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L(f) ìíîæèíó òèõ çâ✬ÿçíèõ êîìïîíåíò ë✐í✐é ð✐âíÿ êðè✲

òè÷íèõ òà íàï✐âðåãóëÿðíèõ çíà÷åíü ôóíêö✐➝ f ✱ ùî ì✐ñòÿòü êðèòè÷í✐ àáî

ìåæîâ✐ êðèòè÷í✐ òî÷êè✳ Ðîçãëÿíåìî çâ✬ÿçí✐ êîìïîíåíòè Di ñ✐ì✬➝ D \ L(f)✳

➬ðîçóì✐ëî✱ ùî ➝õ ñê✐í÷åííà ê✐ëüê✐ñòü✱ êîæåíà ç ÿêèõ ➵ â✐äêðèòîþ îáëàñòþ✳

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Λ ñ✐ì✬þ✱ ùî ñêëàäà➵òüñÿ ✐ç Di✳

❮åõàé D′ ✕ çàìêíåíà îáëàñòü ç Λ✳ ➬ã✐äíî ïîáóäîâè D′✱ äîâ✐ëüíà òî÷êà

z ∈ IntD′ ➵ ðåãóëÿðíîþ òî÷êîþ ôóíêö✐➝ f ✳

Òåîðåìà ✶ ❮åõàé z0 ∈ IntD′✱ D′ ∈ Λ✳ Òîä✐✱ äëÿ äîâ✐ëüíî➝ z ∈ U(z0)✱ z0 6= z✱

ìíîæèíè Θ(z) òà Θ(z0) ìàþòü òîé ñàìèé òèï✱ äå U(z0) ✕ êàíîí✐÷íèé

îê✐ë òî÷êè z0✳

➘îâåäåííÿ ßêùî z ∈ Θ(z0)✱ òî òåîðåìà ñïðàâåäëèâà✳

❮åõàé z /∈ Θ(z0)✳ ➬ðîçóì✐ëî✱ ùî Θ(z0) ∩ Θ(z) = ∅✱ áî â ïðîòèëåæíîìó

âèïàäêó ✐ñíó➵ òî÷êà z ∈ Θ(z0)∩Θ(z)✱ ÿêà ➵ êðèòè÷íîþ òî÷êîþ ôóíêö✐➝ f ✱ à

öå ñóïåðå÷èòü ïîáóäîâ✐ D′✳

❮å îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñò✐✱ ïðèïóñòèìî✱ ùî f(z) > f(z0)✳

➘îâåäåìî ìåòîäîì â✐ä ñóïðîòèâíîãî✱ ùî Θ(z0) òà Θ(z) ìàþòü òîé ñàìèé

òèï✳ Ïðèïóñòèìî✱ ùî â êàíîí✐÷íîìó îêîë✐ òî÷êè z0 çíàéäåòüñÿ òî÷êà z òàêà✱

ùî Θ(z0) òà Θ(z) ìàþòü ð✐çíèé òèï✳ Ðîçãëÿíåìî ìîæëèâ✐ âèïàäêè✿

➶èïàäîê ✶✿ Θ(z0) ìà➵ òèï ■✱ à Θ(z) ✕ òèï ■■✳ ❮åõàé z1 òà z2 ✕ òî÷êè✱ ùî

íàëåæàòü äåÿê✐é äóç✐ α ⊂ γi ✐ {z1, z2} = ∂Θ(z) ✳ ❰ñê✐ëüêè f |D′ ➵ íåïåðåðâíîþ✱

äî äëÿ äîâ✐ëüíîãî çíà÷åííÿ c òàêîãî✱ ùî f(z0) < c < f(z) ✐ñíó➵ êîìïîíåíòà

Θ′ òàêà✱ ùî Θ′ ∩ U(z0) 6= ∅ ✐ fΘ′ = c✳ ➬ã✐äíî ïðèïóùåííÿ Θ′ ➵ ìíîæèíîþ ■

àáî ■■ òèïó✳
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ßêùî âñ✐ Θ′ ➵ ìíîæèíàìè ■ òèïó✱ òî z1 òà z2 íàëåæàòü ìåæ✐ äóãè α✳

➬â✐äêè✱ z1, z2 ∈ ∂D ✐ z1, z2 ∈ L(f)✳ Òîä✐✱ çíà÷åííÿ c ➵ êðèòè÷íèì ÷è íàï✐âðå✲

ãóëÿðíèì çíà÷åííÿì ôóíêö✐➝ f ✳ ❰òðèìàëè ñóïåðå÷í✐ñòü✳

ßêùî ñåðåä âñ✐õ Θ′ ➵ ìíîæèíè ■■ òèïó✱ òî çíàéäåòüñÿ ìíîæèíà Θ′′ òàêà✱

ùî ∂Θ′′ ⊆ ∂α✳ ➬â✐äêè âèïëèâà➵ ✐ñíóâàííÿ êðèòè÷íîãî ÷è íàï✐âðåãóëÿðíîãî

çíà÷åííÿ c′✱ c′ < c✱ òàêîãî✱ ùî fΘ′′ = c′✳ ➬íîâó îòðèìàëè ñóïåðå÷í✐ñòü ç

ïîáóäîâîþ îáëàñò✐ D′✳

➶èïàäîê ✷✿ Θ(z0) ìà➵ òèï ■✱ à Θ(z) ✕ òèï ■■■✳ ➘îâîäèìî àíàëîã✐÷íî äî

ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó✳

➶èïàäîê ✸✿ Θ(z0) ìà➵ òèï ■■✱ à Θ(z) ✕ òèï ■■■✳ ❮åõàé ìåæîâèìè òî÷êàìè

Θ(z0) ➵ òî÷êè z01 òà z02 ✱ ùî íàëåæàòü äóç✐ α1✱ à ìåæîâèìè òî÷êàìè Θ(z) ➵

òî÷êè z1 òà z2 òàê✐✱ ùî z1 ∈ α2 òà z2 ∈ α3✳ Òîä✐✱ ✐ñíó➵ çíà÷åííÿ c✱ f(z0) < c <

f(z) ✐ êîìïîíåíòà Θ′ òàê✐✱ ùî fΘ′ = c ✐ ∂Θ′ ∈ ∂α1✳ ➬â✐äêè âèïëèâà➵✱ ùî c ✕

êðèòè÷íå ÷è íàï✐âðåãóëÿðíå çíà÷åííÿ✱ à öå ñóïåðå÷èòü ïîáóäîâ✐ îáëàñò✐ D′✳

❮àñë✐äîê ✶ ➘ëÿ äîâ✐ëüíèõ òî÷îê z1, z2 ∈ IntD′✱ D′ ∈ Λ✱ ìíîæèíè Θ(z1)

òà Θ(z2) ìàþòü òîé ñàìèé òèï✳

❐åìà ✶ ➘ëÿ äîâ✐ëüíèõ òî÷îê z1, z2 ∈ IntD′✱ D′ ∈ Λ✱ òàêèõ✱ ùî z1 /∈ Θ(z2)

✐ z2 /∈ Θ(z1) ñïðàâåäëèâî f |Θ(z1) 6= f |Θ(z2)✳

➘îâåäåííÿ ➘îâåäåìî ìåòîäîì â✐ä ñóïðîòèâíîãî✱ ùî f |Θ(z1) 6= f |Θ(z2)✳ Ïðè✲

ïóñòèìî✱ ùî ✐ñíóþòü òî÷êè z1, z2 ∈ IntD′✱ D′ ∈ Λ✱ òàê✐✱ ùî z1 /∈ Θ(z2)✱

z2 /∈ Θ(z1) ✐ f |Θ(z1) = f |Θ(z2)✳ ßêèìè á íå áóëè Θ(z2) ✐ Θ(z1)✱ êîæíà ç íèõ

ðîçáèâà➵ îáëàñòü D′ íà äâ✐ çâ✬ÿçí✐ êîìïîíåíòè ✭ó âèïàäêó òèï✐â ■■ òà ■■■✱

êîæíà ç êîìïîíåíò ➵ ðîçð✐çîì îáëàñò✐✱ à äëÿ âèïàäêó✱ êîëè êîìïîíåíòà ìà➵

òèï ■✱ ñïðàâåäëèâà òåîðåìà ➷îðäàíà✮✳ Ïîçíà÷åìî ÷åðåç A òà B çâ✬ÿçí✐ êîì✲

ïîíåòè ìíîæèíè D′ \ Θ(z1)✳ ➬ã✐äíî ❐åìè ✹ ✭äèâ✳ ❬✸✱ñò✳✶✵✸❪✮ äëÿ äîâ✐ëüíî➝

òî÷êè z ∈ A ñïðàâåäëèâî f(z) < f(z1) àáî f(z) > f(z1)✳ ❮å îáìåæóþ÷è çà✲

ãàëüíîñò✐✱ ïðèïóñòèìî✱ ùî f(z) < f(z1)✳ Òîä✐✱ çã✐äíî Òåîðåìè ✶✳✭✈✐✐✮ ✭äèâ✳ ❬✸✱

ñò✳✶✵✻❪✮✱ äëÿ z ∈ B ñïðàâåäëèâî f(z) > f(z1)✳ ➬ ✐íøîãî áîêó✱ â îäí✐é ç îáëà✲

ñòåé A àáî B ëåæèòü êîìïîíåíòà Θ(z2)✱ òîáòî z2 ∈ A àáî z2 ∈ B✱ à çã✐äíî

ïðèïóùåííÿ f(z1) = f(z2)✳ ❰òðèìàëè ñóïåðå÷í✐ñòü✳

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî ñòðóêòóðó ìåæ✐ çàìêíåíî➝ îáëàñò✐ D′ ✐ç ñ✐ì✬➝ Λ✳

➬ã✐äíî ïîáóäîâè îáëàñò✐ D′✱ êîæíà çâ✬ÿçíà êîìïîíåíòà ➝➝ ìåæ✐ ñêëàäà➵òüñÿ

ç äâîõ âèä✐â äóã✿ äóãè✱ ùî ➵ ÷àñòèíàìè ìåæîâèõ êðèâèõ γi îáëàñò✐ D✱ òà

äóãè✱ ùî ➵ ÷àñòèíàìè ë✐í✐é ð✐âíÿ êðèòè÷íèõ òà íàï✐âðåãóëÿðíèõ çíà÷åíü

ôóíêö✐➝ f ✳ Ïåðø✐ ïîçíà÷èìî ÷åðåç αi✱ à äðóã✐ ÷åðåç βi✳ ❰ñê✐ëüêè✱ îáëàñòü D

➵ îð✐➵íòîâàíîþ✱ òî ✐ íà D′ ✐ñíó➵ îð✐➵íòàö✐ÿ✱ ÿêà ïîðîäæó➵ öèêë✐÷íèé ïîðÿäîê
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➶ëàñòèâîñò✐ ïñåâäîãàðìîí✐÷íî➝ ôóíêö✐➝ ✺✺

äóã íà êîæí✐é çâ✬ÿçí✐é êîìïîíåíò✐ ìåæ✐ îáëàñò✐ D′✳ ➶ äàíèõ ïîçíà÷åííÿõ

êîæíó çâ✬ÿçíó êîìïîíåíòó ìåæ✐ äîâ✐ëüíî➝ îáëàñò✐ D′ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê

ñê✐í÷åííó ïîñë✐äîâí✐ñòü✱ íà ÿê✐é çàäàíèé öèêë✐÷íèé ïîðÿäîê✳ Ïîêàæåìî✱ ùî

â òàê✐é ïîñë✐äîâíîñò✐ äóãè αi ✐ βi ÷åðãóþòüñÿ✱ òîáòî

(α1, β1, α2, . . . , βk). ✭✶✮

ßêùî ïðèïóñòèòè✱ ùî αi+1 ✭ βi+1✮ ñë✐äó➵ çà αi ✭ βi✮✱ òî ✐ñíó➵ ñï✐ëüíà òî÷êà

z = αi+1 ∩ αi ✭z = βi+1 ∩ βi✮✱ äå z ∈ ∂αi ✐ z ∈ ∂αi+1 ✭z ∈ ∂βi ✐ z ∈ ∂βi+1✮✱

ÿêà îäíî÷àñíî íàëåæèòü äâîì ð✐çíèì ìåæîâèì êðèâèì ✭ë✐í✐ÿì ð✐âíÿ ð✐çíèõ

êðèòè÷íèõ çíà÷åíü✮✱ ùî íå ìîæëèâî✱ áî ìåæîâ✐ êðèâ✐ æîðäàíîâ✐ ✭ë✐í✐➝ ð✐âíÿ

ð✐çíèõ êðèòè÷íèõ çíà÷åíü íå ➵ çâ✬ÿçíèìè✮ àáî îäí✐é ìåæîâ✐ êðèâ✐é ✭îäí✐é

ë✐í✐➝ ð✐âíÿ✮ ✐ äàíà òî÷êà íå ìà➵ í✐ÿêîãî çì✐ñòîâíîãî íàâàíòàæåííÿ✱ áî ëåãêî

ìîæíà ââåñòè íîâå ïîçíà÷åííÿ αi = αi ∪ αi+1 ✭βi = βi ∪ βi+1).

➘ëÿ êîæíîãî ç òðüîõ òèï✐â êîìïîíåíò Θ(z) ó âíóòð✐øí✐õ òî÷êàõ îáëàñò✐

D′ çàïèøåìî âèãëÿä ìåæ✐ â òåðì✐íàõ ïîñë✐äîâíîñò✐ (α1, β1, α2, . . .)✳

❮åõàé âñ✐ êîìïîíåíòè Θ(z) âíóòð✐øí✐õ òî÷îê îáëàñò✐ D′ ìàþòü òèï ■✳

Òîä✐✱ ìåæåþ îáëàñò✐ ➵ ñê✐í÷åííà ê✐ëüê✐ñòü ÷àñòèí äåÿêèõ çâ✬ÿçíèõ êîìïîíåíò

ë✐í✐é ð✐âí✐â D∩ f−1(c1)✱ . . .✱ D∩ f−1(cn)✱ äå ci ✕ êðèòè÷í✐ ÷è íàï✐âðåãóëÿðí✐

çíà÷åííÿ ôóíêö✐➝ f ïðè i = 1, n✳ Òîìó✱ f |∂D′ = const✳ ➶✐äîìî ❬✺✱ñò✳✺✺❪✱ ùî äëÿ

ïñåâäîãàðìîí✐÷íèõ ôóíêö✐é✱ ÿê✐ íå ìàþòü ïîëþñ✐â òà ñòàë✐ íà âñ✐õ ìåæîâèõ

êðèâèõ✱ ìà➵ ì✐ñöå ð✐âí✐ñòü 2 = ν−S✱ äå ν ✕ ê✐ëüê✐ñòü ìåæîâèõ êðèâèõ✱ à S ✕

ê✐ëüê✐ñòü êðèòè÷íèõ òî÷îê ó âíóòð✐øíîñò✐ îáëàñò✐✱ êîæíà ç ÿêèõ ïîðàõîâàíà

ç ➝➝ êðàòí✐ñòþ✳ ❰ñê✐ëüêè✱ âñ✐ òî÷êè îáëàñò✐ D′ ðåãóëÿðí✐✱ òî S = 0✳ ➬â✐äêè

âèïëèâà➵✱ ùî 2 = ν✱ à îòæå ✐ n = 2✳

Òàêó çàìêíåíó îáëàñòü áóäåìî íàçèâàòè îáëàñòþ R✲òèïó ✭òèïó ê✐ëüöå✮

✐ ➝➝ ìåæà ñêëàäà➵òüñÿ ç äâîõ çâ✬ÿçíèõ êîìïîíåíò✱ à ñàìå ∂D′ = (β1) ∪ (β2)✳

Ñêàæåìî✱ ùî äóãè αi òà αi+1 ➵ ñóñ✐äí✐ìè✱ ÿêùî ó ïîñë✐äîâíîñò✐ ✭✶✮ ì✐æ

íèìè ì✐ñòèòüñÿ ëèøå îäíà äóãà✳

❐åìà ✷ ❮åõàé αi òà αi+1 ✕ ñóñ✐äí✐ äóãè ìåæ✐ îáëàñò✐ D′✳ Òîä✐ ✐ñíóþòü

òî÷êè z1✱ z2 òàê✐✱ ùî z1 ∈ ∂αi✱ z2 ∈ ∂αi+1 ✐ f(z1) = f(z2) = C✱ äå C

✕ êðèòè÷íå àáî íàï✐âðåãóëÿðíå çíà÷åííÿ ôóíêö✐➝ f ✱ òà òî÷êè z′✱ z′′✱ äå

z′ ∈ U(z1)∩αi✱ z
′′ ∈ U(z2)∩αi+1✱ ÿê✐ ➵ ìåæåþ äåÿêî➝ êîìïîíåíòè Θ òàêî➝✱

ùî f |Θ > C ✭f |Θ < C✮✳

➘îâåäåííÿ ❰ñê✐ëüêè αi òà αi+1 ✕ ñóñ✐äí✐ äóãè✱ òî ✐ñíó➵ äóãà βi✱ ÿêà ➵ ÷àñòè✲

íîþ çâ✬ÿçíî➝ êîìïîíåíòè ë✐í✐➝ ð✐âíÿ äåÿêîãî êðèòè÷íîãî ÷è íàï✐âðåãóëÿðíî✲

ãî çíà÷åííÿ C✳ Ïîçíà÷èìî ÷åðåç z1 = αi∩βi ✐ z2 = αi+1∩βi✳ ❰ñê✐ëüêè✱ òî÷êè

z1 òà z2 íàëåæàòü βi✱ òî f(z1) = f(z2) = C✳
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❰ñê✐ëüêè íà ∂D äîâ✐ëüíà òî÷êà ➵ ðåãóëÿðíîþ òî÷êîþ àáî ëîêàëüíèì

åêñòðåìóìîì íåïåðåðâíî➝ ôóíêö✐➝ f |∂D✱ òî ðîçãëÿíåìî íàñòóïí✐ âèïàäêè✿

➶èïàäîê ✶✿ z1 òà z2 ✕ ðåãóëÿðí✐ òî÷êè✳ ➘ëÿ äîâ✐ëüíîãî ε ✐ñíóþòü îêîëè

U(z1) ⊂ ∂D ✐ W (z2) ⊂ ∂D òî÷îê z1 òà z2✱ â✐äïîâ✐äíî✱ òà ðåãóëÿðí✐ òî÷êè z11 ∈

U(z1)✱ z
2
1 ∈ U(z1)✱ z

1
2 ∈ W (z2) ✐ z

2
2 ∈ W (z2) òàê✐✱ ùî C < f(z11) = C1 < C + ε✱

C > f(z21) = C2 > C − ε✱ C < f(z12) = C1 < C + ε ✐ C > f(z21) = C2 > C − ε✳

❰ñê✐ëüêè zij ✱ i, j = 1, 2✱ ✕ ðåãóëÿðí✐ òî÷êè ôóíêö✐➝ f |∂D✱ òî çã✐äíî îçíà÷åííÿ ✹

✐ñíóþòü êîìïîíåíòè Θ1✱ Θ2✱ Θ
′
1 òà Θ′

2 òàê✐✱ ùî z11 ∈ ∂Θ1✱ z
2
1 ∈ ∂Θ2✱ z

1
2 ∈ ∂Θ′

1

✐ z22 ∈ ∂Θ′
2✳ ➬ðîçóì✐ëî✱ ùî Θ1 òà Θ2 ✭Θ′

1 òà Θ′
2✮ íàëåæàòü ð✐çíèì çâ✬ÿçíèì

êîìïîíåòàì ìíîæèíè D \ βi✱ îñê✐ëüêè βi ✕ ðîçð✐ç îáëàñò✐ D ì✐æ òî÷êàìè z1

òà z2✱ ÿê✐ íàëåæàòü ìåæ✐✳ ➬â✐äêè✱ Θ1 ⊂ D′ ✭Θ′
1 ⊂ D′✮ àáî Θ2 ⊂ D′ ✭Θ′

2 ⊂ D′✮✳

❮å îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñò✐ ïðèïóñòèìî✱ ùî Θ1 ⊂ D′✳ ßêùî Θ′
1 ⊂ D′✱ òî ç

❐åìè ✶ âèïëèâà➵✱ ùî Θ1 = Θ′
1✳ ➘àë✐✱ ïîçíà÷èìî òî÷êè z11 òà z12 ÷åðåç z′ òà

z′′✱ â✐äïîâ✐äíî✱ à Θ1 ÷åðåç Θ✱ òà îòðèìà➵ìî f |Θ > C✳ ßêùî æ Θ′
2 ⊂ D′✱ òî

â îáëàñò✐ D′ ✐ñíóþòü òî÷êè çíà÷åííÿ ôóíêö✐➝ â ÿêèõ ÿê ìåíø✐ òàê ✐ á✐ëüø✐

í✐æ C✱ à öå ñóïåðå÷èòü ❐åì✐ ✹ ✭äèâ✳ ❬✸✱ñò✳✶✵✸❪✮✳

➶èïàäîê ✷✿ z1 ✕ ðåãóëÿðíà òî÷êà✱ à z2 ✕ ëîêàëüíèé åêñòðåìóì✳ ❮å îáìå✲

æóþ÷è çàãàëüíîñò✐✱ ïðèïóñòèìî✱ ùî z2 ✕ ëîêàëüíèé ìàêñèìóì✳ Òîä✐✱ äëÿ äî✲

â✐ëüíîãî ε ✐ñíóþòü îêîëè U(z1) ⊂ ∂D ✐ W (z2) ⊂ ∂D òî÷îê z1 òà z2✱ â✐äïîâ✐ä✲

íî✱ òà ðåãóëÿðí✐ òî÷êè z11 ∈ U(z1)✱ z
2
1 ∈ U(z1)✱ z

1
2 ∈ W (z2) ✐ z

2
2 ∈ W (z2) òàê✐✱

ùî C < f(z11) = C1 < C + ε✱ C > f(z21) = C2 > C − ε✱ C > f(z12) = C2 > C − ε

✐ C > f(z21) = C2 > C − ε✳ Òîä✐✱ ✐ñíóþòü Θ1✱ Θ2✱ Θ
′
1 òà Θ′

2 òàê✐✱ ùî z11 ∈ ∂Θ1✱

z21 ∈ ∂Θ2✱ z
1
2 ∈ ∂Θ′

1 ✐ z22 ∈ ∂Θ′
2✳ ➬ðîçóì✐ëî✱ ùî Θ1 òà Θ2 ✭Θ′

1 òà Θ′
2✮ íàëåæàòü

ð✐çíèì çâ✬ÿçíèì êîìïîíåòàì ìíîæèíè D \ βi✱ îñê✐ëüêè βi ✕ ðîçð✐ç îáëàñò✐

D ì✐æ òî÷êàìè z1 òà z2✱ ÿê✐ íàëåæàòü ìåæ✐✳ ➬â✐äêè✱ Θ1 ⊂ D′ ✭Θ′
1 ⊂ D′✮ àáî

Θ2 ⊂ D′ ✭Θ′
2 ⊂ D′✮✳ ßêùî ïðèïóñòèòè✱ ùî Θ1 ⊂ D′✱ òî Θ′

1D
′ ✐ Θ′

2D
′✱ áî â

ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îòðèìà➵ìî ñóïåðå÷í✐ñòü ç ❐åìîþ ✹ ✭äèâ✳ ❬✸✱ñò✳✶✵✸❪✮✳

➬â✐äñè âèïëèâà➵✱ ùî Θ2 ⊂ D′✳ ❰òæå✱ Θ2 = Θ′
1 àáî Θ2 = Θ′

2✳

➶èïàäîê ✸✿ z1 òà z2 ✕ ëîêàëüí✐ åêñòðåìóìè✳ ßêùî z1 òà z2 ✕ ëîêàëüí✐

ìàêñèìóìè ✭ì✐í✐ìóìè✮✱ òî äëÿ äîâ✐ëüíîãî ε ✐ñíóþòü îêîëè U(z1) ⊂ ∂D ✐

W (z2) ⊂ ∂D òî÷îê z1 òà z2✱ â✐äïîâ✐äíî✱ òà ðåãóëÿðí✐ òî÷êè z11 ∈ U(z1)✱

z21 ∈ U(z1)✱ z
1
2 ∈ W (z2) ✐ z22 ∈ W (z2) òàê✐✱ ùî C > f(z11) = C2 > C − ε

✭C < f(z11) = C1 < C + ε✮✱ C > f(z21) = C2 > C − ε ✭C < f(z21) = C1 < C + ε✮✱

C > f(z12) = C2 > C − ε ✭C < f(z12) = C1 < C + ε✮✐ C > f(z21) = C2 > C − ε

✭C < f(z21) = C1 < C + ε✮✳ Òîä✐✱ ïî àíàëîã✐➝✱ ✐ñíóþòü Θ1✱ Θ2✱ Θ
′
1 òà Θ′

2 òàê✐✱

ùî z11 ∈ ∂Θ1✱ z
2
1 ∈ ∂Θ2✱ z

1
2 ∈ ∂Θ′

1 ✐ z22 ∈ ∂Θ′
2✳ ßêùî Θi ⊂ D′ ✐ Θ′

j ⊂ D′✱ äå
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➶ëàñòèâîñò✐ ïñåâäîãàðìîí✐÷íî➝ ôóíêö✐➝ ✺✼

i, j = 1, 2✱ òî çã✐äíî ❐åìè ✶ Θi = Θ′
j ✳ ➬â✐äêè âèïëèâà➵ ✐ñíóâàííÿ Θ òàêî➝✱ ùî

f |Θ < C ✭f |Θ > C✮✳

➬àóâàæèìî✱ ùî âèïàäîê✱ êîëè z1 ✕ ëîêàëüíèé ì✐í✐ìóì✱à z2 ✕ ëîêàëüíèé

ìàêñèìóì íå ìîæëèâèé✱ îñê✐ëüêè öå ñóïåðå÷èòü ❐åì✐ ✹ ✭äèâ✳ ❬✸✱ñò✳✶✵✸❪✮✳

❮àñë✐äîê ✷ ßêùî αi−1✱ αi òà αi+1 ✕ ñóñ✐äí✐ äóãè ìåæ✐ îáëàñò✐ D′✱ à Ci−1

òà Ci ✕ êðèòè÷í✐ ÷è íàï✐âðåãóëÿðí✐ çíà÷åííÿ ôóíêö✐➝ f â òî÷êàõ ìåæ✐

äóãè αi òàê✐✱ ùî Ci−1 < Ci ✭Ci−1 > Ci✮✱ òî Ci−1 < Ci−2 ✭Ci−1 > Ci−2✮

✐ Ci > Ci+1 ✭Ci < Ci+1✮✱ äå Ci−2 òà Ci−1 ✕ êðèòè÷í✐ ÷è íàï✐âðåãóëÿðí✐

çíà÷åííÿ ôóíêö✐➝ f â òî÷êàõ ìåæ✐ äóãè αi−1✱ à Ci òà Ci+1 ✕ äóãè αi+1✳

❮åõàé âñ✐ êîìïîíåíòè Θ(z) âíóòð✐øí✐õ òî÷îê îáëàñò✐ D′ ìàþòü òèï ■■✳

➘îâåäåìî✱ ùî ìåæà òàêî➝ îáëàñò✐ ì✐ñòèòü äóãó ëèøå îäí✐➵➝ ç ìåæîâèõ êðè✲

âèõ✱ ùî îáìåæóþòü D✳ Ïðèïóñòèìî✱ ùî òàêèõ äóã ñê✐í÷åííà ê✐ëüê✐ñòü α1✱. . .✱

αk✳ Ðîçãëÿíåìî ñóñ✐äí✐ äóãè αi òà αi+1✳ ➬ã✐äíî ❐åìè ✷ ✐ñíó➵ êîìïîíåíòà Θ′

òàêà✱ ùî ∂Θ′ ∈ αi òà ∂Θ′ ∈ αi+1✳ ➬â✐äêè âèïëèâà➵✱ ùî Θ′ ìà➵ òèï ■■■✱ à öå

ñóïåðå÷èòü ❮àñë✐äêó ✶ Òåîðåìè ✶✳ ❰ñê✐ëüêè íå ✐ñíó➵ æîäíî➝ ïàðè ñóñ✐äí✐õ

äóã✱ òî òàêà äóãà ➵äèíà✳ Òîìó✱ ∂D′ = (α1, β1) ✐ òàêó çàìêíåíó îáëàñòü D′ ∈ Λ

áóäåìî íàçèâàòè îáëàñòþ Se✲òèïó ✭òèïó ñåêòîð✮✳

❮åõàé âñ✐ êîìïîíåíòè Θ(z) âíóòð✐øí✐õ òî÷îê îáëàñò✐ D′ ìàþòü òèï ■■■✳

➘îâåäåìî✱ ùî ìåæà òàêî➝ îáëàñò✐ ì✐ñòèòü íå á✐ëüøå äâîõ äóã✱ ùî íàëåæàòü

îäí✐é àáî äâîì ð✐çíèì ìåæîâèì êðèâèì✳

Ïðèïóñòèìî✱ ùî òàêèõ äóã ñê✐í÷åííà ê✐ëüê✐ñòü α1✱. . .✱ αk✱ òà ðîçãëÿíåìî

òðè äóãè αi−1✱ αi òà αi+1✳ Ïðèïóñòèìî✱ â ìåæîâèõ òî÷êàõ äóãè αi çíà÷åííÿ

ci−1 òà ci ôóíêö✐➝ f òàê✐✱ ùî ci−1 < ci✳ ➬ã✐äíî ❮àñë✐äêó ✶ ❐åìè ✷ äëÿ ðåøòè

êðèòè÷íèõ çíà÷åíü âèêîíóþòüñÿ íàñòóïí✐ íåð✐âíîñò✐✿ ci−1 < ci−2 ✐ ci > ci+1✳

❮åõàé Θs✱ s = 1, k✱ êîìïîíåíòè òàê✐✱ ùî ∂Θs ∈ αi−1✱ ∂Θs ∈ αi✱ s = 1, k✱ ✐

äëÿ äîâ✐ëüíîãî z ∈ Θk âèêîíó➵òüñÿ f(z) = A✳ ➬ðîçóì✐ëî✱ ùî A ∈ [ci−1; ci−2]

✐ A ∈ [ci−1; ci]✳ Òîä✐✱ ïðè äîâ✐ëüíèõ çíà÷åííÿõ X òàêèõ✱ ùî A < X < ci ✐ñíó➵

êîìïîíåíòà Θ′ òàêà✱ ùî ∂Θ′ ∈ αi✱ ∂Θ
′ /∈ αi−1 ✐ äëÿ âñ✐õ z ∈ Θ′ ñïðàâåäëèâî

f(z) = X✳ ➬ðîçóì✐ëî✱ ùî A íå äîð✐âíþ➵ æîäíîìó ç êðèòè÷íèõ çíà÷åíü íà

ê✐íöÿõ äóã✳ ❰òæå A < ci−2✳ Ðîçãëÿíåìî çíà÷åííÿ B = A+min{ci,ci−2}
2 ✳ ❰ñê✐ëü✲

êè✱ A < B < ci−2✱ òî çíàéäåòüñÿ êîìïîíåòà Θ òàêà✱ ùî äëÿ òî÷êè z ∈ Θ

ñïðàâåäëèâî f(z) = B✱ ∂Θ ∈ αi−1 òà ∂Θ ∈ αl✱ äå l 6= i✳ ➬ ✐íøîãî áîêó✱

îñê✐ëüêè A < B < ci ✐ñíó➵ êîìïîíåíòà Θ′′ òàêà✱ ùî ∂Θ′′ ∈ αi✱ ∂Θ
′′ /∈ αm✱

äå m 6= i − 1✱ ✐ äëÿ âñ✐õ z ∈ Θ′ ñïðàâåäëèâî f(z) = B✳ ➬â✐äñè âèïëèâà➵✱

ùî â îáëàñò✐ D′ ✐ñíó➵ äâ✐ ð✐çí✐ êîìïîíåíòè✱ çíà÷åííÿ ôóíêö✐➝ â òî÷êàõ ÿêèõ

ñï✐âïàäàþòü✱ à öå ñóïåðå÷í✐ñòü ❮àñë✐äêó ✷ Òåîðåìè ✶✳



✺✽
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■✳➚✳ Þð÷óê

➬✐ ñêàçàíîãî âèùå ñë✐äó➵✱ ùî ∂D′ = (β1, α1, β2, α2)✳ Òàêó çàìêíåíó îá✲

ëàñòü D′ ∈ Λ áóäåìî íàçèâàòè îáëàñòþ St✲òèïó ✭òèïó ñìóæêà✮✳

❒è ïîêàçàëè ñïðàâåäëèâ✐ñòü íàñòóïíî➝ òåîðåìè✳

Òåîðåìà ✷ ßêùî D′ ∈ Λ✱ òî D′ ➵ îáëàñòþ àáî Se✲✱ àáî St✲✱ àáî R✲òèïó✳

✹ ➶èñíîâêè

➶ äàí✐é ðîáîò✐ äîñë✐äæåíî âëàñòèâîñò✐ ïñåâäîãàðìîí✐÷íî➝ ôóíêö✐➝ f ✱ ùî çà✲

äàíà íà k✲çâ✬ÿçí✐é îð✐➵íòîâàí✐é çàìêíåí✐é îáëàñò✐ D✳ ➘îâåäåíî✱ ùî çàìèêàí✲

íÿ êîæíî➝ çâ✬ÿçíî➝ êîìïîíåíòè ✐ç ñ✐ì✬➝ D \ L(f)✱ äå L(f) ✕ ìíîæèíà òèõ çâ✬ÿç✲

íèõ êîìïîíåíò ë✐í✐é ð✐âíÿ êðèòè÷íèõ òà íàï✐âðåãóëÿðíèõ çíà÷åíü ôóíêö✐➝ f ✱

ùî ì✐ñòÿòü êðèòè÷í✐ àáî ìåæîâ✐ êðèòè÷í✐ òî÷êè✱ ➵ îáëàñòþ àáî òèïó ñåãìåíò✱

àáî òèïó ñìóæêà✱ àáî òèïó ê✐ëüöå✳ Ïåðøèé òèï õàðàêòåðèçó➵òüñÿ òèì✱ ùî

ìåæà îáëàñò✐ ñêëàäà➵òüñÿ ç äâîõ çâ✬ÿçíèõ êîìïîíåíò✱ ÿê✐ íåìàþòü ñï✐ëüíèõ

òî÷îê ç ìåæîâèìè êðèâèìè γi✱ i = 0, k✱ à âñ✐ ë✐í✐➝ ð✐âíÿ ó ➝➝ âíóòð✐øíîñò✐

ãîìåîìîðôí✐ êîëàì✳ ➘ðóãèé òà òðåò✐é òèïè îáëàñòåé ìàþòü îäíó çâ✬ÿçíó

êîìïîíåíòó ìåæ✐✱ à âñ✐ ë✐í✐➝ ð✐âíÿ ó ➝õ âíóòð✐øíîñò✐ ãîìåîìîðôí✐ â✐äð✐çêàì✳

Ð✐çíèöÿ ì✐æ íèìè ïîëÿãà➵ ó ê✐ëüêîñò✐ äóã✱ ùî íàëåæàòü ìåæîâèì êðèâèì

γi✱ i = 0, k✳ Ó âèïàäêó îáëàñò✐ òèïó ñìóæêà✱ ➝➝ ìåæà ì✐ñòèòü äâ✐ äóãè✱ ùî

íàëåæàòü àáî îäí✐é ✐ ò✐é æå ìåæîâ✐é êðèâ✐é✱ àáî ð✐çíèì✳ ßêùî æ îáëàñòü

òèïó ñåêòîð✱ òî òàêà äóãà îäíà✳

❐✐òåðàòóðà

✶✳ ❲✳ ❑❛♣❧❛♥✱ ❚♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ❧❡✈❡❧ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✴✴ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦❢
❆♠❡r✳▼❛t❤✳❙♦❝✐❡t②✳✱ ✻✸ ✭✶✾✹✽✮✱ ✺✶✹✲✺✷✷✳

✷✳ ❊✳ P♦❧✉❧②❛❦❤✱ ■✳ ❨✉r❝❤✉❦✱ ❖♥ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐s❦✳ Pr❛❝②
■♥st✳▼❛t❤✳❯❦r✳✱❱♦❧✉♠❡ ✽✵✳ ✲ ❑②✐✈✿ ■♥st✳▼❛t❤✳❯❦r✳✱ ✷✵✵✾✳ ✲ ✶✺✶ ♣♣✳

✸✳ ❨✳ ❚✂♦❦✐✱ ❆ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣s❡✉❞♦✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✴✴❖s❛❦❛ ▼❛t❤✳ ❏♦✉r♥✱
✸ ✭✶✾✺✶✮✱ ◆♦✳✶✱ ✶✵✶✲✶✷✷✳

✹✳ ➶✳❒✳ ✃óçàêîíü✱ ➶✳Ô✳ ✃èðè÷åíêî✱ ❰✳❰✳ Ïðèøëÿê✱ ➹ëàäê✐ ìíîãîâèäè✳ ➹åîìåòðè÷í✐ òà
òîïîëîã✐÷í✐ àñïåêòè✳ Ïðàö✐ ■íñò✳❒àò✳❮➚❮Ó✳ ❒àòåìàòèêà òà ➝➝ çàñòîñóâàííÿ✳✱ Ò✳✾✼✳ ✲
✃✳✿■íñò✳ìàòåì✳❮➚❮Ó✱ ✷✵✶✸✳ ✲ ✺✵✵ ñ✳

✺✳ ❒✳ ❒îðñ✱ Òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû òåîðèè ôóêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî✴ ïîä✳
ðåä✳ ❒àðêóøåâè÷ ➚✳➮✳ ✲ ❒✱ ✶✾✺✶✳

✻✳ ➍✳Ïîëóëÿõ✱ ➘åðåâà ÿê ìíîæèíè ð✐âíÿ ïñåâäîãàðìîí✐÷íèõ ôóíêö✐é íà ïëîùèí✐ ✴✴
Ó❒➷✱ ✻✺✱ ➑ ✼✱ ✭✷✵✶✸✮✱ ✾✼✹✲✾✾✺✳

■✳➚✳ Þð÷óê

❮àö✐îíàëüíèé àâ✐àö✐éíèé óí✐âåñèòåò✱ ✃è➝â✱ Óêðà➝íà✳

❊✲♠❛✐❧✿ ✐②✉r❝❤❅✉❦r✳♥❡t



❉❖■✿ ❤tt♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✺✻✼✸✴✷✵✼✷✲✾✽✶✷✳✹✴✷✵✶✹✳✹✶✹✹✺

➶ëàñòèâîñò✐ ïñåâäîãàðìîí✐÷íî➝ ôóíêö✐➝ ✺✾

■r②♥❛ ■✉r❝❤✉❦

Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ à ♣s❡✉❞♦✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ ❝❧♦s❡❞ ❞♦♠❛✐♥

▲❡t f : D → R ❜❡ ❛ ♣s❡✉❞♦✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ k−❝♦♥♥❡❝t❡❞

♦r✐❡♥t❡❞ ❝❧♦s❡❞ ❞♦♠❛✐♥ D ⊂ C ✇❤♦s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝❧♦s❡❞ ❏♦r❞❛♥ ❝✉r✈❡s

γ0✱ γ1✱ . . .✱ γk✱ 0 ≤ k < ∞✳ ❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤

❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❛t t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢

D ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ✐s s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❧♦❝❛❧ ❡①tr❡♠❛ ♦♥ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r②✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✐t ✐s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ❛♥② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❢❛♠✐❧② ✇❤✐❝❤ ✐s ❛

❞✐❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ D ❛♥❞ s✉❝❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❧❡✈❡❧ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧

♦r s❡♠✐r❡❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s ♦❢ f ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ✐s

❛ ❝❧♦s❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ❤❛✈✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤r❡❡ t②♣❡s ✭❛ r✐♥❣✱ ❛ str✐♣ ♦r ❛ s❡❝t♦r✮✳ ❋♦r t❤❡

✜rst✱ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦ ❝♦♠♠♦♥

♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ∂D ❛♥❞ ❧❡✈❡❧ ❝✉r✈❡ ❛t ❛♥② ✐♥♥❡r ♣♦✐♥t ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❝✐r❝❧❡✳ ❆s

✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞✱ t❤❡✐r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❤❛✈❡ ♦♥❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t

❛♥❞ t❤❡✐r ❧❡✈❡❧ ❝✉r✈❡s ❛t ❛♥② ✐♥♥❡r ♣♦✐♥t ❛r❡ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❛ ❝❧♦s❡❞ s❡❣♠❡♥t✳

❚❤❡r❡ ✐s ❞✐❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛r❝s ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝✉r✈❡s✳ ■❢ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❛

str✐♣✱ t❤❡♥ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ❛r❝s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ ❡✐t❤❡r ♦♥❡ ♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t

❜♦✉♥❞❛r② ❝✉r✈❡s γi✳ ■❢ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❛ s❡❝t♦r✱ t❤❡♥ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❡ ❛r❝

♦❢ s♦♠❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝✉r✈❡s✳ ❇② ❛✉t❤♦r s♦♠❡ st❛t❡♠❡♥ts ✉s❡❞ ❢♦r ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠

♣r♦♦❢ ❛r❡ ♣r♦✈❡❞✳

❑❡②✇♦r❞s✳ Ps❡✉❞♦✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ k−❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❞♦♠❛✐♥✳


