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■íâàð✐àíòí✐ ì✐ðè íà ñèñòåìàõ áàãàòîãðàííèê✐â

➹åðàñ✐í ❰ëåêñ✐é ■âàíîâè÷

➚íîòàö✐ÿ ➶ ñòàòüå àâòîð ðàññìàòðèâàåò ìíîãîãðàííûå îáîáùåííî âûïóê✲

ëûå ìíîæåñòâà✳ Ñâîéñòâà îáîáùåííî âûïóêëûõ ìíîæåñòâ èñïîëüçóþòñÿ

ïðè âû÷èñëåíèè èíâàðèàíòíûõ ìåð íà ñîâîêóïíîñòè ìíîãîãðàííèêîâ✳ Ïðåä✲

ëàãàåìûé ìåòîä è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äàþò âîçìîæíîñòü

íàõîäèòü èíâàðèàíòíûå ìåðû ïðè ðåøåíèè ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷è

òîìîãðàôèè✳

✃ëþ÷îâ✐ ñëîâà ➮íâàðèàíòíàÿ ìåðà✱ ìíîãîãðàííèêè✱ îáîáùåííî âûïóêëûå

ìíîæåñòâà✱ òåîðåìà ✃ðîôòîíà✱ ìåðà ãèïåðïëîñêîñòåé✱ çàäà÷à òîìîãðàôèè✳

Ó➘✃ ✺✶✾✳✻

✶ ➶ñòóï

➪✐ëüø✐ñòü ì✐íåðàë✐â ìà➵ êðèñòàë✐÷íó áóäîâó ó âèãëÿä✐ ð✐çíèõ áàãàòîãðàííè✲

ê✐â✳ ➘óæå ïë✐äíèì ìåòîäîì âèâ÷åííÿ ãåîìåòðè÷íî➝ áóäîâè ïðèðîäíèõ îá✬➵ê✲

ò✐â✱ êðèñòàë✐â îðãàí✐÷íèõ òà íåîðãàí✐÷íèõ ðå÷îâèí ➵ ìåòîä ðåíòãåíîñòðóê✲

òóðíîãî àíàë✐çó✳ ➶✐í çàñíîâàíèé íà òîìó✱ ùî âñÿêà ðå÷îâèíà âîëîä✐➵ çäàò✲

í✐ñòþ ðîçñ✐þâàòè ïàäàþ÷å íà íüîãî âèïðîì✐íþâàííÿ✱ çîêðåìà ðåíòãåí✐âñü✲

êå✳ Ïðè öüîìó ðîçñ✐ÿííÿ ðåíòãåí✐âñüêèõ ïðîìåí✐â êðèñòàëàìè çíàõîäèòüñÿ

â ïåâí✐é â✐äïîâ✐äíîñò✐ ç ðîçòàøóâàííÿì àòîì✐â â êðèñòàë✐✳ ❰ñòàíí✐é ÷àñ

ðîçâèâàëàñü îáëàñòü ìàòåìàòèêè✱ ùî çàéìà➵òüñÿ ðîçðîáêîþ ìàòåìàòè÷íèõ

ìåòîä✐â ✐ àëãîðèòì✐â â✐äíîâëåííÿ âíóòð✐øíüî➝ ñòðóêòóðè îá✬➵êòó çà ïðîåê✲

ö✐éíèìè äàíèìè✳ ➬îêðåìà✱ ð✐øåííÿìè ïðÿìî➝ ✐ çâîðîòíî➝ çàäà÷✐ òîìîãðàô✐➝✳

Öèì ïðîáëåìàì ✐ ïðèñâÿ÷åíà äàíà ðîáîòà✳
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✶✳✶ ➚íàë✐ç îñòàíí✐õ äîñë✐äæåíü ✐ ïóáë✐êàö✐é

➶ êëàñè÷í✐é çàäà÷✐ ➪þôôîíà ïðî ãîëêó âæå íåÿâíî áóëà ïðèñóòíÿ ✐äåÿ ââå✲

äåííÿ ì✐ð â ïðîñòîð✐ ïðÿìèõ íà ïëîùèí✐✳ Ï✐çí✐øå ✧ïðèðîäíèì ðîçïîä✐ëîì✧

ïðÿìî➝ ❣ âèçíà÷èëè ì✐ðó✱ â✐äíîñíî ÿêî➝ êîíãðóåíòí✐ ì✐æ ñîáîþ ãåîìåòðè÷í✐

ïîä✐➝ îòðèìóþòü ð✐âí✐ ì✐ðè✳

Ïîò✐ì áóëî ïîêàçàíî ➵äí✐ñòü äèôåðåíö✐àëüíèõ åëåìåíò✐â✱ ÿê✐ ✐íâàð✐àíòí✐

â✐äíîñíî ãðóïè âñ✐õ òðàíñëÿö✐é ✐ ïîâîðîò✐â íà ïëîùèí✐ ✭Ïóàíêàðå✱✶✾✶✷ ð✳✮ ✐

ïðîñòîð✐ ✭Ïîéà✱✶✾✶✼ ð✳✮✳

➬àäà÷ó ïðî ✐íâàð✐àíòí✐ ì✐ðè íà ñèñòåìàõ îïóêëèõ ìíîæèí íà ïëîùèí✐

ïîñòàâèâ✱ àëå íå âèð✐øèâ àíãë✐éñüêèé ìàòåìàòèê Ñ✐ëüâåñòð ❬✶✶❪✳ Ïîâí✐ñòþ

çàäà÷à áóëà ðîçâ❵ÿçàíà ➚ìáàðöóìÿíîì ❬✶❪✱ àëå äëÿ ìíîæèí✱ ùî íå çíàõî✲

äÿòüñÿ íà ïëîùèí✐ ó çàãàëüíîìó ïîëîæåíí✐ ✭òîáòî æîäí✐ òðè âåðøèíè ãîë✲

êè íå íàëåæàòü äî îäíî➝ ïðÿìî➝✮✳ Ï✐çí✐øå öÿ óìîâà áóëà çíÿòà ✐ çðîáëåíî

óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè ✃ðîôòîíà íà áàãàòîâèì✐ðíèé âèïàäîê ❬✹✱✺❪✳

➶ ïðîöåñ✐ äîñë✐äæåíü✱ ïîâ❵ÿçàíèõ ç äàíîþ ðîáîòîþ âèÿâèëîñü✱ ùî ïðè✲

ðîäíèì àïàðàòîì äëÿ ð✐øåííÿ çàäà÷ ïîâ❵ÿçàíèõ ç ✐íâàð✐àíòíèìè ì✐ðàìè✱ ➵

(n − 1)✲îïóêë✐ ìíîæèíè✱ ÿê✐ çàïðîïîíóâàâ ó ✶✾✽✼ ðîö✐ ➬åë✐íñüêèé ❬✽❪✳ ➶ëà✲

ñòèâîñò✐ (n− 1)✲îïóêëèõ ìíîæèí äîñèòü äîñë✐äæåí✐ ❬✷✱✸❪✳

✶✳✷ ❒åòà ñòàò✐

➶èìîãà ✧ìíîæèíè✱ ùî íå çíàõîäÿòüñÿ ó ïðîñòîð✐ ó çàãàëüíîìó ïîëîæåí✲

í✐✧ ïåðåäáà÷à➵✱ òàêå ðîçòàøóâàííÿ áàãàòîãðàííèê✐â â òðèâèì✐ðíîìó ïðî✲

ñòîð✐✱ ùî íå ✐ñíó➵ æîäí✐é ïðÿì✐é✱ â ïðîñòîð✐✱ ÿêà ïåðåòèíàëà á ìåæ✐ òðüîõ ✐

á✐ëüø áàãàòîãðàííèê✐â✳ Ò✳ å✳ àïð✐îð✐✱ ìåòîäèêà✱ ùî âèêîðèñòà➵òüñÿ ❬✶❪ òà ❬✾❪✱

íå ïðèäàòíà äëÿ ìîäóëþâàííÿ êðèñòàë✐÷íèõ ðåø✐òîê✳ ➘îñë✐äèòè ìåòîäèêó

îá÷èñëåíü ✷✲ì✐ð çà äîïîìîãîþ óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè ✃ðîôòîíà íà ñèñòåì✐

äâîõ áàãàòîãðàííèê✐â✱ âèêîðèñòàâ âëàñòèâîñò✐ ✷✲îïóêëèõ áàãàòîãðàííèê✐â ✐

ñïåö✐àëüíèõ F ✲ìíîæèí✳ Öå äà➵ çìîãó✱ îòðèìàí✐ ðåçóëüòàòè óçàãàëüíèòè íà

ìíîæèíó✱ ùî ñêëàäà➵òüñÿ ñ áàãàòüîõ êîìïîíåíò✲áàãàòîãðàííèê✐â✱ äîâ✐ëüíî

ðîçòàøîâàíèõ✳

✷ ➶èêëàä îñíîâíîãî ìàòåð✐àëó

➶èçíà÷åííÿ îñíîâíèõ ïîíÿòü✱ ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ðîáîò✐✱ ìîæíà çíàéòè

â ❬✷ ✲ ✺❪✳ ❮àì çíàäîáèòüñÿ ïîíÿòòÿ (n − 1)✲îïóêëî➝ ìíîæèíè ❬✽❪ òà îïóêëî➝

îáîëîíêè ❬✾❪✳
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■íâàð✐àíòí✐ ì✐ðè íà ñèñòåìàõ áàãàòîãðàííèê✐â ✽✺

❰çíà÷åííÿ ✶ ❒íîæèíà A ⊂ Rn ìà➵ íàçâó (n−1)✲îïóêëà✱ ÿêùî ÷åðåç áóäü✲

ÿêó òî÷êó x ∈ Rn \A✱ ìîæíà ïðîâåñòè ã✐ïåðïëîùèíó H✱ ùî íå ïåðåòèíà➵

A✳

❰çíà÷åííÿ ✷ ❰ïóêëèé ïåðåòèí óñ✐õ îïóêëèõ ìíîæèí✱ ùî ì✐ñòÿòü çàäà✲

íó ìíîæèíó A ⊂ Rn✱ íàçèâàþòü îïóêëîþ îáîëîíêîþ ìíîæèíè A ✐ îçíà÷à✲

þòü

Â = conv(A) =
⋂

K⊃A

K,

äå K ➵ îïóêëà ìíîæèíà✳

Òàê ñàìî ìîæíà âèçíà÷èòè ïîíÿòòÿ (n− 1)✲îïóêëî➝ îáîëîíêè✳

❒à➵ìî âèçíà÷åííÿ F ✲ìíîæèí ✭❋❛❝❡ ♦❢ s❡t✮✳

❰çíà÷åííÿ ✸ ❮åõàé A✱ ìíîæèíà✱ ùî ñêëàäà➵òüñÿ ç äâîõ íå ïîðîæí✐õ

îïóêëèõ êîìïîíåíò A1 ✐ A2 òîä✐ äëÿ îïóêëî➝ îáîëîíêè Â ìíîæèíè ìà➵

ì✐ñöå ð✐âí✐ñòü ✭äèâ✳ â ❬ ✷ ❪✮

Â = conv(A1 ∪A2) =
⋃

x1 ∈ A1

x2 ∈ A2

x1 x2.

➘ëÿ êîæíîãî â✐äð✐çêà x1x2 âèçíà÷èìî òî÷êè f1 ∈ A1 ✐ f2 ∈ A2 íàé✲

á✐ëüø áëèçüêî ðîçòàøîâàí✐ äî òî÷îê x1 ∈ A1 ✐ x2 ∈ A2 â✐äïîâ✐äíî✳ ➶èçíà✲

÷èìî ìíîæèíè Fi✱ i = 1, 2✱ ÿê ñóêóïí✐ñòü òî÷îê✱ ïîáóäîâàíèõ äëÿ âñ✐ëÿêèõ

â✐äð✐çê✐â x1x2✳

❰÷åâèäíî✱ ùî F1 ⊂ ∂A1 òà F2 ⊂ ∂A2✳ ➶ ❬ ✷✱✸ ❪ ïîêàçàí✐ âëàñòèâîñò✐ ìíî✲

æèí Fi, i = 1, 2 äëÿ (n− 1)✲îïóêëèõ ìíîæèí✳

❰çíà÷åííÿ ✹ ❮åõàé µ2✱ σ✲ñê✐í÷åííà ì✐ðà ó ïðîñòîð✐ ïëîùèí✱ ✐íâàð✐àíòíà

â✐äíîñíî ãðóïè âñ✐õ òðàíñëÿö✐é ✐ ïîâîðîò✐â ó R3✳ ➬ ❬✶❪ çâ✐ñíî✱ ùî

µ2(K) =
1

2π

π

2∫

0

2π∫

0

l(ρϑϕK) sinϑ dϕdϑ, ✭✶✮

äå K ⊂ R3 ✲ êîìïàêòíà îïóêëà ìíîæèíà✱ µ2(K) ✲ ì✐ðà ïëîùèí✱ ÿê✐ ïå✲

ðåòèíàþòü ìíîæèíó ✱ l(ρϑϕK) ✲ äîâæèíà îðòîãîíàëüíî➝ ïðîåêö✐➝ K íà

ïðÿìó✱ ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ✭✵✱✵✱✵✮ ó íàïðÿìêó (sinθcosϕ, sinθsinϕ, cosϕ)✳
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❰çíà÷åííÿ ✺ ➘ëÿ áàãàòîãðàííèêà M ⊂ R3 ➵ ôîðìóëà ì✐ðè ìíîæèíè âñ✐õ

ïëîùèí✱ ùî ïåðåòèíàþòü M ✳

µ2(M) =
1

4π

n∑

i=1

(π − αi)li, ✭✷✮

äå li äîâæèíà i✲ãî ðåáðà✱ αi ✕ äâîãðàííèé êóò ì✐æ ãðàíÿìè✱ ÿê✐ óòâîðþþòü

i✲➵ ðåáðî✳

❒✐ðó ïëîùèí ó òðèâèì✐ðíîìó ïðîñòîð✐ áóäåìî íàçèâàòè 2✲ì✐ðà✱ àáî µ2✳

❒✐íêîâñüêèì âèçíà÷åíà ñóìà âèïóêëèõ ìíîæèí A⊕B ❬✾❪✳

❰çíà÷åííÿ ✻ ❮åõàé A ✐ B ✕ íåïóñò✐ îïóêë✐ ìíîæèíè ó R3✱ ðàä✐óñ✲âåêòîðè

òî÷îê a ∈ A ✐ b ∈ B ñï✐ââ✐äíåñåí✐ äî ïî÷àòêó êîîðäèíàò 0✳ Òîä✐ ✭çàëåæíó

â✐ä âèáîðó 0✮ ìíîæèíó

A⊕B = {z ∈ Rn|z = a+ b, a ∈ A, b ∈ B}

áóäåìî íàçèâàòè ñóìîþ A ✐ B✳

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç KS ìíîæèíó✱ ñèìåòðè÷íó îïóêë✐é ìíîæèí✐ â✐äíîñíî

öåíòðà âàãè ìíîæèíè ❬✺❪✳

❰çíà÷åííÿ ✼ ❮åõàé B ⊂ Rn ✲ ìíîæèíà✱ ÿêà ñêëàäà➵òüñÿ ç äâîõ îáìåæå✲

íèõ îïóêëèõ ìíîæèí B1 ✐ B2 ✱ O1 ✐ O2 ✕ öåíòðè âàãè ò✐ë B1 ✐ B2✱ â✐äïîâ✐äíî

✐ íåõàé BN
2 = t(B2 ⊕ BS

1 ) ✭i = 1, 2✮✱ äå t ✖ òðàíñëÿö✐ÿ ìíîæèí (B2 ⊕ BS
1 )

✱ ïðè ÿê✐é öåíòð òÿæ✐ííÿ éîãî ñï✐âïàäà➵ ç öåíòðîì òÿæ✐ííÿ ìíîæèíè

B2✳ Ïîçíà÷èìî ÷åðåç BD
2 ìíîæèíó conv(0 ∪ BN

2 )✱ à µn−1(> B1, B2 <) ì✐ðó

ã✐ïåðïëîùèí✱ ùî ðîçä✐ëÿþòü ìíîæèíè Bi ✭✐ ❂ ✶✱✷✮ ❬✺❪✳

➘àë✐ ìà➵ìî óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè ✃ðîôòîíà íà áàãàòîâèì✐ðíèé ïðîñò✐ð✳

Òåîðåìà ✶ ❮åõàé B ⊂ Rn ✲ ìíîæèíà✱ ÿêà ñêëàäà➵òüñÿ ç äâîõ îáìåæå✲

íèõ îïóêëèõ ìíîæèí B1 ✐ B2✳ Òîä✐ ì✐ðà ìíîæèíè âñ✐õ ã✐ïåðïëîùèí✱ ùî

ðîçä✐ëÿþòü ìíîæèíè B1 ✐ B2✱ äîð✐âíþ➵✿

µn−1(> B1, B2 <) = µn−1(BD
2 )− µn−1(BN

2 ). ✭✸✮

➘îêàç íàäàíî ❬✺❪✳

Ó ❬✶✵❪ ñòîð✳ ✶✾✹✕✶✾✼ âêàçàí✐ ✐íòåãðàëè ñåðåäíüî➝ êðèâèçíè M(K) äåÿêèõ

îïóêëèõ ìíîæèí✳ ■ñíó➵ íàñòóïíå ñï✐ââ✐äíîøåííÿ ì✐æ ✐íòåãðàëàìè ñåðåäíüî➝

êðèâèçíè òà µ2(K) ì✐ðîþ ìíîæèíè âñ✐õ ïëîùèí✱ ùî ïåðåòèíàþòü ìíîæèíó

K✳

µ2(K) =
M(K)

2π
.
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❒à➵ìî íàñòóïí✐ µ2(K) îïóêëèõ áàãàòîãðàííèê✐â K ⊂ R3✳

Ïðèêëàä ✶✳

à✮ ➘ëÿ òåòðàåäðà ç äîâæèíîþ ðåáðà a òà ðàä✐óñîì îïèñàíî➝ ñôåðè R✿

µ2(K) =

√
6R arccos(− 1

3 )

π
=

3a arccos(− 1
3 )

2π
.

á✮ ➘ëÿ êóáà ç äîâæèíîþ ðåáðà a✿

µ2(K) =
3a

2
.

â✮ ➘ëÿ ïëîñêî➝ îïóêëî➝ ìíîæèíè K ç ïåðèìåòðîì P ✱ ÿêó ðîçãëÿäà➵ìî ÿê

îïóêëó ìíîæèíó ó R3✱ ìà➵ìî✿

µ2(K) =
P

4
.

Ïðîïîçèö✐ÿ ✶ ❒✐ðà ìíîæèíè âñ✐õ ïëîùèí✱ ùî ïåðåòèíàþòü ïðÿìó ï✐ðà✲

ì✐äó âèñîòîþ H = λa✳ λ ≥ 0, îñíîâà ÿêî➝ ïðàâèëüíèé òðèêóòíèê ç✐

ñòîðîíîþ ❛✱ äîð✐âíþ➵✿

µ2(P ) =
3

4π

(
a
√
3(1 + 3λ2)

3
arccos

(1− 6λ2)

(1 + 12λ2)
+ a arccos

(
− 1√

1 + 12λ2

))

äå λ = H
a
✳

➘îâåäåííÿ ✶ Ïîçíà÷èìî âèñîòó ï✐ðàì✐äè H = λa✱ λ ≥ 0, äëÿ òåòðàåä✲

ðó λTET =
√
6
3 . ➶èêîðèñòàâøè ôîðìóëè àíàë✐òè÷íî➝ ãåîìåòð✐➝✱ çíàéäåìî

âåðøèíè ïðÿìî➝ ï✐ðàì✐äè ✿

P0 = (0, 0, 0), P1 = (λa, 0,

√
3

3
),

P2 = (λa, −a

2
, −a

√
3

6
), P3 = (λa,

a

2
, −a

√
3

6
).

➘ëÿ îá÷èñëåíü êóòà ì✐æ ãðàíÿìè çíàéäåìî âåêòîðè✱ ùî âèõîäÿòü ç

âåðøèíè P0 ✿

V0 = (λa, 0, 0 ), V1 = (λa, 0,

√
3

3
),

V2 = (λa, −a

2
, −a

√
3

6
), V3 = (λa,

a

2
,−a

√
3

6
), .

Ïîò✐ì çíàéäåìî âåêòîð íîðìàë✐ äî ïëîùèíè✱ ùî ïðîõîäèòü êð✐çü òî÷êè

P0, P1, P2 ✿

n2 1 = [V2 × V1] =

∣∣∣∣∣∣∣

i j k

λa −a
2 −a

√
3

6

λa 0 a
√
3

3

∣∣∣∣∣∣∣
= −a2

√
3

6
i − λa2

√
3

2
j +

λa2

2
k
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Òà âåêòîð íîðìàë✐ äî ïëîùèíè✱ ùî ïðîõîäèòü êð✐çü òî÷êè P0, P1, P2 ✿

n1 3 = [V1 × V3] = −a2
√
3

6
i +

λa2
√
3

2
j +

λa2

2
k

❰á÷èñëèìî êîñèíóñ êóòà ì✐æ öèìè âåêòîðàìè çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè

êîñèíóñà✳

Ñêàëÿðíèé äîáóòîê

(n21 · n13) =
a4

12
− λ2a4

2
.

✃óò ì✐æ íîðìàëÿìè

∠(n12, n13) = arccos
(n12 · n13)

|n21| · |n12|
, = arccos

(1 − 6λ2)

(1 + 12λ2)

Òåïåð îá÷èñëèìî êóò ì✐æ áîêîâîþ ãðàííþ òà îñíîâîþ✱ äëÿ öüîãî îá÷èñ✲

ëèìî êîñèíóñ êóòà ì✐æ âåêòîðàìè V0 = (λa, 0, 0 )òà n21 = [V2 × V1] ✿

∠(V0, n21) = arccos
(V0 · n21)

|V0| · |n21|
= arccos

(
− 1√

1 + 12λ2

)

➘îâæèíà áîêîâî➝ ãðàí✐ äîð✐âíþ➵
a
√

3(1+3λ2)

3 . ➶ îñíîâ✐ êâàäðàò ç✐ ñòî✲

ðîíîþ ✳ ➬ ôîðìóëè äëÿ áàãàòîãðàííèêà ìà➵ìî✿

µ2(P ) =

=
3

4π

(
a
√

3(1 + 3λ2)

3
arccos

(1 − 6λ2)

(1 + 12λ2)
+ a arccos

(
− 1√

1 + 12λ2

))

➘ëÿ òåòðàåäðó λTET =
√
6
3 ✱ êóò ìà➵ çíà÷åííÿ arccos(− 1

3 ) ✳ ➘èâ✳ ïðèêëàä ✶✱

à✳

Ïðîïîçèö✐ÿ ✷ ❮åõàé B ⊂ R3✲ ìíîæèíà✱ ÿêà ñêëàäà➵òüñÿ ç äâîõ îáìå✲

æåíèõ îïóêëèõ ìíîæèí B1 ✕ ïðàâèëüíèé òðèêóòíèê ç✐ ñòîðîíîþ ❛ ✐ B2

✲ òðèêóòíèê ïåðåòâîðåíèé ç òðèêóòíèêà B1✱ çà äîïîìîãîþ öåíòðàëüíî➝

ñèìåòð✐➝ òà ïàðàëåëüíèì çñóâîì ïî îñ✐ ❖❨ íà â✐äñòàíü H = λa✳ λ ≥ 0✳

Òîä✐ ì✐ðà ìíîæèíè âñ✐õ ã✐ïåðïëîùèí✱ ùî ðîçä✐ëÿþòü ò✐ëà B1 ✐ B2 äîð✐â✲

íþ➵✿

µ2(> P1, P2 <) =

=
3

4π

(
a
√
3(1 + 3λ2)

3
arccos

(1− 6λ2)

(1 + 12λ2)
+ a arccos

(
− 1√

1 + 12λ2

)
− a

2

)
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➘îâåäåííÿ ✷ ➬ ïðîïîçèö✐➝ ✶✿

µ2(PD
2 ) =

=
3

4π

(
a
√

3(1 + 3λ2)

3
arccos

(1 − 6λ2)

(1 + 12λ2)
+ a arccos

(
− 1√

1 + 12λ2

))

❒íîæèíà PD
2 ïðàâèëüíèé òðèêóòíèê ç✐ ñòîðîíîþ ✷❛✱ òîìó

µ2(PN
2 ) =

3a

2

➬ òåîðåìè ✶✱ ìà➵ìî µ2(> P1, P2 <) äîð✐âíþ➵

µn−1(PD
2 )− µn−1(PN

2 ) =

=
3

4π

(
a
√

3(1 + 3λ2)

3
arccos

(1− 6λ2)

(1 + 12λ2)
+ a arccos

(
− 1√

1 + 12λ2

)
− a

2

)

äå λ = H
a
✳

➬àóâàæåííÿ ✶ Ïðîïîçèö✐ÿ ✷ äà➵ çìîãó îá÷èñëèòè ✐íâàð✐àíòí✐ ì✐ðè äëÿ

äâîõ áàãàòîãðàííèê✐â✱ F ✲ìíîæèíè ❬✹❪ ÿêèõ ñêëàäàþòüñÿ ç ïðàâèëüíèõ

òðèêóòíèê✐â✳ Ïîò✐ì✱ ìîæëèâî óçàãàëüíåííÿ ðåçóëüòàò✐â íà ñóêóïíîñò✐

ê✐íöåâîãî ÷èñëà áàãàòîãðàííèê✐â✳

Ïðîïîçèö✐ÿ ✸ ❒íîæèíè B1 ✐ B2 ✲ äâà êâàäðàòè ç✐ ñòîðîíîþ à ✱ ùî ñòâî✲

ðåí✐ ïàðàëåëüíèì çñóâîì íà â✐äñòàíü H = λa, λ ≥ 0✿

B1 = {(x, y, z) : x = 0;−a

2
≤ y ≤ a

2
a;−a

2
≤ z ≤ a

2
}

B2 = {(x, y, z) : x = H;−a

2
≤ y ≤ a

2
a;−a

2
≤ z ≤ a

2
}.

Òîä✐ ì✐ðà ìíîæèíè âñ✐õ ã✐ïåðïëîùèí✱ ùî ðîçä✐ëÿþòü ìíîæèíè B1 ✐ B2

äîð✐âíþ➵✿

µ2(> B1 , B2 <) = µ2(BD
2 ) − µ2(BN

2 )

µ2(BD
2 )− µ2(BN

2 ) =
1

π
(arccos(

1

12+, 4λ2
) · a

√
2 + λ2 + 2a(π − arctg(λ))− 2a

äå λ = H
a
✳
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➘îâåäåííÿ ✸ ➬ã✐äíî ç òåîðåìîþ ✶✱ ìà➵ìî✿

BN
2 = {(x, y, z) : x = H;−a ≤ y ≤ a; = −a ≤ z ≤ a}

BD
2 ✲ ï✐ðàì✐äà ç âåðøèíîþ ó òî÷ö✐ ✭✵✱✵✱✵✮ ✐ îñíîâîþ ✲ êâàäðàòîì ✱ ç

ñòîðîíîþ ✷❛✳ ➪îêîâ✐ ðåáðà ï✐ðàì✐äè ìàþòü äîâæèíó ✿

|▲ | =
√

2a2 +H2 = a
√
2 + λ2.

➶èêîðèñòàâøè ôîðìóëè àíàë✐òè÷íî➝ ãåîìåòð✐➝✱ àíàëîã✐÷íî ïðèêëàäó ✶✱

çíàéäåìî âåðøèíè ïðÿìî➝ ï✐ðàì✐äè✳ Ïîò✐ì îá÷èñëèìî âåêòîðè íîðìàë✐ äî

ãðàíåé ✐ â✐äïîâ✐äí✐ äâîãðàíí✐ êóòè✳ ❒à➵ìî✿

µ2(BD
2 ) =

1

π
(arccos(

a2

a2 + 4H2
) ·

√
2a2 + H2 + 2a (π − arctg(

H

a
)))

Òîáòî

µ2(BD
2 ) =

1

π
(arccos(

1

12 + 4λ2
) · a

√
2 + λ2 + 2a (π − arctg(λ)))

➶èêîðèñòàâøè ôîðìóëó ïðèêëàäó ✶✱ âèïàäîê â✮✱ ìà➵ìî

µ2(> K1,K2 <) =
1

π
(arccos(

1

12 + 4λ2
) · a

√
2 + λ2 + 2a (π − arctg(λ)− 2)

äå λ = H
a
✳

Ïðîïîçèö✐ÿ ✹ ❮åõàé K ⊂ R3 ✲ ìíîæèíà✱ ÿêà ñêëàäà➵òüñÿ ç äâîõ K1 ✐ K2

êóá✐â✱ ùî ñòâîðåí✐ ïàðàëåëüíèì çñóâîì íà â✐äñòàíü✿

K1 = {(x, y, z) : −a ≤ x ≤ 0;−a

2
≤ y ≤ a

2
a;−a

2
≤ z ≤ a

2
}

K2 = {(x, y, z) : H ≤ x ≤ H + a;−a

2
≤ y ≤ a

2
a;−a

2
≤ z ≤ a

2
}.

Òîä✐ ì✐ðà ìíîæèíè âñ✐õ ã✐ïåðïëîùèí✱ ùî ðîçä✐ëÿþòü ò✐ëà K1 ✐ K2 äîð✐â✲

íþ➵✿

µ2(> K1,K2 <) =
3a

π
(arccos(

1

12 + 4λ2
) · a

√
2 + λ2 + 6 (π − arctg(λ)− 2)

➘îâåäåííÿ ✹ ➶✐äì✐òèìî✱ ùî äëÿ ò✐ë K1 ✐ K2 ❋✲ìíîæèíè ➵ äâà êâàäðàòè

B1 ✐ B2✱ â✐äïîâ✐äíî ✭ Ïðîïîçèö✐ÿ ✸✮✳ ➬ öüîãî ñë✐äó➵ ôîðìóëà✳

➬à äîïîìîãîþ ïðîïîçèö✐➝ ✹ ìè ìà➵ìî ïðîâåñòè íàñòóïí✐ îá÷èñëåííÿ✳
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Ïðîïîçèö✐ÿ ✺ ❮åõàé K ⊂ R3 ✲ ìíîæèíà✱ ÿêà ñêëàäà➵òüñÿ ç ✽ êóá✐â Ki✱

i = 1, 8✱ ç✐ ñòîðîíîþ ✱ ùî ñòâîðåí✐ ïàðàëåëüíèì çñóâîì ✐ öåíòðè ÿêèõ✱

çíàõîäÿòüñÿ ó âåðøèíàõ êóáó ç✐ ñòîðîíîþ a+ b✱ 0 < b < a✳ Òîä✐ ì✐ðà ìíî✲

æèíè âñ✐õ ã✐ïåðïëîùèí✱ ùî ïåðåòèíàþòü ìíîæèíó K ✐ íå ïåðåòèíàþòü✱

òîáòî ðîçä✐ëÿþòü êóáè Ki✱ i = 1, 8✳ ➘îð✐âíþ➵

µ2(> Ki, i = 1, 8 <) =

=
6(λ+ a+ b)

π
(arccos(

1

1 + 4λ2
) ·
√

2 + λ2 + 6(π − arctg(λ)− 2)

äå λ = b
a+b

✳

➘îâåäåííÿ ✺ ➶✐äñòàíü ì✐õ êóáàìè✱ ùî çíàõîäÿòüñÿ íà ðåáð✐ êóáà äîð✐â✲

íþ➵ b✱ 0 < b < a✳ Ïîñê✐ëüêè b < a✱ ✐ñíó➵ òðè ìíîæèíè A1, A2, A3 ïëîùèí✱

ùî ðîçä✐ëÿþòü êóáè íà ñèñòåìè ïî ÷îòèðè êóáà✳ Ö✐ ìíîæèíè ìàþòü íà✲

çâó àòîìè ❬✾❪✳ ➬íàéäåìî îïóêëó îáîëîíêó✱ äëÿ êîæíî➝ ñèñòåìè ç ÷îòèðüîõ

êóá✐â✳ Öå çâîäèòü äîâåäåííÿ äî âèïàäêó ïðèêëàäó ✷✱ êâàäðàòè B1 ✐ B2 ìà✲

þòü ñòîðîíó✱ ùî äîð✐âíþ➵ a+b✱ à â✐äñòàíü ì✐æ íèìè b✳ Ó âèðàç òåîðåìè ✹

ï✐äñòàâëÿ➵ìî â✐äïîâ✐äí✐ çíà÷åííÿ a òà λ✳ Ïîìíîæóþ÷è éîãî íà ê✐ëüê✐ñòü

àòîì✐â✱ òîáòî ✸✱ ìà➵ìî ôîðìóëó ïðîïîçèö✐➝ ✹✳

✸ ➶èñíîâêè

➶ ñòàò✐ âèêîðèñòàíî óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè ✃ðîôòîíà íà òðèâèì✐ðíèé âèïà✲

äîê✳ ➶èêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñò✐ óçàãàëüíåíî îïóêëèõ ìíîæèí✱ îá÷èñëåí✐

✐íâàð✐àíòí✐ ✷✲ì✐ðè äëÿ äâîõ áàãàòîãðàííèê✐â✱ F ✲ìíîæèíè ÿêèõ ñêëàäàþòü✲

ñÿ ç ïðàâèëüíèõ òðèêóòíèê✐â✱ àáî êâàäðàò✐â✳ ➘åÿê✐ ✐íø✐ âèïàäêè îïóêëèõ

ìíîæèí✱ F ✲ìíîæèíè ÿêèõ ìàþòü ó ñêëàä✐ êîëî✱ ôðàãìåíòè êóë✐ äèâ✳ ❬✼❪✳ ➘î✲

êàçàí✐ òåîðåìè äëÿ äâîõ áàãàòîãðàííèê✐â äîçâîëÿþòü óçàãàëüíèòè ðåçóëü✲

òàòè íà ñóêóïíîñò✐ ê✐íöåâîãî ÷èñëà áàãàòîãðàííèê✐â✳ Ïðîïîíîâàíèé ìåòîä

òà îäåðæàíèé ðåçóëüòàò îá÷èñëåíü✱ äàþòü çìîãó çíàõîäèòè ✐íâàð✐àíòí✐ ì✐ðè

ñóêóïíîñò✐ áàãàòîãðàííèê✐â✱ ùî ìîæå áóòè âèêîðèñòàíî ïðè ð✐øåíí✐ ïðÿìî➝
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