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✃ðèòåðèé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè äâó✲
ìåðíûõ îäíîðîäíûõ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé

➮ãîðü Þðüåâè÷ ➶ëàñåíêî

➚ííîòàöèÿ ➶ íàñòîÿùåå âðåìÿ â çàäà÷å îïèñàíèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ñòðî✲

åíèÿ è òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ïîëó÷åíî ìíîãî ðåçóëüòàòîâ✱ îòíî✲

ñÿùèõñÿ ê ðàçëè÷íûì êëàññàì îáðàòèìûõ îòîáðàæåíèé✖ ãîìåîìîðôèçìîâ

è äèôôåîìîðôèçìîâ✳ ➶ òî æå âðåìÿ íåîáðàòèìûå àâòîìîðôèçìû✱ ïî ñðàâ✲

íåíèþ ñ îáðàòèìûìè✱ ñðàâíèòåëüíî íå èçó÷åíû✳ ❰òîáðàæåíèÿ✱ îòëè÷íûå

îò ãîëîìîðôíûõ✱ è íåêîòîðûõ äðóãèõ ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ íåîáðàòèìûõ

îòîáðàæåíèé✱ òàêèõ✱ êàê îäíîìåðíûå îòîáðàæåíèÿ îòðåçêà✱ êàê ïðàâèëî✱

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ✏t❡rr❛ ✐♥❝♦❣♥✐t❛✑ äëÿ çàäà÷ òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôè✲

êàöèè✳ ➹îëîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ îäíîé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ÿâëÿþò✲

ñÿ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü îäíèì èç ñàìûõ èçó÷åííûõ êëàññîâ íåîáðàòèìûõ

âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé✳ ❰äíàêî è äëÿ íèõ êëàññèôèêàöèÿ äàæå ïîëèíî✲

ìîâ âòîðîãî ïîðÿäêà z2 + c ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé✳

➶ äàííîé ðàáîòå îïèñàíû íåêîòîðûå òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà è äàí

êðèòåðèé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ðàçâåòâ✲

ëåííûõ íàêðûòèé äâóìåðíîé ñôåðû✱ êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì

îáîáùåíèåì êëàññà âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé✱ ó êîòîðûõ êîîðäèíàòíûå

ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ìíîãî÷ëåíàìè ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè äâóõ

äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ✱ êëàññû òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿ✲

æåííîñòè✱ îäíîðîäíûå îòîáðàæåíèÿ✱ öèëèíäð
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❰äíîðîäíûå âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ ✷✺

Ó➘✃ ✺✶✼✳✾✸✽✳✺

❰òîáðàæåíèÿ èç îäíîãî ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå òîïîëîãè÷åñêè êëàññèôè✲

öèðóþòñÿ êàê êëàññû òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè✱ ò✳ å✳ çàìåíû êîîð✲

äèíàò ãîìåîìîðôèçìàìè â îáðàçå è ïðîîáðàçå✳ ➶ ñëó÷àå✱ êîãäà îòîáðàæå✲

íèå îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî â ñåáÿ✱ ñóùåñòâóþò è äðóãèå✱ áîëåå äåòàëüíûå

ñïîñîáû êëàññèôèêàöèè✱ äîïîëíèòåëüíî ïîäðàçäåëÿþùèå êëàññû òîïîëîãè✲

÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè✱ ýòî êëàññèôèêàöèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ëåâîãî èëè ïðà✲

âîãî äåéñòâèÿ ãîìåîìîðôèçìîì è êëàññèôèêàöèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî òîïîëîãè✲

÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ✭ò✳ å✳ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ✱ èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî

ñîïðÿæåííîñòè ãîìåîìîðôèçìîì✶✮✳

➘ëÿ êëàññèôèêàöèè ñ òî÷íîñòüþ äî òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ïî✲

ëó÷åíî ìíîãî ðåçóëüòàòîâ✱ îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçëè÷íûì êëàññàì îáðàòèìûõ

îòîáðàæåíèé✖ ãîìåîìîðôèçìîâ è äèôôåîìîðôèçìîâ✳ ➶ òî æå âðåìÿ íåîá✲

ðàòèìûå àâòîìîðôèçìû✱ ïî ñðàâíåíèþ ñ îáðàòèìûìè✱ ñðàâíèòåëüíî íå èçó✲

÷åíû✳ ❰òîáðàæåíèÿ✱ îòëè÷íûå îò ãîëîìîðôíûõ✱ è íåêîòîðûõ äðóãèõ ñïåöè✲

àëüíûõ êëàññîâ íåîáðàòèìûõ îòîáðàæåíèé✱ òàêèõ✱ êàê îäíîìåðíûå îòîáðà✲

æåíèÿ îòðåçêà✱ êàê ïðàâèëî✱ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ✏t❡rr❛ ✐♥❝♦❣♥✐t❛✑ äëÿ çàäà÷

òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè✳

➹îëîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ îäíîé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ÿâëÿþòñÿ íà

ñåãîäíÿøíèé äåíü îäíèì èç ñàìûõ èçó÷åííûõ êëàññîâ íåîáðàòèìûõ âíóò✲

ðåííèõ îòîáðàæåíèé✳ ❰äíàêî è äëÿ íèõ êëàññèôèêàöèÿ äàæå ïîëèíîìîâ

âòîðîãî ïîðÿäêà z2 + c ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé ✭ñì✳ ❬✷❪✮✳

➶ ýòîé ðàáîòå äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé äâóìåð✲

íîé ñôåðû Ĉ ✭è ïðè ýòîì íåðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé âëîæåííîãî öèëèíäðà

R
2 \ {0} ⊂ Ĉ✮✱ êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì êëàññà âíóòðåí✲

íèõ îòîáðàæåíèé✱ ó êîòîðûõ êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíû✲

ìè ìíîãî÷ëåíàìè ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ✱

áûëè èçó÷åíû íåêîòîðûå òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû ñîïðÿæåííîñòè✱ îïè✲

ñàíû èõ ñâîéñòâà è äàí êðèòåðèé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè✳

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ✳

➶íóòðåííèì îòîáðàæåíèåì áóäåì íàçûâàòü íåïðåðûâíûé îòêðûòûé ✭îá✲

ðàç ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà îòêðûò✮ êîíå÷íîêðàòíûé ✭ó êàæäîé òî÷êè

÷èñëî ïðîîáðàçîâ êîíå÷íî✮ ýïèìîðôèçì✳ Ïîäðîáíåå î âíóòðåííèõ îòîáðàæå✲

íèÿõ ñì✳ ❬✻❪✳

✶ f è g òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû✱ åñëè ∃ ãîìåîìîðôèçì h✿ fh = hg✳ Ïîäðîáíåå ñì✳ ❬✹❪✳



✷✻
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➮✳Þ✳ ➶ëàñåíêî

❰òîáðàæåíèå f : Rn → R
n íàçîâåì îäíîðîäíûì ïîðÿäêà k✱ åñëè ∀t ≥ 0

∀x ∈ R
n f(tkx) = tkf(x)✳

Ïóñòü Ĉ✖äâóìåðíàÿ ñôåðà✱ ÿâëÿþùàÿñÿ çàìûêàíèåì äâóìåðíîãî öè✲

ëèíäðà R
2 \ {0} òî÷êàìè 0 è ∞✱ è f : Ĉ → Ĉ✖ åãî âíóòðåííåå è îäíîðîäíîå

ïîðÿäêà k > 1 íåîáðàòèìîå îòîáðàæåíèå✱ íå èìåþùåå â öèëèíäðå R
2 \ {0}

îñîáûõ òî÷åê✱ ñ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ 0 è ∞✳

➬àìåòèì✱ ÷òî íå âñÿêîå îäíîðîäíîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì✳

❮àïðèìåð✱ îäíîðîäíîå ïîðÿäêà ✷ îòîáðàæåíèå (x, y) 7→ (x2, y2) ñêëàäûâàåò

áëèí÷èêîì îêðåñòíîñòü òî÷êè 0 è âíóòðåííèì íå ÿâëÿåòñÿ✳

❰áîçíà÷èì ÷åðåç O+
f (x) ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóòðàåêòîðèþ òî÷êè x✱ ò✳ å✳

ìíîæåñòâî {fn(x)| n ≥ 0}✳ ❰áîçíà÷èì ÷åðåç O−
f (x) îòðèöàòåëüíóþ ïîëóòðà✲

åêòîðèþ òî÷êè x✱ ò✳ å✳ ìíîæåñòâî {fn(x)| n < 0}✳ Øèðîêîé òðàåêòîðèåé

Of (x) òî÷êè x íàçîâåì ìíîæåñòâî ∪y∈O
+

f
(x)O

−
f (y)✳

Òàê êàê f ✖ êîíå÷íîêðàòíûé ýïèìîðôèçì✱ òî åñòåñòâåííî ýòè òðàåêòî✲

ðèè âîñïðèíèìàòü êàê íàáîðû èç îòäåëüíûõ òî÷åê✳

➶ îòëè÷èå îò ãîìåîìîðôèçìîâ✱ äëÿ êîòîðûõ òðàåêòîðèÿ òî÷êè â òî÷✲

íîñòè ñîñòîèò èç åå ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ïîëóòðàåêòîðèé✱ ó

âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé øèðîêàÿ òðàåêòîðèÿ òî÷êè èìååò è äðóãèå òî÷✲

êè✳ ➶âåäåì åùå îäíî åñòåñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî øèðîêîé òðàåêòîðèè òî÷✲

êè✱ êîòîðîå íå íèãäå íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ åå ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé

ïîëóòðàåêòîðèÿìè✱ êðîìå êàê â ñàìîé òî÷êå✳

❰ïðåäåëåíèå ✶ ❮åéòðàëüíûì ñå÷åíèåì òðàåêòîðèè òî÷êè x íàçîâåì

ìíîæåñòâî {f−n (fn(x)) | n ≥ 0}✳ ❰áîçíà÷èì åå ÷åðåç O⊥
f (x)✳

✃àê ëåãêî âèäåòü èç îïðåäåëåíèÿ✱ åñëè ñðåäè îáðàçîâ x íåò ïåðèîäè÷å✲

ñêîé òî÷êè✱ à f èìååò â òî÷êàõ îðáèòû áîëüøå îäíîãî ïðîîáðàçà✱ òî øèðîêàÿ

òðàåêòîðèÿ òî÷êè x ðàñïàäàåòñÿ íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé✱

ïðè÷åì êàæäîå íåéòðàëüíîå ñå÷åíèå ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê✳

❰ïðåäåëåíèå ✷ Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ áëóæäàþùåé òî÷êîé f ✱ åñëè íàéäåò✲

ñÿ òàêàÿ åå îêðåñòíîñòü U ✱ ÷òî fm(U) ∩ U = ∅ äëÿ âñåõ m ∈ Z✳

❰áùèå îïðåäåëåíèÿ ñóïåðáëóæäàþùèõ è ðàâíîìåðíî ñóïåðáëóæäàþùèõ

äàíû â ❬✸❪✳ ➘ëÿ êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ äàäèì çäåñü óïðîùåííîå îïðåäåëåíèå✱

èñïîëüçóÿ òîò ôàêò✱ ÷òî â ïîñòðîåííûõ ïðèìåðàõ áëóæäàþùåå ìíîæåñòâî

äâóñâÿçíî è ãîìåîìîðôíî öèëèíäðó✱ à ñóæåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ îòîáðàæå✲

íèé íà ýòîò öèëèíäð ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ãîìåîìîðôèçìîì✳
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❰äíîðîäíûå âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ ✷✼

❰ïðåäåëåíèå ✸ Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíî áëóæäàþùåé òî÷êîé f ✱

åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ åå ñâÿçíàÿ îêðåñòíîñòü U ✱ ÷òî ∀n ≥ 0 îòêðû✲

òîå ìíîæåñòâî f−n(fn(U)) ðàñïàäàåòñÿ íà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè òàêèå✱

÷òî ñóæåíèå f íà êàæäóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèç✲

ìîì è êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäíó òî÷êó

èç ìíîæåñòâà {f−n (fn(x))}✳

❰ïðåäåëåíèå ✹ Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ñóïåðáëóæäàþùåé òî÷êîé f ✱ åñëè

îíà áëóæäàþùàÿ è íåéòðàëüíî áëóæäàþùàÿ✳

❰áîçíà÷èì ÷åðåç Ω ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ ✭íå ÿâëÿþùèõñÿ áëóæ✲

äàþùèìè✮ òî÷åê✳ ❰áîçíà÷èì ÷åðåç Ω⊥ ìíîæåñòâî íåéòðàëüíî íåáëóæäàþ✲

ùèõ ✭íå ÿâëÿþùèõñÿ íåéòðàëüíî áëóæäàþùèìè✮ òî÷åê✳ ➬àìåòèì✱ ÷òî ýòî

çàìêíóòûå ìíîæåñòâà✳

❰ïðåäåëåíèå ✺ ➪ëóæäàþùàÿ òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé✱ åñëè ∀ǫ >

0 ∃δ(x) ✖ δ✲îêðåñòíîñòü òî÷êè x✱ è ∃N > 0 òàêîå✱ ÷òî ∀k > N è ∀k < −N

fk(δ(x)) ⊂ ǫ(Ω)✱ ãäå ǫ(Ω) ✖ ǫ✲îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà Ω✱ fk(δ(x)) ✖ îáðàç

δ(x) ïðè îòîáðàæåíèè fk✳

❒íîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ òî÷åê îòêðûòî✳

✃ðèòåðèé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè äâóìåðíûõ

îäíîðîäíûõ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé✳

❮àïîìíèì✱ ÷òî f : Ĉ → Ĉ✖ âíóòðåííåå è îäíîðîäíîå ïîðÿäêà k > 1

íåîáðàòèìîå ✭ñòåïåíè ❃✶✮ îòîáðàæåíèå✱ íå èìåþùåå â öèëèíäðå R
2 \ {0}

îñîáûõ òî÷åê✱ ñ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ 0 è ∞✳

❐åììà ✶ ∀x ∈ R
2 \ {0}✱ ∀t > 0✱ íåéòðàëüíûå ñå÷åíèÿ O⊥(x) è O⊥(tx)

ïîäîáíû ñ öåíòðîì ïîäîáèÿ â 0✳

➘îêàçàòåëüñòâî ➘îñòàòî÷íî ïîêàçàòü✱ ÷òî ∀t > 0 ∀ y ∈ O⊥(x) ty ∈ O⊥(tx)✱

Ðàññìîòðèì y ∈ O⊥(x)✳ Ïî îïðåäåëåíèþ✱ ∃n ≥ 0 y ∈ f−n(fn(x))✳ ❰áî✲

çíà÷èì z = fn(x)✳ ❮î â òî æå âðåìÿ z = fn(y)✳ ➮ç✲çà îäíîðîäíîñòè✱

fn(tx) = tknfn(tx) = tknz✳ ❮î ïî òîé æå ïðè÷èíå fn(ty) = tknfn(ty) = tknz✳

➮ç ýòîãî ñëåäóåò✱ ÷òî fn(ty) = fn(tx) è✱ ñëåäîâàòåëüíî✱ ty ∈ f−n(fn(tx)) è

ty ∈ O⊥(tx)✳ ❐åììà äîêàçàíà✳

❐åììà ✷ Ó îòîáðàæåíèÿ f òî÷êè 0 è ∞ îáëàäàþò îòêðûòûìè áàññåé✲

íàìè ïðèòÿæåíèÿ✳
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➮✳Þ✳ ➶ëàñåíêî

➘îêàçàòåëüñòâî Ðàññìîòðèì îáðàç äèñêà Dr✱ îãðàíè÷åííîãî îêðóæíîñòüþ

Sr âîêðóã öåíòðà êîîðäèíàò ðàäèóñà r ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ f ✳ Òî÷êà

0 ✖ íåïîäâèæíàÿ✱ ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè äèñêà Dr✱ à îòîáðàæåíèå f ✖

âíóòðåííåå✳ Ïîýòîìó åå îáðàç òî÷êà 0 òîæå ëåæèò âî âíóòðåííîñòè îáðàçà

äèñêà Dr✳ ➹ðàíèöà îáðàçà äèñêà Dr ëåæèò â îáðàçå îêðóæíîñòè Sr✳

Ðàññìîòðèì îáðàç îêðóæíîñòè S1✳ ❰áîçíà÷èì dmin
1 = min ρ(O, f(S1))✱

dmax
1 = max ρ(O, f(S1))✱ ãäå ρ ✖ ýâêëèäîâà ìåòðèêà✳ Òîãäà dmax

1 ≥ dmin
1 > 0✱

òàê êàê f(S1) ✖ êîìïàêòíàÿ êðèâàÿ✱ íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó 0✳

➘ëÿ f(Sr) â ñèëó ïîäîáèÿ

dmin
r = min ρ(O, f(Sr)) = rkdmin

1 ,

dmax
r = max ρ(O, f(Sr)) = rkdmax

1 .

Òîãäà äëÿ r < 1/dmax
1 dmax

r < r✱ à äëÿ r > 1/dmin
1 dmin

r > r✱ ÷òî è äàåò

óòâåðæäåíèå ëåììû✳

❐åììà ✸ ❮à êàæäîì ëó÷å✱ èñõîäÿùåì èç öåíòðà êîîðäèíàò✱ ëåæèò ðîâ✲

íî îäíà òî÷êà✱ íå ïðèíàäëåæàùàÿ áàññåéíàì ïðèòÿæåíèÿ òî÷åê 0 è ∞✳

➘îêàçàòåëüñòâî Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ëó÷✱ èñõîäÿùèé èç öåíòðà êî✲

îðäèíàò✳ áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ òî÷åê 0 è ∞✖ îòêðûòûå ìíîæåñòâà✱ ëó÷ ✖

ëèíåéíî ñâÿçíîå ìíîæåñòâî✱ ïîýòîìó ìíîæåñòâî òî÷åê ëó÷à✱ íå âõîäÿùèõ â

áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ òî÷åê 0 è ∞✱ íåïóñòî✳

Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî â ýòîì ìíîæåñòâå íàéäåòñÿ äâå ðàçëè÷íûõ òî÷êè p1

è p2 6= p1✳ Ïîñêîëüêó ýòè òî÷êè íàõîäÿòñÿ íà îäíîì ëó÷å✱ òî èõ êîîðäèíàòû

ïðîïîðöèîíàëüíû✿ p2 = tp1✱ t > 0✱ t 6= 1✳ Ðàññìîòðèì fn(p1)✱ n > 0✳ Òàê

êàê p1 íå âõîäèò â áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ òî÷åê 0 è ∞✱ òî íîðìà ||fn(p1)||

îãðàíè÷åíà✿ ∃C1, C2 > 0✿ C2 > ||fn(p1)|| > C1✳

Ðàññìîòðèì fn(p2)✱ n > 0✳ ||fn(p2)|| = ||tknfn(p1)|| = tkn||fn(p1)||✳ Òîãäà

tknC2 > ||fn(p2)|| > tknC2✳ ❮î✱ ïîñêîëüêó t 6= 1✱ îòñþäà ñëåäóåò✱ ÷òî â

çàâèñèìîñòè îò òîãî✱ ÷òî âåëè÷èíà t áîëüøå èëè ìåíüøå ✶✱ fn(p2) ñòðåìèòñÿ

ê 0 ëèáî ê ∞ ïðè n → ∞✳

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó✳

❐åììà ✹ ìíîæåñòâî òî÷åê✱ íå ïðèíàäëåæàùèõ áàññåéíàì ïðèòÿæåíèÿ

òî÷åê 0 è ∞✱ îáðàçóåò ãîìåîìîðôíóþ îêðóæíîñòè æîðäàíîâó êðèâóþ✱ ðàç✲

äåëÿþùóþ áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ òî÷åê 0 è ∞✳

➘îêàçàòåëüñòâî ❰áîçíà÷èì ìíîæåñòâî òî÷åê✱ íå ïðèíàäëåæàùèõ áàññåé✲

íàì ïðèòÿæåíèÿ òî÷åê 0 è ∞ ÷åðåç γ1✳ ➪àññåéíû ïðèòÿæåíèÿ òî÷åê 0 è ∞
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❰äíîðîäíûå âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ ✷✾

ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îòêðûòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæå✲

ñòâà✳ Ñîîòâåòñòâåííî✱ ìíîæåñòâî γ1✱ çàìêíóòî✱ ÿâëÿåòñÿ ïåðåãîðîäêîé ìåæ✲

äó ýòèìè áàññåéíàìè ïðèòÿæåíèÿ â R
2✱ è✱ êàê ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà

ëåììû ✷✱ îãðàíè÷åíî✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ ìíîæåñòâî γ1 ✖ êîìïàêò✳

Ñîãëàñíî ëåììå ✸✱ íà êàæäîì ëó÷å✱ èñõîäÿùåì èç öåíòðà êîîðäèíàò✱ ëå✲

æèò ðîâíî îäíà òî÷êà✱ íå ïðèíàäëåæàùàÿ áàññåéíàì ïðèòÿæåíèÿ òî÷åê 0

è ∞✳ Ñëåäîâàòåëüíî✱ òî÷êè èç γ1 íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñî✲

îòâåòñòâèè ñ ëó÷àìè✱ èñõîäÿùèìè èç öåíòðà êîîðäèíàò✳ Ïîêàæåì✱ ÷òî ýòà

áèåêöèÿ íåïðåðûâíà✱ òàê êàê áëèçêèå òî÷êè íàõîäÿòñÿ íà áëèçêèõ ëó÷àõ✳

➘ëÿ ýòîãî çàäàäèì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå p : R2 \ {0} → S1 ôîðìóëîé ✭â

êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàòàõ✮ p(z) = z
|z| ✳ Òîãäà åãî ñóæåíèå q = p|γ1

: γ1 → S1

ïî îïðåäåëåíèþ íåïðåðûâíî è ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé áèåêöèåé✳

➬àìåòèì✱ ÷òî ìíîæåñòâî ëó÷åé✱ èñõîäÿùèõ èç öåíòðà êîîðäèíàò✱ ãîìåî✲

ìîðôíî îêðóæíîñòè è ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì✳ ❮î íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ êîì✲

ïàêòîâ ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì ✭ñì✳ íàïðèìåð✱ ❬✶❪✮✳ ❰òñþäà è ñëåäóåò

óòâåðæäåíèå ëåììû✳

❐åììà ✺ ➷îðäàíîâà êðèâàÿ γ1✱ ðàçäåëÿþùàÿ áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ òî✲

÷åê 0 è ∞✱ íåéòðàëüíî èíâàðèàíòíà ✭ò✳ å✳ ñ êàæäîé ñâîåé òî÷êîé ñîäåð✲

æèò åå íåéòðàëüíîå ñå÷åíèå✮✳

➘îêàçàòåëüñòâî Ïðîèçâîëüíûé àòòðàêòîð â îáúåäèíåíèè ñî ñâîèì áàññåé✲

íîì ïðèòÿæåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ∪nf
−n(U)✱ ãäå U ✖ ñòðîãî ïðèòÿãè✲

âàþùàÿ îêðåñòíîñòü àòòðàêòîðà ✭f(U) ⊂ U✮✳ ➮ç òàêîé çàïèñè î÷åâèäíî✱ ÷òî

ëþáîé àòòðàêòîð â îáúåäèíåíèè ñî ñâîèì áàññåéíîì ïðèòÿæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

íåéòðàëüíî èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì✳

Ïîñêîëüêó γ1 ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ê äâóì íåéòðàëüíî èíâàðèàíòíûì

ìíîæåñòâàì✱ òî îíà ñàìà òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíî èíâàðèàíòíûì ìíî✲

æåñòâîì✳

➶îçüìåì íåêîòîðûé ëó÷✱ âûõîäÿùèé èç öåíòðà êîîðäèíàò✳ ❰áîçíà÷èì

òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòîãî ëó÷à è γ1 ÷åðåç p1✳ Òîãäà òî÷êè ëó÷à ìîæíî ïðåä✲

ñòàâèòü êàê pt = tp1✱ t > 0✳ ➮ñïîëüçóÿ t êàê êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ✱ ïîñòðîèì

íàáîð êðèâûõ γt✱ t > 0✱ ÿâëÿþùèõñÿ ãîìîòåòèÿìè êðèâîé γ1 îòíîñèòåëüíî

íà÷àëà êîîðäèíàò✳ Ïî ïîñòðîåíèþ ýòî íåêîòîðîå ñëîåíèå öèëèíäðà R
2 \ {0}✳

➮ç ëåìì ✶ è ✹ ñëåäóåò✱ ÷òî ýòî ñëîåíèå íåéòðàëüíî èíâàðèàíòíî✳

❰áîçíà÷èì ÷åðåç Sφ ãîìåîìîðôíîå îêðóæíîñòè ìíîæåñòâî ëó÷åé✱ èñ✲

õîäÿùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò✱ ãäå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ëó÷àìè ðàâíî
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➮✳Þ✳ ➶ëàñåíêî

❛✮ ❜✮

Ðèñ✳ ✶ γ1 è γ0.75 äëÿ (x2 + 0.5xy − y2,−2xy) ✭❛✮ è (x2
− y2,−4xy) ✭❜✮✳

óãëó ìåæäó íèìè✱ èçìåðåííîìó ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè✳ Òîãäà f èíäóöè✲

ðóåò íà Sφ íåîáðàòèìîå âíóòðåííåå îòîáðàæåíèå fφ áåç îñîáûõ òî÷åê✱ ò✳ å✳

íàêðûòèå✳

➶ ❬✸❪ îïèñàí ïîëíûé òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò íàêðûòèé îêðóæíîñòè✱ è

äàí êðèòåðèé èõ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè✿ äâà íàêðûòèÿ îêðóæíîñòè

îäíîé è òîé æå ñòåïåíè òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà✱

êîãäà èõ òàì îïðåäåëåííûå òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû ýêâèâàëåíòíû✳

Òåîðåìà ✶ ✭✃ðèòåðèé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè✮ Ïóñòü f è

g✖ âíóòðåííèå è îäíîðîäíûå ïîðÿäêà k > 1 íåîáðàòèìûå îòîáðàæåíèÿ✱

íå èìåþùèå â öèëèíäðå R
2 \ {0} îñîáûõ òî÷åê✱ ñ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ 0

è ∞✱ è fφ, gφ : Sφ → Sφ ✖èíäóöèðîâàííûå èìè âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ

ìíîæåñòâà Sφ✳ f è g òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû ⇐⇒ fφ è gφ òîïîëîãè÷å✲

ñêè ñîïðÿæåíû✳

➘îêàçàòåëüñòâî ➬àìåòèì✱ ÷òî fφ : S1 → S1 ìîæíî çàäàòü ôîðìóëîé

fφ = q ◦ f ◦ q−1✱ ãäå q✖ ãîìåîìîðôèçì èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû ✹✳ ❰òñþäà

ñëåäóåò✱ ÷òî åñëè f è g òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû✱ òî fφ è gφ òîïîëîãè÷åñêè

ñîïðÿæåíû✳ Ïîêàæåì✱ ÷òî âåðíî è îáðàòíîå✳

Ïî æîðäàíîâîé êðèâîé γ1(f) íà öèëèíäðå R
2\{0} ñòðîèòñÿ ñëîåíèå γt(f)✱

t > 0✱ íà ãîìîòåòè÷íûå îáðàçû êðèâîé γ1(f) îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò✳

➚íàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ ñëîåíèå γt(g)✳

➬àìåòèì✱ ÷òî îòîáðàæåíèå✲ãîìîòåòèÿ ñ êðèâîé γp(f) íà γq(f)✖ ýòî â òî÷✲

íîñòè ïîêîîðäèíàòíîå óìíîæåíèå íà ñêàëÿð q
p
✳ Ýòî æå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåò✲

ñÿ è ãîìîòåòèåé ñ êðèâîé γp(g) íà γq(g)✳ ❰áîçíà÷èì ïîêîîðäèíàòíîå óìíî✲

æåíèå íà ñêàëÿð q
p
÷åðåç Hp,q✳ ➬àìåòèì✱ ÷òî Hp,q ◦Hq,p = Id ✭ñîîòíîøåíèå

✶✮✳
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❰äíîðîäíûå âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ ✸✶

Ïîñêîëüêó fφ è gφ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû✱ íàéäåòñÿ ãîìåîìîðôèçì

hφ : Sφ → Sφ✱ òàêîé✱ ÷òî hφgφ = fφhφ✳ ❐ó÷è èç ìíîæåñòâà Sφ íàõîäÿòñÿ âî

âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ òî÷êàìè æîðäàíîâîé êðèâîé γ1(f)✱ ðàç✲

äåëÿþùåé áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ òî÷åê 0 è ∞ îòîáðàæåíèÿ f ✱ è âî âçàèìíî

îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ òî÷êàìè æîðäàíîâîé êðèâîé γ1(g)✱ ðàçäåëÿþ✲

ùåé áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ òî÷åê 0 è ∞ îòîáðàæåíèÿ g✳ Òîãäà hφ èíäóöèðó✲

åò ãîìåîìîðôèçì ýòèõ æîðäàíîâûõ êðèâûõ h1 : γ1(f) → γ1(g)✱ òàêîé✱ ÷òî â

ñóæåíèè íà íèõ èìååì h1g = fh1 ✭ñîîòíîøåíèå ✷✮✳

Ïðîäîëæèì ýòîò ãîìåîìîðôèçì íà öèëèíäð R
2 \ {0}✳ ❰ïðåäåëèì

hp : γp(f) → γp(g) êàê hp = H1,p ◦h1 ◦H
p,1✳ ❰ïðåäåëèì h : R2 \{0} → R

2 \{0}

ñëåäóþùèì îáðàçîì✿ åñëè x ∈ γp(f)✱ òî h(x) = hp(x)✳ Ýòî îïðåäåëåíèå êîð✲

ðåêòíî✱ òàê êàê ïðè ðàçíûõ t êðèâûå γt(f) íå ïåðåñåêàþòñÿ✳ Ïîëó÷åííîå

îòîáðàæåíèå h âçàèìíî îäíîçíà÷íî è íåïðåðûâíî ïî ïîñòðîåíèþ✱ è ïî íåïðå✲

ðûâíîñòè ïðîäîëæàåòñÿ íà òî÷êè 0 è ∞✿ h(0) = 0 è h(∞) = ∞✳ ➬àìåòèì✱

÷òî ïî òåîðåìå Òèõîíîâà íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ ìåæäó êîìïàêòàìè ÿâëÿåòñÿ

ãîìåîìîðôèçìîì✳ Òàêèì îáðàçîì✱ òàê ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå h : Ĉ → Ĉ

ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì Ĉ✳

Ïðîâåðèì✱ ÷òî h✖èñêîìûé ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì✳ ➘îñòàòî÷íî

ïðîâåðèòü íà R
2 \ {0}✳

Ïóñòü x ∈ γp(f)✳ Òîãäà ∃x1 ∈ γ1(f)✿ x = px1 = H1,p(x1)✳ ➬àìåòèì✱

÷òî h êîììóòèðóåò ñ ãîìîòåòèÿìè Hp,q ïî ïîñòðîåíèþ✱ à f è g êîììó✲

òèðóþò ñ Hp,q✱ ïîñêîëüêó îíè îäíîðîäíûå✱ à Hp,q ✖ óìíîæåíèå íà ñêà✲

ëÿð✳ ➮ñïîëüçóÿ ýòó êîììóòàòèâíîñòü✱ à òàêæå ñîîòíîøåíèÿ ✭✶✮ è ✭✷✮ âû✲

øå✱ ïîëó÷èì h(f(x)) = hp(f(x)) = hp(f(H
1,p(x1))) = hp(H

1,p(f(x1))) =

H1,p(h1(H
p,1(H1,p(f(x1))))) = H1,p(h1(f(x1))) = H1,p(g(h1(x1))) =

g(H1,p(h1(H
p,1(x)))) = g(hp(x)) = g(h(x))✳

Òàêèì îáðàçîì✱ h(f(x)) = g(h(x)) è f è g òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû ñ

ïîìîùüþ h✳ Òåîðåìà äîêàçàíà✳

Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà äâóìåðíûõ îäíîðîäíûõ âíóòðåííèõ

îòîáðàæåíèé✳

Ðàññìîòðèì âíóòðåííåå îòîáðàæåíèå fφ : Sφ → Sφ✳ ➘ëÿ fφ âîçíèêàåò

ñëåäóþùàÿ äèõîòîìèÿ✿ ëèáî Ω⊥(fφ) = Sφ✱ ëèáî Ω⊥(fφ) 6= Sφ✳

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé✱ êîãäà Ω⊥(fφ) = Sφ✳ Ïóñòü d ✖ ñòåïåíü îòîá✲

ðàæåíèé f è fφ✳ Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì èç ❬✸❪✱ â ýòîì ñëó÷àå fφ òîïîëîãè✲

÷åñêè ñîïðÿæåíî ñòàíäàðòíîìó ðàñòÿãèâàþùåìó îòîáðàæåíèþ Ed = d · ϕ

(mod 2π)✱ ó êîòîðîãî íåéòðàëüíîå ñå÷åíèå êàæäîé òî÷êè âñþäó ïëîòíî â

Sφ✳



✸✷
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➮✳Þ✳ ➶ëàñåíêî

➮ñïîëüçóÿ ❬✸❪ è òåîðåìó è ëåììû âûøå✱ ñðàçó ïîëó÷èì ñëåäóþùåå✳

Ñëåäñòâèå ✶ ➴ñëè ó èíäóöèðîâàííîãî îòîáðàæåíèåì f íà Sφ âíóòðåííåãî

îòîáðàæåíèÿ fφ âûïîëíåíî Ω⊥(fφ) = Sφ✱ òî

✶✳ æîðäàíîâà êðèâàÿ✱ êîòîðàÿ ðàçäåëÿåò áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ òî÷åê 0

è ∞✱ ñîñòîèò èç íåéòðàëüíî íåáëóæäàþùèõ íåáëóæäàþùèõ òî÷åê❀

✷✳ çàìûêàíèÿ íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé òî÷åê öèëèíäðà R
2 \ {0} ÿâëÿþòñÿ

çàìêíóòûìè æîðäàíîâûìè êðèâûìè✱ êîòîðûå îáðàçóþò åñòåñòâåííîå

ñëîåíèå öèëèíäðà R
2 \ {0}❀

✸✳ òî÷êè✱ ïðèòÿãèâàþùèåñÿ ê 0 è ∞✱ ÿâëÿþòñÿ íåéòðàëüíî íåáëóæäàþ✲

ùèìè áëóæäàþùèìè òî÷êàìè❀

✹✳ áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ òî÷åê 0 è ∞ îáëàäàþò ôóíäàìåíòàëüíûìè

îêðåñòíîñòÿìè ■■ ðîäà ✭îïðåäåëåíèå ✹✳✾✶ èç ❬✸❪✮❀

✺✳ Ïóñòü îòîáðàæåíèå f ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ✳ Òîãäà îòîáðàæåíèå f

òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî ãîëîìîðôíîìó îòîáðàæåíèþ zd❀

✻✳ Ïóñòü îòîáðàæåíèå f îáðàùàåò îðèåíòàöèþ✳ Òîãäà îòîáðàæåíèå f

òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî àíòèãîëîìîðôíîìó îòîáðàæåíèþ zd✳

Ðàññìîòðèì îñòàâøèéñÿ ñëó÷àé✱ êîãäà Ω⊥(fφ) 6= Sφ✳ ➷îðäàíîâà êðè✲

âàÿ✱ êîòîðàÿ ðàçäåëÿåò áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ òî÷åê 0 è ∞✱ â ýòîì ñëó÷àå

ìîæåò ñîäåðæàòü è áëóæäàþùèå òî÷êè✱ êîòîðûå✱ îäíàêî✱ ïî îïðåäåëåíèþ

íå áóäóò ðåãóëÿðíûìè✳ Òàêæå✱ â ýòîì ñëó÷àå ó îòîáðàæåíèÿ f ïîÿâÿòñÿ ñó✲

ïåðáëóæäàþùèå òî÷êè✿ ñîãëàñíî ëåììå ✶✱ òî÷êè✱ ïðèòÿãèâàþùèåñÿ ê 0 è

∞✱ ÿâëÿþòñÿ íåéòðàëüíî íåáëóæäàþùèìè áëóæäàþùèìè òî÷êàìè✱ åñëè èõ

ëó÷ ïðèíàäëåæèò Ω⊥(fφ)✱ è ñóïåðáëóæäàþùèìè â äðóãîì ñëó÷àå✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ➚ëåêñàíäðîâ✱ Ï✳ Ñ✳✿ ➶âåäåíèå â òåîðèþ ìíîæåñòâ è îáùóþ òîïîëîãèþ✳ ❒✳✿ ❮àóêà✱
✶✾✼✼✱ ✸✻✽ ñòð✳

✷✳ ❈❛❜r❡r❛✱ ❈✳✿ ❖♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛♠✐♥❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❏✳
●❡♦♠✳ ❆♥❛❧✳ ✶✽✱ ♥♦✳ ✶✱ ✷✾✕✻✼ ✭✷✵✵✽✮✳

✸✳ ➶ëàñåíêî ➮✳ Þ✳✿ ➶íóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ✿ òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû è èõ ïðèëî✲
æåíèÿ✳ Ïðàö✐ ■íñòèòóòó ìàòåìàòèêè ❮➚❮ Óêðà➝íè✳ ❒àòåìàòèêà òà ➝➝ çàñòîñóâàííÿ✳
Òîì ✶✵✶✳ ➮íñòèòóò ìàòåìàòèêè ❮➚❮ Óêðàèíû✳ ✃èåâ✱ ✷✵✶✹✱ ✷✷✺ ñòð✳

✹✳ ✃óçàêîíü✱ ➶✳ ❒✳✱ ✃èðè÷åíêî✱ ➶✳ Ô✳✱ Ïðèøëÿê✱ ❰✳ ❰✳✿ ➹ëàäê✐ ìíîãîâèäè✿ ãåîìåòðè÷í✐
òà òîïîëîã✐÷í✐ àñïåêòè✳ Ïðàö✐ ■íñòèòóòó ìàòåìàòèêè ❮➚❮ Óêðà➝íè✳ ❒àòåìàòèêà òà
➝➝ çàñòîñóâàííÿ✳ Òîì ✾✼✱ ➮íñòèòóò ìàòåìàòèêè ❮➚❮ Óêðàèíû✱ ✃èåâ✱ ✷✵✶✸✱ ✺✵✵ ❝òð✳

✺✳ Ñòîèëîâ✱ Ñ✳✿ ❰ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðèíöèïàõ òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé✳ ❒✳✱ ❒èð✳
✶✾✻✹✱ ✷✷✽ ❝òð✳

✻✳ Òðîõèì÷óê✱ Þ✳ Þ✳✿ ➘èôôåðåíöèðîâàíèå✱ âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ è êðèòåðèè àíà✲
ëèòè÷íîñòè✳ ➮íñòèòóò ìàòåìàòèêè ❮➚❮ Óêðàèíû✳ ✃èåâ✱ ✷✵✵✽✱ ✺✸✽ ❝òð✳
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❰äíîðîäíûå âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ ✸✸

➮ãîðü Þðüåâè÷ ➶ëàñåíêî

➮íñòèòóò ìàòåìàòèêè ❮➚❮Ó✱ ✃èåâ✱ Óêðàèíà

❊✲♠❛✐❧✿ ✈❧❛s❡♥❦♦❅✐♠❛t❤✳❦✐❡✈✳✉❛

■❣♦r ❨✉✳ ❱❧❛s❡♥❦♦

❖♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❥✉❣❛❝② ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s

✐♥♥❡r ♠❛♣♣✐♥❣s

❋♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❜r❛♥❝❤❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣s ♦❢ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❤❡r❡ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢

t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❥✉❣❛❝② ✐s ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❧✐st❡❞✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ✐s ❛

❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ✐♥♥❡r ♠❛♣♣✐♥❣s ❤❛✈✐♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛s

t❤❡✐r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳


