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Ïñåâäîñôåðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü â R
4 íå äîïóñ✲

êàåò äâóõ ðàçëè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ➪üÿíêè

➶✳ ➚✳ ➹îðüêàâûé ➴✳ ❮✳ ❮åâìåðæèöêàÿ

➚ííîòàöèÿ ➘îêàçàíî✱ ÷òî åñëè ïñåâäîñôåðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü â ÷åòû✲

ðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R
4✱ íå ëåæàùàÿ íè â êàêîì R

3 ⊂ R
4✱

äîïóñêàåò ïðåîáðàçîâàíèå ➪üÿíêè✱ òî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ➪üÿíêè åäèí✲

ñòâåííî✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà Ïñåâäîñôåðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü✱ ïðåîáðàçîâàíèå ➪üÿí✲

êè✱ îðèöèêëè÷åñêèå êîîðäèíàòû✱ ñîïðÿæåííàÿ ñåòü

Ó➘✃ ✺✶✹

✶ ➶âåäåíèå

➘àííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïðîáëåìàòèêå îáîáùåíèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè

äâóìåðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ➪üÿíêè✲➪åêëóíäà ïñåâäîñôåðè÷åñêèõ ïîâåðõíî✲

ñòåé â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R
3 íà ñëó÷àé äâóìåðíûõ ïî✲

âåðõíîñòåé â ìíîãîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R
n✱ n ≥ 4✳ Óêàçàííàÿ

òåìàòèêà áûëà èíèöèèðîâàíà ðàáîòàìè Þ✳➚✳ ➚ìèíîâà è ➚✳ Ñûìà ❬✶❪✲❬✷❪✱ à

çàòåì ïîëó÷èëà ðàçâèòèå â ðàáîòàõ àâòîðîâ✱ ñì✳✱ íàïðèìåð✱ ❬✻❪✲❬✶✶❪✱ è îá✲

çîð ❬✶✷❪✳ Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè✱ ÷òî✱ ñ îäíîé ñòîðîíû✱ ÷àñòü

êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ óñïåøíî ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé ïîâåðõíîñòåé â

R
n✱ n ≥ 4✱ òîãäà êàê✱ ñ äðóãîé ñòîðîíû✱ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû óæå ïåðåñòà✲

þò áûòü âåðíûìè✱ ÷åì è îáúÿñíÿåòñÿ èíòåðåñ ê ýòîìó íàïðàâëåíèþ✳

Ñ àíàëèòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ✱ ïñåâäîñôåðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè â R
3

è èõ ãåîìåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ➪üÿíêè✲➪åêëóíäà èíòåðïðåòèðóþòñÿ
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Ïñåâäîñôåðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè â R
4 ✸✺

â òåðìèíàõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ñèíóñ✲➹îðäîíà è èõ ñïåöèàëüíûõ ïðåîáðà✲

çîâàíèé✱ òàêæå íàçûâàåìûõ ïðåîáðàçîâàíèÿìè ➪üÿíêè✲➪åêëóíäà✱ ñì✳ ❬✶✸❪✳

Ïîýòîìó îáîáùåíèå ðàññìàòðèâàåìîé òåîðèè íà ñëó÷àé ïñåâäîñôåðè÷åñêèõ

ïîâåðõíîñòåé â R
n✱ n ≥ 4✱ ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé àíàëèòè÷åñêîé èíòåðïðå✲

òàöèè✱ ìîæåò ïðèâåñòè ê íàõîæäåíèþ àíàëîãîâ óðàâíåíèÿ ñèíóñ✲➹îðäîíà✱

÷òî âûçûâàåò äîïîëíèòåëüíûé èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîâðåìåííîé òåîðèè

èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì✳

➶ ðàçâèâàåìîì íàìè ïîäõîäå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ➪üÿíêè

äëÿ äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé â R
4 íîñèò ãåîìåòðè÷åñêèé õàðàêòåð è îïèðà✲

åòñÿ íà ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå✱ äîñëîâíî âîñïðîèçâîäÿùåå ñîîòâåòñòâóþ✲

ùåå îïðåäåëåíèå èç êëàññè÷åñêîé òåîðèè äëÿ ïîâåðõíîñòåé â R
3 ❬✶✸❪✱ ❬✶✹❪✳

❰ïðåäåëåíèå ✶✳ ➘èôôåîìîðôèçì ïîâåðõíîñòåé ψ : F 2 → F̃ 2 â R
4 íà✲

çûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ➪üÿíêè✲➪åêëóíäà✱ åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò òðåì

ñâîéñòâàì✿

✭B1✮ ïðÿìûå â R
4✱ ñîåäèíÿþùèå ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè íà F 2 è F̃ 2✱

êàñàþòñÿ îáåèõ ïîâåðõíîñòåé❀

✭B2✮ ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè òî÷êàìè íà F 2 è F̃ 2 ïîñòîÿí✲

íî è ðàâíî l0❀

✭B3✮ êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè ïîâåðõíîñòåé F 2 è F̃ 2 â ñîîòâåòñòâóþùèõ

òî÷êàõ îðòîãîíàëüíû✳✶

Ðàíåå áûëî óñòàíîâëåíî✱ ÷òî✱ êàê è â êëàññè÷åñêîì òðåõìåðíîì ñëó÷àå✱

åñëè äâå ïîâåðõíîñòè â R
4 ñîåäèíåíû ïðåîáðàçîâàíèåì ➪üÿíêè✱ òî òîãäà îáå

ïîâåðõíîñòè ÿâëÿþòñÿ ïñåâäîñôåðè÷åñêèìè✱ ò✳å✳ èìåþò ïîñòîÿííûå îòðèöà✲

òåëüíûå ãàóññîâû êðèâèçíû K = K̃ = −1/l2
0
❬✻❪✳ ✃ðîìå òîãî✱ ïðåîáðàçîâàíèå

➪üÿíêè ïñåâäîñôåðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé â R
4✱ êàê è â R

3✱ äîïóñêàåò ïðî✲

ñòîå îïèñàíèå ñ ïðèìåíåíèåì îðèöèêëè÷åñêèõ êîîðäèíàò ❬✼❪✱ ñð✳ ❬✶❪✱ ❬✸❪✳

Ñ äðóãîé ñòîðîíû✱ ìåæäó ïîâåäåíèåì ïîâåðõíîñòåé â R
3 è â R

4✱ ñ òî÷êè

çðåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé ➪üÿíêè✱ èìååòñÿ è ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå✳ Òàê✱ êàæ✲

äàÿ ïñåâäîñôåðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü â R
3 äîïóñêàåò íåïðåðûâíîå îäíîïàðà✲

ìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðàçëè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ➪üÿíêè✳ ➶ òî æå âðåìÿ

ïñåâäîñôåðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè â R
4 â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ âîîáùå

íå äîïóñêàþò ïðåîáðàçîâàíèé ➪üÿíêè ❬✶❪✱ ❬✻❪✲❬✼❪✳ Ïñåâäîñôåðè÷åñêèå ïîâåðõ✲

íîñòè â R
4✱ äîïóñêàþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ➪üÿíêè è íå ëåæàùèå â R

3 ⊂ R
4✱

îáðàçóþò î÷åíü ñïåöèàëüíûé êëàññ ïñåâäîñôåðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé â R
4 ✕

✶ ➶ áîëåå îáùåì ñëó÷àå✱ êîãäà ðå÷ü èäåò î ïðåîáðàçîâàíèè ➪åêëóíäà✱ óñëîâèå îðòî✲
ãîíàëüíîñòè â ✭B3✮ çàìåíÿåòñÿ íà óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà óãëà ω ∈ (0, π/2] ìåæäó êàñà✲

òåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè ïîâåðõíîñòåé F 2 è F̃ 2 â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïî äèôôåîìîðôèçìó
ψ : F 2

→ F̃ 2 òî÷êàõ✳
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➶✳➚✳ ➹îðüêàâûé✱ ➴✳❮✳ ❮åâìåðæèöêàÿ

â ❬✼❪ äàíî ïîëíîå îïèñàíèå òàêèõ ïîâåðõíîñòåé è èõ ïðåîáðàçîâàíèé ➪üÿíêè

â òåðìèíàõ ðåøåíèé íåêîòîðîé ñïåöèàëüíîé ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äèôôå✲

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ✳

❮åïîñðåäñòâåííî â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì âîïðîñ î òîì✱

ñêîëüêî èìåííî ðàçëè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ➪üÿíêè ìîæåò äîïóñêàòü ïðîèç✲

âîëüíàÿ ïñåâäîñôåðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü â ÷åòûðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðî✲

ñòðàíñòâå R
4✳ ❰ñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà ✶ Ïóñòü F 2 ✕ ðåãóëÿðíàÿ êëàññà Ck✱ k ≥ 6✱ ïîâåðõíîñòü â R
4✱ íå

ëåæàùàÿ íè â êàêîì R
3 ⊂ R

4✳ Òîãäà F 2 äîïóñêàåò íå áîëåå îäíîãî ïðåîá✲

ðàçîâàíèÿ ➪üÿíêè✳

➮ç äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò êîððåêòíîñòü ïîíÿòèÿ ïàðà ïñåâ✲

äîñôåðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé â R
4✱ ñâÿçàííûõ èíâîëþòèâíûì ïðåîáðàçîâà✲

íèåì ➪üÿíêè✳ ➚íàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî✱ íàïðèìåð✱ äëÿ ïàð èçî✲

òåðìè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé â R
3✱ ñâÿçàííûõ ïðåîáðàçîâàíèåì ✃ðèñòîôôå✲

ëÿ✳ ➚íàëèòè÷åñêîå îáúÿñíåíèå ïîäîáíîãî ôåíîìåíà äëÿ èçîòåðìè÷åñêèõ ïî✲

âåðõíîñòåé áûëî ïðåäëîæåíî â ðàìêàõ ñîâðåìåííîé òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ

ñèñòåì ❬✺❪✳ ➪ûëî áû èíòåðåñíûì ðåàëèçîâàòü àíàëîãè÷íûé ïîäõîä✱ ñ ïðè✲

ìåíåíèåì èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì✱ è äëÿ êàðòàíîâûõ ïñåâäîñôåðè÷åñêèõ ïî✲

âåðõíîñòåé â R
4✳

➘àëåå ìû ïðåäñòàâèì äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåííîãî óòâåðæäåíèÿ✱ ðàñ✲

ñìîòðåíèå íîñèò ëîêàëüíûé õàðàêòåð✳

✷ Ïðåîáðàçîâàíèå ➪üÿíêè è âíóòðåííÿÿ ãåîìåòðèÿ

Ïóñòü F 2 ✕ ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü â R
4✱ çàäàííàÿ ðàäèóñ✲âåêòîðîì r =

r(u, v)✳ ❰áîçíà÷èì ÷åðåç g = 〈dr, dr〉 = gijdu
iduj ïåðâóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ

ôîðìó ïîâåðõíîñòè✱ Γ k
ij ✕ ñèìâîëû ✃ðèñòîôôåëÿ✱ n1 è n2 ✕ îðòîíîðìèðî✲

âàííûé áàçèñ íîðìàëåé íà F 2✱ Lσ = 〈d2r, nσ〉 = Lσ
ijdu

iduj ✕ ñîîòâåòñòâóþ✲

ùèå âòîðûå ôóíäàìåíòàëüíûå ôîðìû✱ µ1 = 〈∂un1, n2〉 è µ2 = 〈∂vn1, n2〉 ✕
êîýôôèöèåíòû êðó÷åíèÿ✳

➶ ñèëó òåîðåìû ➚ëëåíäîðôåðà î ñíèæåíèè êîðàçìåðíîñòè✱ ïîâåðõíîñòü

ñ íåíóëåâîé êðèâèçíîé â R
4 ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó R

3 ⊂ R
4 òîãäà✱ è

òîëüêî òîãäà✱ êîãäà åå òî÷å÷íàÿ êîðàçìåðíîñòü íå ïðåâîñõîäèò ✶✳ Ïîýòîìó

â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü✱ ÷òî òî÷å÷íàÿ êîðàçìåðíîñòü ïîâåðõ✲

íîñòè ðàâíà 2✱ ò✳å✳

rank

(

L1

11
L1

12
L1

22

L2

11
L2

12
L2

22

)

≡ 2, ✭✶✮
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Ïñåâäîñôåðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè â R
4 ✸✼

ýòî â òî÷íîñòè îçíà÷àåò✱ ÷òî F 2 íå ëåæèò íè â êàêîì R
3 ⊂ R

4✳

➴ñëè ïîâåðõíîñòü F 2 äîïóñêàåò ïðåîáðàçîâàíèå ψ : F 2 → F̃ 2✱ óäîâëåòâî✲

ðÿþùåå óñëîâèþ ✭B1✮✱ òî òîãäà F 2 ÿâëÿåòñÿ ëèáî ëèíåé÷àòîé✱ ëèáî êàðòà✲

íîâîé✱ ñì✳ ❬✻❪✲❬✼❪✱ ❬✶✸❪✳ ❐èíåé÷àòûå ïîâåðõíîñòè â R
4 áûëè ðàññìîòðåíû â ❬✽❪✱

íèêàêàÿ èç òàêèõ ïîâåðõíîñòåé íå äîïóñêàåò ïðåîáðàçîâàíèé✱ óäîâëåòâîðÿ✲

þùèõ âìåñòå ñ ✭B1✮ è óñëîâèÿì ✭B2✮✲✭B3✮✳ Ïîýòîìó ïîâåðõíîñòü F
2 îáÿçàíà

áûòü êàðòàíîâîé✱ ò✳å✳✱ ïî îïðåäåëåíèþ✱ èìååò òî÷å÷íóþ êîðàçìåðíîñòü ν ≡ 2

è íåñåò íà ñåáå ñîïðÿæåííóþ ñåòü✳ ❰áðàòèì âíèìàíèå✱ ÷òî óïîìÿíóòàÿ ñî✲

ïðÿæåííàÿ ñåòü íà F 2 îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî✷✱ ïîñêîëüêó ñîïðÿæåííîñòü

êîîðäèíàòíûõ ëèíèé ñåòè ïîäðàçóìåâàåò èõ îäíîâðåìåííóþ ñîïðÿæåííîñòü

îòíîñèòåëüíî îáåèõ âòîðûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì L1 è L2✱ ëèíåéíî íåçà✲

âèñèìûõ â ñèëó óñëîâèÿ ✭✶✮✳

❮å óìåíüøàÿ îáùíîñòè✱ ìîæíî ñ÷èòàòü✱ ÷òî ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû ✭u✱

v✮ íà F 2 ñïåöèàëèçèðîâàíû òàêèì îáðàçîì✱ ÷òî êîîðäèíàòíûå ëèíèè u =

const è v = const êàê ðàç è îáðàçóþò ñîïðÿæåííóþ ñåòü✳ Ýòî îçíà÷àåò✱ ÷òî

â ðàññìàòðèâàåìîé ïàðàìåòðèçàöèè îáå âòîðûå ôóíäàìåíòàëüíûå ôîðìû

ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëüíûìè

L1

12
≡ 0, L2

12
≡ 0. ✭✷✮

❰òìåòèì✱ ÷òî ïàðàìåòðèçàöèÿ r(u, v) ïîâåðõíîñòè F 2 ñîïðÿæåííûìè êîîð✲

äèíàòàìè ✭u✱ v✮ ÿâëÿåòñÿ✱ âîîáùå ãîâîðÿ✱ óæå ãëàäêîé êëàññà Ck−1✳ Ïðè

ýòîì îñòàåòñÿ ñâîáîäà â âûáîðå øêàëèðóþùåé çàìåíû êîîðäèíàò û = f(u)✱

v̂ = h(v)✱ î÷åâèäíî ñîõðàíÿþùåé ñîïðÿæåííóþ ñåòü êîîðäèíàòíûõ ëèíèé✳

➘ëÿ ïîâåðõíîñòè F 2 ïîñòðîèì ïðåîáðàçîâàíèÿ ψ1 : F 2 → F̃ 2

1
è ψ−1 :

F 2 → F̃ 2

−1
✱ çàäàâàåìûå ôîðìóëàìè

r̃ = r − 1

Γ 2

12

∂ur ✭✸✮

è

r̃ = r − 1

Γ 1

12

∂vr. ✭✹✮

ñîîòâåòñòâåííî✳ Ñëåäóÿ êëàññè÷åñêîé òåðìèíîëîãèè✱ ïðåîáðàçîâàíèÿ ψ1 è

ψ−1 íàçûâàþòñÿ ïåðâûì ïðåîáðàçîâàíèåì ❐àïëàñà è ìèíóñ ïåðâûì ïðåîáðà✲

çîâàíèåì ❐àïëàñà ïîâåðõíîñòè F 2✳ ❰áà ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèÿ óäîâëåòâîðÿ✲

þò óñëîâèþ äâîéíîãî êàñàíèÿ ✭B1✮✱ ÷òî ïðîâåðÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì

✷ Ýòèì ïîâåðõíîñòè â R
4 ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò ïîâåðõíîñòåé â R

3✱ ïîñêîëüêó
êàæäàÿ ïîâåðõíîñòü â R

3 íåñåò íà ñåáå ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ñîïðÿæåííûõ ñåòåé✳



✸✽

❉❖■✿ ❤tt♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✺✻✼✸✴✷✵✼✷✲✾✽✶✷✳✶✴✷✵✶✺✳✺✵✶✺✵

➶✳➚✳ ➹îðüêàâûé✱ ➴✳❮✳ ❮åâìåðæèöêàÿ

✭✸✮✲✭✹✮ ñ ïðèìåíåíèåì ôîðìóë ➶åéíãàðòåíà è ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ ñîïðÿæåí✲

íîñòè êîîðäèíàòíûõ ëèíèé ✭✷✮✳ ➪îëåå òîãî✱ åñëè êàêîå✲ëèáî ïðåîáðàçîâàíèå

ðàññìàòðèâàåìîé ïîâåðõíîñòè F 2 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ✭B1✮✱ òî òîãäà ýòî

ïðåîáðàçîâàíèå îïèñûâàåòñÿ ëèáî â âèäå ✭✸✮✱ ëèáî â âèäå ✭✹✮✱ ñì✳ ❬✶✸❪✱ ❬✻❪✲❬✼❪✳

Ðàññìîòðèì ïàðó ïîâåðõíîñòåé F 2✱ F̃ 2

1
è ñâÿçûâàþùåå èõ ïðåîáðàçîâà✲

íèå ψ1✱ çàäàííîå ôîðìóëîé ✭✸✮✳ ✃àê îòìå÷àëîñü✱ óêàçàííîå ïðåîáðàçîâàíèå

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ✭B1✮✱ ïðîàíàëèçèðóåì âûïîëíèìîñòü óñëîâèé ✭B2✮ è

✭B3✮✳ ➘ëÿ ðàññòîÿíèÿ l ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè òî÷êàìè F 2 è F̃ 2

1
ïîëó÷à✲

åì èç ✭✸✮ ñëåäóþùåå ýëåìåíòàðíîå âûðàæåíèå✿

l2 =
g11

(γ2
12
)2
. ✭✺✮

Òàê æå ëåãêî ïîêàçàòü✱ ÷òî äëÿ óãëà ω ìåæäó TPF
2 è TP̃ F̃

2

1
èìååò ìåñòî

ôîðìóëà✸

cosω =
Γ 2

11
√

(Γ 2

11
)2 +

g11
g11g22 − g2

12

∑

σ

(Lσ
11
)2

✭✻✮

Ïîýòîìó óñëîâèå ✭B2✮ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

l2
0

(

Γ 2

12

)2

= g11. ✭✼✮

à óñëîâèå ✭B3✮ ✕ â âèäå

Γ 2

11
≡ 0. ✭✽✮

➚íàëîãè÷íî✱ ðàññìàòðèâàÿ ïðåîáðàçîâàíèå ψ−1✱ çàäàííîå ôîðìóëîé ✭✹✮✱

ïîëó÷àåì✱ ÷òî óñëîâèÿ ✭B2✮✲✭B3✮ äëÿ ψ−1 ïðèíèìàþò âèä

l2
0

(

Γ 1

12

)2

= g22, ✭✾✮

Γ 1

22
≡ 0. ✭✶✵✮

Ïîäâîäÿ èòîã✱ ìîæåì ñäåëàòü ñëåäóþùèé ïðîìåæóòî÷íûé âûâîä✳ ➴ñëè

ðàññìàòðèâàåìàÿ êàðòàíîâà ïîâåðõíîñòü F 2 â R4✱ ïàðàìåòðèçîâàííàÿ ñîïðÿ✲

æåííûìè êîîðäèíàòàìè✱ óäîâëåòâîðÿåò îáå ïàðû óñëîâèé ✭✼✮✲✭✽✮ è ✭✾✮✲✭✶✵✮✱

✸ ➶çàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïàðû äâóìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â R
4 îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ

óãëàìè ✕ ñòàöèîíàðíûìè çíà÷åíèÿìè óãëîâ ìåæäó âåêòîðàìè èç îäíîãî è äðóãîãî ïîä✲
ïðîñòðàíñòâ ❬✸❪✱ ❬✹❪✳ Ïîñêîëüêó✱ áëàãîäàðÿ âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ äâîéíîãî êàñàíèÿ B1✱

ïëîñêîñòè TPF
2 è T

P̃
F̃ 2

1
ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé✱ ñîåäèíÿþùåé òî÷êè P è P̃ ✱ îäèí èç

äâóõ ñòàöèîíàðíûõ óãëîâ ìåæäó ýòèìè ïëîñêîñòÿìè ðàâåí íóëþ✱ à âòîðîé ñòàöèîíàð✲
íûé óãîë ✕ ýòî è åñòü ω✱ îí îïðåäåëÿåòñÿ êàê óãîë ìåæäó âåêòîðàìè â TPF

2 è T
P̃
F̃ 2

1
✱

îðòîãîíàëüíûìè ê ïðÿìîé PP̃ ✳
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Ïñåâäîñôåðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè â R
4 ✸✾

òî òîãäà F 2 äîïóñêàåò â òî÷íîñòè äâà ðàçëè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ ➪üÿíêè✱

è ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ çàäàþòñÿ â âèäå ✭✸✮✲✭✹✮✳ ➴ñëè âûïîëíåíà òîëüêî îä✲

íà èç ïàð óñëîâèé ✭✼✮✲✭✽✮ èëè ✭✾✮✲✭✶✵✮✱ òî F 2 äîïóñêàåò â òî÷íîñòè îäíî

ïðåîáðàçîâàíèå ➪üÿíêè✱ è ýòî ïðåîáðàçîâàíèå çàäàåòñÿ â âèäå ✭✸✮ èëè ✭✹✮

ñîîòâåòñòâåííî✳ ➴ñëè æå íå âûïîëíåíà íè îäíà èç ïàð óñëîâèé ✭✼✮✲✭✽✮ è

✭✾✮✲✭✶✵✮✱ òî òîãäà F 2 íå äîïóñêàåò ïðåîáðàçîâàíèé ➪üÿíêè✳

Óñëîâèÿ ✭✼✮✲✭✶✵✮ èìåþò âíóòðåííå✲ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë è íàêëàäûâàþò

îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ñîïðÿæåííóþ ñåòü êîîðäèíàòíûõ ëèíèé u✱ v

íà F 2 è✱ êàê ñëåäñòâèå✱ íà ñàìó ïîâåðõíîñòü F 2✳

❐åììà ✶ Ïîâåðõíîñòü F 2 ⊂ R
4 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ✭✼✮✲✭✶✵✮ òîãäà✱

è òîëüêî òîãäà✱ êîãäà✱ ñ òî÷íîñòüþ äî øêàëèðóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñî✲

ïðÿæåííûõ êîîðäèíàò û = f(u)✱ v̂ = h(v)✱ ìåòðèêà ïîâåðõíîñòè F 2 èìååò

âèä

ds2 =
l2
0

u2v2(uv + 2)2
(

v2(du)2 − 2uv(uv + 1)dudv + u2(dv)2
)

. ✭✶✶✮

➘îêàçàòåëüñòâî Óñëîâèå ✭✽✮ â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ gij èìååò âèä✿

g11 · ∂ug12 −
1

2
g11 · ∂vg11 −

1

2
g12 · ∂ug11 = 0,

òî åñòü✱

∂u
g12√
g11

= ∂v
√
g11.

✃àê ñëåäñòâèå✱ ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ(u, v) òàêàÿ✱ ÷òî
√
g11 = ∂uϕ è

g12√
g11

= ∂vϕ✱ ò✳❡✳

g11 = (∂uϕ)
2, g12 = ∂uϕ∂vϕ. ✭✶✷✮

Óñëîâèå ✭✼✮ â òåðìèíàõ gij çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

−1

2
g12 · ∂vg11 +

1

2
g11 · ∂ug22 = (g11g22 − g2

12
)
√
g11

1

l0
. ✭✶✸✮

Ïîäñòàâëÿÿ ✭✶✷✮ â ✭✶✸✮✱ ïîëó÷àåì✿

1

2
∂ug22 − ∂uvϕ∂vϕ = (g22 − (∂vϕ)

2) ∂uϕ
1

l0
,

òî åñòü✱

∂u(g22 − (∂vϕ)
2) = 2(g22 − (∂vϕ)

2)∂uϕ
1

l0
.
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➶✳➚✳ ➹îðüêàâûé✱ ➴✳❮✳ ❮åâìåðæèöêàÿ

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà✱ êîãäà ñóùåñòâóåò

ôóíêöèÿ f(v) òàêàÿ✱ ÷òî

g22 = (∂vϕ)
2 + e2

ϕ
l0 f2(v).

❒û ìîæåì èçáàâèòüñÿ îò f(v)✱ ñäåëàâ øêàëèðóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå v → ṽ

òàêîå✱ ÷òî dṽ = ±f(v)dv✳ Ïîýòîìó✱ íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè✱ ìîæåì ñðàçó

ïîëîæèòü f(v) = 1✳

✃àê ñëåäñòâèå✱ ìåòðèêà ðàññìàòðèâàåìîé êàðòàíîâîé ïîâåðõíîñòè F 2 áó✲

äåò èìåòü âèä

g11 = (∂uϕ)
2, g12 = ∂uϕ∂vϕ, g22 = (∂uϕ)

2 + e2
ϕ
l0 , ✭✶✹✮

ò✳å✳ ïîëó÷àåì ìåòðèêó ïëîñêîñòè ❐îáà÷åâñêîãî ds2 = (dϕ)2 + e2
ϕ
l0 (dv)2

êðèâèçíû K ≡ − 1

l2
0

â îðèöèêëè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ✿ êîîðäèíàòíûå ëèíèè

v = const ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè ãåîäåçè÷åñêèìè✱ à èõ îðòîãîíàëüíûå

òðàåêòîðèè ϕ = const ÿâëÿþòñÿ îðèöèêëàìè✳

Ïîäñòàâëÿÿ â ✭✾✮✲✭✶✵✮ íàéäåííûå âûøå âûðàæåíèÿ ✭✶✹✮ äëÿ gij ✱ ïîëó÷àåì

ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè ϕ(u, v)✿

l2
0
(∂uvϕ)

2 − 2l0 ∂uvϕ∂uϕ∂vϕ− (∂uϕ)
2e2

ϕ
l0 = 0, ✭✶✺✮

l0∂vvϕ− 2(∂vϕ)
2 − e2

ϕ
l0 = 0. ✭✶✻✮

Óðàâíåíèå ✭✶✻✮ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∂vve
−2

ϕ
l0 + 2

1

l2
0

= 0,

à åãî ðåøåíèåì áóäåò ôóíêöèÿ

ϕ = − l0
2
ln(

h1(u)− (v + h2(u))
2

l2
0

), ✭✶✼✮

ãäå h1(u) > 0 è h2(u) ✕ ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè✳ Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå âû✲

ðàæåíèå äëÿ ϕ â îñòàâøååñÿ óðàâíåíèå ✭✶✺✮✿

(h′
1
)2 − 4(h′

2
)2h1 = 0.

Ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå h1 = (h2 + C)2✱ ãäå C ✕ êîíñòàíòà èíòå✲

ãðèðîâàíèÿ✱ îò êîòîðîé ìîæíî èçáàâèòüñÿ ñ ïîìîùüþ çàìåíû v → v − C✳

Ïîäñòàâëÿÿ h1 = (h2)
2 â ✭✶✼✮✱ íàõîäèì✿

ϕ = − l0
2
ln

(

h2(u)
2 − (v + h2(u)

2

l2
0

)

. ✭✶✽✮
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Ïñåâäîñôåðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè â R
4 ✹✶

➶îçâðàùàÿñü ê ôîðìóëàì ✭✶✹✮✱ ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿì äëÿ êî✲

ýôôèöèåíòîâ ìåòðèêè ðàññìàòðèâàåìîé ïîâåðõíîñòè F 2✿

g11 = l2
0

(h′
2
)2

(v + 2h2)2
, g12 = l2

0

h′
2
(v + h2)

(v + 2h2)2
, g22 = l2

0

h2
2

v2(v + 2h2)2
.

❐åãêî çàìåòèòü✱ ÷òî ôóíêöèÿ h2(u) îòâå÷àåò ñâîáîäå â âûáîðå øêàëèðóþ✲

ùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ u = u(ũ)✱ ñîõðàíÿþùåãî ñîïðÿæåííîñòü êîîðäèíàò u è

v✳ Óäîáíî ïîëîæèòü h2 = 1/u✳ Òîãäà êîýôôèöèåíòû gij ïðèìóò ñëåäóþùèé

ñèììåòðè÷íûé âèä✱ êîòîðûé è óêàçàí â ôîðìóëèðîâêå ëåììû✿

g11 =
l2
0

u2(uv + 2)2
, g12 = − l2

0
(uv + 1)

uv(uv + 2)2
, g12 =

l2
0

v2(uv + 2)2
. ✭✶✾✮

❰áðàòíî✱ åñëè êîýôôèöèåíòû gij ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ïîâåðõ✲

íîñòè F 2 çàäàíû âûðàæåíèÿìè ✭✶✾✮✱ òî òîãäà íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíè✲

åì ñèìâîëîâ ✃ðèñòîôôåëÿ ìîæíî óáåäèòüñÿ â âûïîëíåíèè óñëîâèé ✭✼✮✲✭✶✵✮✳

❐åììà äîêàçàíà✳

➬àìåòèì✱ ÷òî èç ïðåäñòàâëåííîãî äîêàçàòåëüñòâà âûòåêàåò ñëåäóþùåå

î÷åâèäíîå

Ñëåäñòâèå ✶ Ïîâåðõíîñòü F 2 ⊂ R
4 óäîâëåòâîðÿåò ✭✼✮✲✭✶✵✮ òîãäà✱ è

òîëüêî òîãäà✱ êîãäà F 2 èìååò ïîñòîÿííóþ îòðèöàòåëüíóþ ãàóññîâó êðè✲

âèçíó K ≡ − 1

l2
0

✱ à ñåìåéñòâà êîîðäèíàòíûõ ëèíèé u = const è v = const

ñîïðÿæåííîé ñåòè íà F 2 ïðåäñòàâëåíû ñåìåéñòâàìè ïàðàëëåëüíûõ ãåîäå✲

çè÷åñêèõ íà F 2✳

❰áðàòèì âíèìàíèå✱ ÷òî â õîäå äîêàçàòåëüñòâà ❐åììû ✶ ìû âîñïîëüçîâà✲

ëèñü óïîìÿíóòîé ðàíåå ñâîáîäîé â âûáîðå øêàëèðóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

ñîïðÿæåííûõ êîîðäèíàò íà F 2✳ Ïðè ýòîì ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòè ñî✲

ïðÿæåííûìè êîîðäèíàòàìè ïîñëå òàêîãî øêàëèðîâàíèÿ áóäåò óæå✱ âîîáùå

ãîâîðÿ✱ ãëàäêîé êëàññà Ck−2✳

✸ Ôóíäàìåíòàëüíûå óðàâíåíèÿ òåîðèè ïîâåðõíîñòåé

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü✱ ÷òî ïîâåðõíîñòü F 2 äîïóñêàåò äâà ðàçëè÷íûõ ïðåîá✲

ðàçîâàíèÿ ➪üÿíêè✳ ✃àê îòìå÷àëîñü âûøå✱ ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó✱ ÷òî F 2

äîïóñêàåò ïàðàìåòðèçàöèþ ñîïðÿæåííûìè êîîðäèíàòàìè òàê✱ ÷òî âûïîë✲

íåíû óñëîâèÿ ✭✼✮✲✭✶✵✮✳ ➶ ñèëó ❐åììû ✶ ýòî îçíà÷àåò✱ ÷òî ïîâåðõíîñòü F 2

ìîæåò áûòü ïàðàìåòðèçîâàíà ñîïðÿæåííûìè êîîðäèíàòàìè ✭u✱ v✮ òàê✱ ÷òî

åå ìåòðèêà ïðèìåò âèä ✭✶✶✮✳
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➶✳➚✳ ➹îðüêàâûé✱ ➴✳❮✳ ❮åâìåðæèöêàÿ

➘åòåðìèíàíò ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïî✲

âåðõíîñòè F 2 ðàâåí

❞❡tg = − l4
0

uv(uv + 2)3
, ✭✷✵✮

ïîýòîìó îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Ω ñîïðÿæåííûõ êîîðäèíàò ✭u✱ v✮ ïðèíàäëå✲

æèò îäíî èç äâóõ ñëåäóþùèõ îáëàñòåé✱ ïåðåâîäÿùèõñÿ äðóã â äðóãà ïðåîá✲

ðàçîâàíèåì u→ −u✱ v → −v✿

Ω1 =
{

(u, v) ∈ R2|u > 0, v < 0, uv + 2 > 0
}

,

Ω2 =
{

(u, v) ∈ R2|u < 0, v > 0, uv + 2 > 0
}

.

➶ äàëüíåéøåì✱ íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè✱ áóäåì ñ÷èòàòü✱ ÷òî Ω ⊂ Ω1✳

➬àïèøåì ôóíäàìåíòàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ïîâåðõíîñòè F 2 â óêàçàííîé

ïàðàìåòðèçàöèè ñ ó÷åòîì ✭✶✮✱ ✭✷✮✱ ✭✶✶✮✿

óðàâíåíèå ➹àóññà

L1

11
L1

22
+ L2

11
L2

22
=

l2
0

uv(uv + 2)3
, ✭✷✶✮

óðàâíåíèÿ ✃îäàööè

v(uv + 2)
(

L2

11
µ2 − ∂vL

1

11

)

+ L1

11
= 0, ✭✷✷✮

v(uv + 2)
(

L1

11
µ2 + ∂vL

2

11

)

− L2

11
= 0, ✭✷✸✮

u(uv + 2)
(

L2

22
µ1 − ∂uL

1

22

)

+ L1

22
= 0, ✭✷✹✮

u(uv + 2)
(

L1

22
µ1 + ∂uL

2

22

)

+ L2

22
= 0, ✭✷✺✮

óðàâíåíèå Ðè÷÷è

l2
0
(∂vµ1 − ∂uµ2) + (uv + 1)(uv + 2)

(

L1

11
L2

22
− L1

22
L2

11

)

= 0. ✭✷✻✮

➴ñëè ñëîæèòü óðàâíåíèå ✭✷✷✮✱ óìíîæåííîå íà −L1

11
✱ ñ óðàâíåíèåì ✭✷✸✮✱

óìíîæåííûì íà L2

11
✱ òî ïîëó÷èì

∂v
(

(L1

11
)2 + (L2

11
)2
)

=
2

v(uv + 2)

(

(L1

11
)2 + (L2

11
)2
)

, ✭✷✼✮

îòêóäà ñëåäóåò✱ ÷òî èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

(L1

11
)2 + (L2

11
)2 = −l2

0

v

uv + 2
(p1(u))

2, ✭✷✽✮
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Ïñåâäîñôåðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè â R
4 ✹✸

ãäå p1(u) ✕ ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ✱ ãëàäêàÿ êëàññà Ck−4✳

➚íàëîãè÷íûì îáðàçîì èç óðàâíåíèé ✭✷✹✮✲✭✷✺✮ âûòåêàåò✱ ÷òî

(L1

22
)2 + (L2

22
)2 = l2

0

u

uv + 2
(p2(v))

2, ✭✷✾✮

ãäå p2(v) ✕ ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ✱ ãëàäêàÿ êëàññà Ck−4✳

✃àê ñëåäñòâèå ðàâåíñòâ ✭✷✽✮✲✭✷✾✮✱ ìû ìîæåì çàïèñàòü ñëåäóþùåå ïðåäñòàâ✲

ëåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ âòîðûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ïîâåðõíîñòè F 2✿

L1

11
= l0

√
−v√

uv + 2
p1 cosα, L2

11
= l0

√
−v√

uv + 2
p1 sin α; ✭✸✵✮

L1

22
= l0

√
u√

uv + 2
p2 cosβ, L2

22
= l0

√
u√

uv + 2
p2 sinβ, ✭✸✶✮

ãäå α(u, v) è β(u, v) ✕ ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè✱ ãëàäêèå êëàññà Ck−4✳ ➶ âèäó

ôîðìóë ✭✸✵✮✲✭✸✶✮✱ óðàâíåíèÿ ✃îäàööè ñâåäóòñÿ ê äâóì óðàâíåíèÿì

µ1 = −∂uβ, µ2 = −∂vα, ✭✸✷✮

êîòîðûå ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü êàê âûðàæåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýô✲

ôèöèåíòîâ êðó÷åíèÿ µ1 è µ2✳

➶ ðåçóëüòàòå îñòàþòñÿ óðàâíåíèå ➹àóññà è óðàâíåíèå Ðè÷÷è✱ êîòîðûå

ìîæíî çàïèñàòü✱ èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ ω = α− β✱ â ñëåäóþùåì âèäå✿

cosω = − 1

p1p2(uv + 2)2(
√
u)3(

√
−v)3 , ✭✸✸✮

∂uvω − p1p2
√
u
√
−v(uv + 1) sinω = 0. ✭✸✹✮

❐åììà ✷ Ó ñèñòåìû ✭✸✸✮✲✭✸✹✮ íå ñóùåñòâóåò ãëàäêîãî êëàññà C2 ðåøåíèÿ

ω(u, v)✱ p1(u) > 0✱ p2(v) > 0✳

➘îêàçàòåëüñòâî ➶ûðàæàÿ ω(u, v) èç ✭✸✸✮ è ïîäñòàâëÿÿ â ✭✸✹✮✱ ïîñëå ðÿäà

ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

äëÿ ôóíêöèé q1(u) = (p1(u))
2✱ q2(v) = (p2(v))

2✿

dq1
du

dq2
dv

u3v3(uv + 2)6 +

+
dq1
du

q2 u
3v2(7uv + 6)(uv + 2)5 +

dq2
dv

q1 u
2v3(7uv + 6)(uv + 2)5 +

+ q1 q2 u
2v2(49u2v2 + 68uv + 36)(uv + 2)4 − 16 = 0. ✭✸✺✮
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➶✳➚✳ ➹îðüêàâûé✱ ➴✳❮✳ ❮åâìåðæèöêàÿ

➘èôôåðåíöèðóÿ ✭✸✺✮ îòäåëüíî ïî u è ïî v✱ ïîëó÷èì äâà óðàâíåíèÿ

d2q1
du2

u3v2(uv + 2)5
(

dq2
dv

v(uv + 2) + (7uv + 6)q2

)

+ ... = 0, ✭✸✻✮

d2q2
dv2

u2v3(uv + 2)5
(

dq1
du

u(uv + 2) + (7uv + 6)q1

)

+ ... = 0, ✭✸✼✮

ãäå òðîåòî÷èÿìè îáîçíà÷åíû ïîëèíîìû îò u✱ v✱ q1✱ q2✱
dq1
du

✱
dq2
dv

✳

➘èôôåðåíöèðóÿ ✭✸✺✮ ïî u è çàòåì ïî v✱ ïîëó÷èì óðàâíåíèå âèäà

A
d2q1
du2

d2q2
dv2

+ B
d2q1
du2

+ C
d2q2
dv2

+ D = 0, ✭✸✽✮

ãäå A✱ B✱ C✱ D ✕ ïîëèíîìû îò u✱ v✱ q1✱ q2✱
dq1
du

✱
dq2
dv

✳

➴ñëè

dq2
dv

v(uv + 2) + (7uv + 6)q2 6= 0,
dq1
du

u(uv + 2) + (7uv + 6)q1 6= 0

â êàêîé✲òî òî÷êå èç Ω✱ òî â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ìû ìîæåì íàéòè
d2q1
du2

è
d2q2
dv2

èç ✭✸✻✮✲✭✸✼✮✱ à çàòåì ïîäñòàâèòü íàéäåííûå âûðàæåíèÿ â ✭✸✽✮✳ ❰êà✲

çûâàåòñÿ✱ ÷òî ýòî ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

(

dq2
dv

v(uv + 2) + (7uv + 6)q2

)(

dq1
du

u(uv + 2) + (7uv + 6)q1

)

= 0, ✭✸✾✮

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ✳ Ïîýòîìó õîòÿ áû îäèí èç ìíîæèòåëåé â

✭✸✾✮ îáÿçàí îáðàùàòüñÿ â íîëü òîæäåñòâåííî â Ω✳

Ïðåäïîëîæèì✱ íàïðèìåð✱ ÷òî

dq2
dv

v(uv + 2) + q2(7uv + 6) ≡ 0.

➬àïèñûâàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå êàê ëèíåéíûé ïîëèíîì ïî u è ïðèðàâíèâàÿ ê

íóëþ êîýôôèöèåíòû ýòîãî ïîëèíîìà✱ ïîëó÷àåì✿

dq2
dv

v2 + 7vq2 ≡ 0,

dq2
dv

2v + 6q2 ≡ 0.

✃àê ñëåäñòâèå✱ q2 ≡ 0✱ ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òðåáîâàíèþ q2 > 0✳ ❐åììà äîêàçà✲

íà✳
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Ïñåâäîñôåðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè â R
4 ✹✺

Òàêèì îáðàçîì✱ ìû ïîëó÷àåì✱ ÷òî åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ ïîâåðõíîñòü F 2

äîïóñêàåò äâà ðàçëè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ ➪üÿíêè✱ òî åé îáÿçàòåëüíî îòâå÷à✲

åò ãëàäêîå êëàññà C2 ðåøåíèå ω(u, v)✱ p1(u) > 0✱ p2(v) > 0 ñèñòåìû ✭✸✸✮✲✭✸✹✮✳

Ñ äðóãîé ñòîðîíû✱ â âèäó ❐åììû ✷✱ òàêîãî ðåøåíèÿ ó ñèñòåìû ✭✸✸✮✲✭✸✹✮ íå

ñóùåñòâóåò✳ Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Òåîðå✲

ìû✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ❆♠✐♥♦✈ ❨✉✳❆✳✱ ❙②♠ ❆✳✱ ❖♥ ❇✐❛♥❝❤✐ ❛♥❞ ❇❛❝❦❧✉♥❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

s✉r❢❛❝❡s ✐♥ E4✱ ▼❛t❤✳ P❤②s✳✱ ❆♥✳✱ ●❡♦♠✳✱ ✸✱ ✼✺✲✽✾✱ ✭✷✵✵✵✮

✷✳ ❆♠✐♥♦✈ ❨✉✳❆✳✱ ❙②♠ ❆✳✱ ❖♥ ❇✐❛♥❝❤✐ ❛♥❞ ❇❛❝❦❧✉♥❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

s✉r❢❛❝❡s ✐♥ ❢♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡✱ ❇❛❝❦❧✉♥❞ ❛♥❞ ❉❛r❜♦✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱
❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ s♦❧✐t♦♥s✱ ❆❆❘▼❙✲❈❘▼ ❲♦r❦s❤♦♣✱ ❍❛❧✐❢❛①✱ ◆❙✱ ✶✾✾✾✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ❏✉♥❡
✹✲✾✱ ✭♣✉❜❧✳ ❜②✮ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱ ✾✶✲✾✸ ✭✷✵✵✶✮

✸✳ ❆♠✐♥♦✈ ❨✉✳❆✳✱ ●❡♦♠❡tr② ♦❢ ❙✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s ✱ ●♦r❞♦♥ ❛♥❞ ❇r❡❛❝❤ ❙❝✐❡♥❝❡ P✉❜❧✳✱
❆♠st❡r❞❛♠✱ ✭✷✵✵✶✮

✹✳ ➪îðèñåíêî ➚✳➚✳✱ ❮èêîëàåâñêèé Þ✳➚✳✱ ❒íîãîîáðàçèÿ ➹ðàññìàíà è ãðàññìàíîâ îáðàç

ïîäìíîãîîáðàçèé✱ Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê✱ ✹✻✿✷✱ ✹✶✲✽✸✱ ✭✶✾✾✶✮

✺✳ ❈✐❡s❧✐♥s❦✐ ❏✳✱ ●♦❧❞st❡✐♥ P✳✱ ❙②♠ ❆✳✱ ■s♦t❤❡r♠✐❝ s✉r❢❛❝❡s ✐♥ E3 ❛s s♦❧✐t♦♥ s✉r❢❛❝❡s✱ P❤②s✳
▲❡tt✳✱ ❆ ✷✵✺✱ ✶✱ ✸✼✲✹✸✱ ✭✶✾✾✺✮✳

✻✳ ●♦r❦❛✈②② ❱✳✱ ❖♥ ♣s❡✉❞♦✲s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦♥❣r✉❡♥❝✐❡s ✐♥ E4✱ ❒àòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà✱ àíà✲
ëèç✱ ãåîìåòðèÿ✱ ✶✵✿✹✱ ✹✾✽✲✺✵✹✱ ✭✷✵✵✸✮
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✽✳ ●♦r❦❛✈②② ❱✳❖✱ ◆❡✈♠❡r③❤②ts❦❛ ❖✳▼✳✱ ❘✉❧❡❞ s✉r❢❛❝❡s ❛s ðs❡✉❞♦✲sð❤❡r✐❝❛❧ ❝♦♥❣r✉❡♥❝✐❡s✱
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✾✳ ➹îðüêàâûé ➶✳➚✳✱ ❮åâìåðæèöêàÿ ➴✳❮✳✱ ➚íàëîã ïðåîáðàçîâàíèÿ ➪üÿíêè äëÿ äâóìåð✲

íûõ ïîâåðõíîñòåé â ïðîñòðàíñòâå S3xR1✱ ❒àòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè✱ ✽✾✿✻✱ ✽✸✸✲✽✹✺✱
✭✷✵✶✶✮

✶✵✳ ●♦r❦❛✈②② ❱✳✱ ◆❡✈♠❡r③❤✐ts❦❛ ❖✳✱ Ps❡✉❞♦✲s♣❤❡r✐❝❛❧ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s ✇✐t❤ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❇✐❛♥❝❤✐
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✶✶✳ ●♦r❦❛✈②② ❱✳✱ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❇✐❛♥❝❤✐ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ E4✱ ➷óðíàë ìàòåìàòè÷åñêîé
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ïîâåðõíîñòåé✱ ➮òîãè íàóêè è òåõíèêè✳ Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ✳
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✶✸✳ ❚❡♥❡♥❜❧❛t ❑✳✱ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❛♥✐❢♦❧❞s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱
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➴✳ ❮✳ ❮åâìåðæèöêàÿ

Õ❮Ó èì✳ ➶✳❮✳ ✃àðàçèíà✱ Õàðüêîâ✱ Óêðàèíà

❊✲♠❛✐❧✿ ❡♥♥❡✈❅✉❦r✳♥❡t

❱❛s②❧ ●♦r❦❛✈②②✱ ❖❧❡♥❛ ◆❡✈♠❡r③❤✐ts❦❛
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