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✹✲êâàçèïëàíàðíûå îòîáðàæåíèÿ ïî÷òè êâàòåð✲
íèîííûõ è ïîëóêâàòåðíèîííûõ ìíîãîîáðàçèé

➮ðèíà ❮èêîëàåâíà ✃óðáàòîâà

➚ííîòàöèÿ ❒û èññëåäóåì ñïåöèàëüíûé òèï îòîáðàæåíèé ðèìàíîâûõ

ïðîñòðàíñòâ ñ ïî÷òè è ïîëóêâàòåðíèîííîé ñòðóêòóðîé✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà ✃åëåðîâî ïðîñòðàíñòâî✱ êâàòåðíèîííàÿ ñòðóêòóðà✳

Ó➘✃ ✺✶✼✳✼✻✹

✶ ➶âåäåíèå✳

➶ ñîâðåìåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè èíòåíñèâíî èçó÷àþòñÿ ðàç✲

ëè÷íûå îáîáùåíèÿ òåîðèè ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé àôôèííîñâÿçíûõ

è ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ è ãîëîìîðôíî✲ïðîåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé ïî÷òè

êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé✳

❮àïîìíèì✱ ÷òî ãåîäåçè÷åñêîå îòîáðàæåíèå îäíîãî ïðîñòðàíñòâà àôôèí✲

íîé ñâÿçíîñòè An íà äðóãîå An îïðåäåëÿåòñÿ êàê âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñî✲

îòâåòñòâèå ìåæäó èõ òî÷êàìè✱ ïðè êîòîðîì îáðàçîì êàæäîé ãåîäåçè÷åñêîé

ëèíèè An ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ëèíèÿ An✳

➴ñëè íà ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëåíà êîâàðèàíòíî ïîñòîÿííàÿ

ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà✱ ñîãëàñîâàííàÿ ñ ìåòðèêîé ✱ åãî íàçûâà✲

þò êåëåðîâûì ❬✶❪✳ Òåîðåìà ßíî✲➶åñòëåéêà ❬✷❪ óòâåðæäàåò✱ ÷òî ãåîäåçè÷å✲

ñêîå îòîáðàæåíèå êåëåðîâà ïðîñòðàíñòâà íà êåëåðîâî ñ ñîõðàíåíèåì êîì✲

ïëåêñíîé ñòðóêòóðû ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì✳ Ïîýòîìó äëÿ êåëåðîâûõ ïðî✲

ñòðàíñòâ ââîäÿò áîëåå îáùèå✱ òàê íàçûâàåìûå ãîëîìîðôíî ïðîåêòèâíûå

îòîáðàæåíèÿ✱ ââåäåííûå Ò✳❰öóêè è ß✳Òàñèðî ❬✸❪✳ ❰áñòîÿòåëüíîå èçëîæå✲

íèå ðåçóëüòàòîâ✱ ïîëó÷åííûõ â òåîðèè ãåîäåçè÷åñêèõ è ãîëîìîðôíî ïðî✲
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åêòèâíûõ îòîáðàæåíèé✱ ñîäåðæèòñÿ â ❬✷❪✱❬✹❪✳ ➴ùå îäíî èç íàïðàâëåíèé

ñîâðåìåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ✲ òåîðèÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ

ìíîãîîáðàçèé✱ ñíàáæåííûõ ðàçëè÷íûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè✱ â

÷àñòíîñòè✱ àëãåáðàè÷åñêèìè✱ òî åñòü èçîìîðôíî ïðåäñòàëÿþùèìè íåêîòî✲

ðóþ àëãåáðó ❬✺❪✱❬✻❪✳ ❰áúåäèíÿåò ýòè íàïðàâëåíèÿ òåîðèÿ äèôôåîìîðôèç✲

ìîâ ìíîãîîáðàçèé ñ ðàçëè÷íûìè àôôèíîðíûìè ñòðóêòóðàìè✱ òàêèõ✱ íà✲

ïðèìåð✱ êàê êâàçè✲ãåîäåçè÷åñêèå✱ ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêèå✱ òðèãåîäåçè÷åñêèå✱

p✲ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ àôôèííîñâÿçíûõ è ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ✳

➶ ❬✼❪ Ñèíþêîâûì ❮✳Ñ✳ è ➱✳❒èêåøåì áûëè ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå êâà✲

çèïëàíàðíûå îòîáðàæåíèÿ✱ ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé âåñüìà øèðîêîå îáîá✲

ùåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ è ãîëîìîðôíî✲ïðîåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé ïðîñòðàíñòâ

àôôèííîé ñâÿçíîñòè áåç êðó÷åíèÿ ñ ïðîèçâîëüíîé àôôèíîðíîé ñòðóêòóðîé✳

❰òìåòèì✱ ÷òî âî âñåõ âûøåóêàçàííûõ îòîáðàæåíèÿõ ìíîãîîáðàçèÿ áûëè

íàäåëåíû ëèøü îäíîé àôôèíîðíîé ñòðóêòóðîé îïðåäåëåííîãî òèïà✳

❒û èññëåäóåì îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé ñâÿçíîñòè áåç êðó✲

÷åíèÿ ñ ïî÷òè è ïîëóêâàòåðíèîííîé ñòðóêòóðîé✱ êîòîðûå íàçûâàåì 4✲

êâàçèïëàíàðíûìè ❬✽❪✳

✃àê èçâåñòíî✱ ïî÷òè êâàòåðíèîííûì ïðîñòðàíñòâîì ❬✶❪ íàçûâàåòñÿ äèô✲

ôåðåíöèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå Xn ñ çàäàííûìè íà íåì ïî÷òè êîìïëåêñíûìè

ñòðóêòóðàìè
1

F è
2

F ✱ êîòîðûå íàðÿäó ñ

1

Fα
i

1

Fh
α = −δhi ,

2

Fα
i

2

Fh
α = −δhi ✭✶✮

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

1

Fα
i

2

Fh
α +

2

Fα
i

1

Fh
α = 0. ✭✷✮

❰÷åâèäíî✱ ÷òî òåíçîð
3

Fh
i =

1

Fα
i

2

Fh
α ,

òàêæå îïðåäåëÿåò ïî÷òè êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó✳ Ïðè ýòîì ñâÿçü ìåæäó
1

F ✱
2

F ✱
3

F èìååò âèä✿
1

Fα
i

2

Fh
α = −

2

Fα
i

1

Fh
α =

3

Fh
i ,

2

Fα
i

3

Fh
α = −

3

Fα
i

2

Fh
α =

1

Fh
i , ✭✸✮

3

Fα
i

1

Fh
α = −

1

Fα
i

3

Fh
α =

2

Fh
i .

❐þáûå äâå èç òðåõ îïðåäåëÿþò èñõîäíóþ ïî÷òè êâàòåðíèîííóþ ñòðóê✲

òóðó íà Xn✳
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✹✲êâàçèïëàíàðíûå îòîáðàæåíèÿ ✻✺

Ïî÷òè êâàòåðíèîííàÿ ñòðóêòóðà íà ïðîñòðàíñòâå àôôèííîé ñâÿçíîñòè

An ❝ îáúåêòîì ñâÿçíîñòè Γ íàçûâàåòñÿ êåëåðîâîé ❬✶❪✱ åñëè êàæäàÿ èç îáðà✲

çóþùèõ àôôèíîðíûõ ñòðóêòóð ✲ êåëåðîâà✱ òî åñòü

s

Fh
i,j = 0, s = 1, 2, 3,

ãäå <,> ✲ çíàê êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ïî ñâÿçíîñòè Γ ✳

Ïî÷òè êâàòåðíèîííóþ ñòðóêòóðó íà ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå Vn ñ ìåò✲

ðè÷åñêèì òåíçîðîì gij ÷àùå âñåãî ñîãëàñîâûâàþò â âèäå

gαβ
s

Fα
i

s

F
β
j = gij , s = 1, 2, 3, ✭✹✮

èëè✱ ÷òî òî æå✱

giα
s

Fα
j = −gjα

s

Fα
i , s = 1, 2, 3. ✭✺✮

✷ 4✲êâàçèïëàíàðíûå îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé

ñâÿçíîñòè ñ ïî÷òè êâàòåðíèîííîé ñòðóêòóðîé✳

1◦. Ðàññìîòðèì ïàðó ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé ñâÿçíîñòè áåç êðó÷åíèÿ An✱

An ñ îáúåêòàìè ñâÿçíîñòè Γ ✱ Γ è ïî÷òè êâàòåðíèîííûìè ñòðóêòóðàìè

(
1

F ,
2

F )✱ (
1

F ,
2

F )✱ ñîîòâåòñòâåííî✳

❮àçîâåì 4✲êâàçèïëàíàðíûì îòîáðàæåíèåì f : An → An ✭✹✃Ï❰✮✱ ñî✲

õðàíÿþùèì ïî÷òè êâàòåðíèîííóþ ñòðóêòóðó ❬✽❪✱ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå

îòîáðàæåíèå ìåæäó èõ òî÷êàìè✱ ïðè êîòîðîì â îáùåé ïî îòîáðàæåíèþ ñè✲

ñòåìå êîîðäèíàò x1, x2, . . . , xn èìååò ìåñòî çàâèñèìîñòü

Γ
h

ij(x) = Γh
ij(x) +

3
∑

s=0

s
q(i(x)

s

Fh
j)(x), ✭✻✮

ãäå
◦

Fh
i = δhi ,

3

Fh
i =

1

Fα
i

2

Fh
α ,

s

Fh
i (x) =

s

F
h

i (x),

s
qi(x) ✲ íåêîòîðûå êîâåêòîðû✳ ❮åòðóäíî âèäåòü✱ ÷òî ïðè îòîáðàæåíèÿõ ✭✻✮

ñîõðàíÿþòñÿ êðèâûå âèäà

xh = xh(t), h = 1, 2, . . . n,

âäîëü êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

λh,αλ
α = λα

3
∑

s=0

s
a(t)

s

Fh
α ,
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➮✳❮✳ ✃óðáàòîâà

λh =
dxh

dt
,

ãäå
s
a(t) ✲ íåêîòîðûå ôóíêöèè ïàðàìåòðà t✱ <,> ✲ çíàê êîâàðèàíòíîé ïðî✲

èçâîäíîé ïî ñâÿçíîñòè Γ ✳ Ýòè êðèâûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé àíàëîã ãåîäåçè✲

÷åñêèõ ëèíèé ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé ñâÿçíîñòè è àíàëèòè÷åñêè ïëàíàðíûõ

êðèâûõ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé✳

2◦. Ðàññìîòðèì ïàðó ðèìàíîâûõ ïî÷òè êâàòåðíèîííûõ ïðîñòðàíñòâ

(Vn, gij)✱ (V n, gij)✱ íàõîäÿùèõñÿ â ✹✃Ï❰✱ ñîõðàíÿþùåì ïî÷òè êâàòåðíèîí✲

íóþ ñòðóêòóðó✳ Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî ëèøü îäíà èç ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóê✲

òóð✱ ñêàæåì
1

F ✱ àáñîëþòíî ïàðàëëåëüíà â (V n, gij)✱ òî åñòü

1

Fh
i|j = 0,

ãäå < | > ✲ çíàê êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ïî ñâÿçíîñòè Γ ✳

➮ç ✭✻✮ ñëåäóåò✱ ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

1

Fh
i,j + δhj (

◦
qα

1

Fα
i +

1
qi) +

1

Fh
j (

1
qα

1

Fα
i −

◦
qi) +

2

Fh
j (

2
qα

1

Fα
i −

3
qi)+

+
3

Fh
j (

3
qα

1

Fα
i +

2
qi)− 2

3
qj

2

Fh
i + 2

2
qj

3

Fh
i = 0.

✭✼✮

❰ïóñêàÿ çäåñü èíäåêñ h â Vn è ñèììåòðèðóÿ ïî èíäåêñàì h, i✱ ïîëó÷àåì

gj(h(
◦
q|α|

1

Fα
i) +

1
qi))−

1

Fj(h(
1
q|α|

1

Fα
i) −

◦
qi))−

−
2

Fj(h(
2
q|α|

1

Fα
i) −

3
qi))−

3

Fj(h(
3
q|α|

1

Fα
i) +

2
qi)) = 0.

✭✽✮

Ïîñëå ñâåðòûâàíèÿ ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñ ghj ïî èíäåêñàì h, j îêàçûâàåòñÿ✱

÷òî
◦
qα

1

Fα
i +

1
qi = 0. ✭✾✮

Òîãäà èç ✭✽✮ ñ ó÷åòîì ✭✾✮✱ ✭✶✮✱ ✭✸✮✱ ✭✺✮ èìååì

2
qα

1

Fα
i −

3
qi = 0. ✭✶✵✮

Òàêèì îáðàçîì✱ èç ✭✾✮✱ ✭✶✵✮✱ ✭✼✮ ñëåäóåò✱ ÷òî åñëè ïðè ✹✃Ï❰ ðèìàíîâûõ

ïðîñòðàíñòâ Vn✱ V n ñ ñîõðàíåíèåì ïî÷òè êâàòåðíèîííîé ñòðóêòóðû àôôè✲

íîð
1

F â V n îïðåäåëÿåò êåëåðîâó ñòðóêòóðó✱ òî â Vn íà íåãî âîçíèêàþò

óñëîâèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî õàðàêòåðà âèäà

1

Fh
i,j = 2

3
qj

2

Fh
i − 2

2
qj

3

Fh
i .
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✹✲êâàçèïëàíàðíûå îòîáðàæåíèÿ ✻✼

❰òñþäà ëåãêî âèäåòü✱ ÷òî åñëè âVn àôôèíîð
1

F òàêæå àáñîëþòíî ïàðàëëå✲

ëåí✱ òî ïî íåîáõîäèìîñòè
3
qj =

2
qj = 0.

➶ ýòîì ñëó÷àå ✹✃Ï❰ ✭✻✮ âûðîæäàåòñÿ â
1

F ✲ïëàíàðíîå ❬✼❪✿

Γ
h

ij(x) = Γh
ij(x) +

1
∑

s=0

s
q(i(x)

s

Fh
j)(x).

➴ñëè ê òîìó æå ïîòðåáîâàòü✱ ÷òîáû
2

F ✭ à ñëåäîâàòåëüíî è
3

F ✮ áûëî êîâà✲

ðèàíòíî ïîñòîÿííî â Vn è V n✱ òî ðàññóæäåíèÿ✱ àíàëîãè÷íûå ïðåäûäóùèì✱

äàäóò íàì
◦
qj =

1
qj =

2
qj =

3
qj = 0,

ò✳å✳ ✹✃Ï❰ êåëåðîâûõ êâàòåðíèîííûõ ìíîãîîáðàçèé âûðîäèòñÿ â àôôèííîå

Γ
h

ij(x) = Γh
ij(x).

❐îãè÷íî ñ÷èòàòü âñå ýòè âàðèàíòû òðèâèàëüíûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ ✹✃Ï❰

ïî÷òè êâàòåðíèîííûõ ìíîãîîáðàçèé✳

➮òàê✱ íàìè äîêàçàíà

Òåîðåìà ✶ ✹✃Ï❰ ïî÷òè êâàòåðíèîííûõ ïðîñòðàíñòâ Vn −→ V n ❝ ñî✲

õðàíåíèåì ñòðóêòóðû ïðè óñëîâèè àáñîëþòíîé ïàðàëëåëüíîñòè õîòÿ áû

îäíîãî èç ñòðóêòóðíûõ àôôèíîðîâ
s

F ✱ s = 1, 2, 3✱ â Vn è V n òðèâèàëüíî✳

➶ ñèëó äîêàçàííîé òåîðåìû✱ ïðè èçó÷åíèè ✹✃Ï❰ èìååò ñìûñë ðàññìàò✲

ðèâàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óñëîâèÿ áîëåå îáùåãî õàðàêòåðà✱ ÷åì êîâàðèàíò✲

íîå ïîñòîÿíñòâî àôôèíîðîâ ïî÷òè êâàòåðíèîííîé ñòðóêòóðû✳ ➶ ❬✽❪✱ ❬✾❪ ìû

ïîøëè ïî ýòîìó ïóòè è èññëåäîâàëè ✹✃Ï❰ òàê íàçûâàåìûõ Q∗✲ïðîñòðàíñòâ✳

✸ Ïîíÿòèå ïîëóêâàòåðíèîííîé ñòðóêòóðû✳

➶âåäåì â ðàññìîòðåíèå ñòðóêòóðó✱ êîòîðàÿ ïîðîæäàåòñÿ ïàðîé ïî÷òè êîì✲

ïëåêñíûõ ñòðóêòóð✱ êîììóòèðóþùèõ ìåæäó ñîáîé✳ ❮àçîâåì åå ïîëóêâàòåð✲

íèîííîé✳ Ñîîòâåòñòâåííî✱ íàçîâåì ïî÷òè ïîëóêâàòåðíèîííûì ðèìàíîâî

ïðîñòðàíñòâî Vn ❝ çàäàííûìè íà íåì ïî÷òè êîìïëåêñíûìè ñòðóêòóðàìè
1

F

è
2

F ✱ êîòîðûå íàðÿäó ñ

1

Fα
i

1

Fh
α = −δhi ,

2

Fα
i

2

Fh
α = −δhi ✭✶✶✮
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➮✳❮✳ ✃óðáàòîâà

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

1

Fα
i

2

Fh
α −

2

Fα
i

1

Fh
α = 0. ✭✶✷✮

Òåíçîð
3

Fh
i =

1

Fα
i

2

Fh
α ,

î÷åâèäíî✱ îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó ïî÷òè ïðîèçâåäåíèÿ ❬✹❪✿

3

Fα
i

3

Fh
α = δhi . ✭✶✸✮

Ñâÿçü ìåæäó
1

F ✱
2

F ✱
3

F èìååò âèä✿

1

Fα
i

2

Fh
α =

2

Fα
i

1

Fh
α =

3

Fh
i ,

2

Fα
i

3

Fh
α = −

3

Fα
i

2

Fh
α = −

1

Fh
i , ✭✶✹✮

3

Fα
i

1

Fh
α =

1

Fα
i

3

Fh
α = −

2

Fh
i .

➶ êà÷åñòâå ïðèìåðà òàêîé ñòðóêòóðû ìîæåò ñëóæèòü òðîéêà àôôèíîðîâ ñ

êîìïîíåíòàìè

(
1

Fα
i ) =













0 0 −Ek 0

0 0 0 −Ek

Ek 0 0 0

0 Ek 0 0













, (
2

Fα
i ) =













0 0 0 Ek

0 0 Ek 0

0 −Ek 0 0

−Ek 0 0 0













,

(
3

Fα
i ) =













0 Ek 0 0

Ek 0 0 0

0 0 0 Ek

0 0 Ek 0













,

➶ äàëüíåéøåì ïîëàãàåì✱ ÷òî àôôèíîðû
1

F è
2

F íà Vn îïðåäåëÿþò ïî÷òè

ýðìèòîâó ñòðóêòóðó ❬✶❪✱ òî åñòü

1

Fij = −
1

Fji,
2

Fij = −
2

Fji,
1

Fij = giα
1

Fα
j ,

2

Fij = giα
2

Fα
j . ✭✶✺✮

Òîãäà èç ✭✶✹✮ ïî íåîáõîäèìîñòè ñëåäóåò

3

Fij =
3

Fji,
3

Fij = giα
3

Fα
j . ✭✶✻✮

✃àê îáû÷íî✱ ïîä êåëåðîâîé áóäåì ïîíèìàòü ïîëóêâàòåðíèîííóþ ñòðóê✲

òóðó íà Vn✱ äëÿ êîòîðîé
s

Fh
i,j = 0, s = 1, 2, 3.
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✹✲êâàçèïëàíàðíûå îòîáðàæåíèÿ ✻✾

✹ ✹✃Ï❰ ïîëóêâàòåðíèîííûõ êåëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ✳

Ðàññìîòðèì ✭ïñåâäî✲✮ðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà (Vn, gij) è (V n, gij) ❝ ïîëóê✲

âàòåðíèîííûìè êåëåðîâûìè ñòðóêòóðàìè
s

F ✱
s

F ✱ s = 1, 2, 3✱ íàõîäÿùèåñÿ â

✹✃Ï❰✱ ñîõðàíÿþùåì ñòðóêòóðó✳ Òîãäà â îáùåé ïî îòîáðàæåíèþ ñèñòåìå

êîîðäèíàò (xi) èìåþò ìåñòî ✭✻✮ ïðè óñëîâèÿõ ✭✶✶✮✲✭✶✻✮✳ ✃ðîìå òîãî✱ â Vn è

V n âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

s

Fh
i,j = 0,

s

Fh
i|j = 0, s = 1, 2, 3. ✭✶✼✮

➮ç çàâèñèìîñòè ìåæäó êîâàðèàíòíûìè ïðîèçâîäíûìè
s

F â Vn è V n ñ

ó÷åòîì ✭✻✮ è ✭✶✶✮✲✭✶✼✮ àíàëîãè÷íî òîìó✱ êàê ýòî äåëàëîñü âûøå✱ íàõîäèì ✿

◦
qi =

1
qα

1

Fα
i =

2
qα

2

Fα
i =

3
qα

3

Fα
i . ✭✶✽✮

ïðè
3

Fα
α 6= ±n✳

➬àìåòèì✱ ÷òî
3

Fα
α = ±n ñîîòâåòñòâóåò

3

Fh
i = ±δhi è✱ ñëåäîâàòåëüíî✱

1

Fh
i =

±
2

Fh
i ✳ Òàêèì îáðàçîì✱ ïðè

3

Fα
α = ±n ïîëóêâàòåðíèîííàÿ êåëåðîâà ñòðóêòóðà

âûðîæäàåòñÿ â êëàññè÷åñêóþ êåëåðîâó ❬✶❪✳

✺ Ñòðóêòóðíûå îñîáåííîñòè ✹✃Ï❰ ïîëóêâàòåðíèîííûõ

êåëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ✳

1◦. ➶âèäó
3

Fh
i,j = 0 àôôèíîðíàÿ ñòðóêòóðà

3

Fh
i èíòåãðèðóåìà ❬✹❪✱ïîýòîìó

â ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè ìîæíî âûáðàòü òàêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò✱

íàçûâàåìóþ àäàïòèðîâàííîé ✭ê àôôèíîðó✮✱ â êîòîðîé àôôèíîð ïðèâîäèòñÿ

ê âèäó✿

(
3

Fh
i ) =

(

Em 0

0 −En−m

)

, ✭✶✾✮

òî åñòü
3

F a
b = δab ,

3

FA
B = δAB ,

3

FA
b =

3

F a
B = 0, ✭✷✵✮

a, b = 1, 2, . . . ,m;A,B = m+ 1,m+ 2, . . . , n.

➶ àäàïòèðîâàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ââèäó ✭✶✻✮ ïðèîáðåòàåò ñïåöèôèêó

è ìàòðèöà ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà✿

G =

(

G1 0

0 G2

)

,
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➮✳❮✳ ✃óðáàòîâà

ãäå G1 = G1
T ✱ G2 = G2

T ✱òî åñòü

gab(x) = gba(x); gAB(x) = gBA(x); gaB(x) = 0.

➮ç ✭✶✼✮ ñëåäóåò✱ ÷òî â àäàïòèðîâàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò äëÿ ñèìâîëîâ

✃ðèñòîôôåëÿ âòîðîãî ðîäà èìååì✿

ΓA
bc = ΓA

Bc = Γ a
BC = Γ a

Bc = 0.

Ýòî✱ â ñâîþ î÷åðåäü✱ ïðèâîäèò ê òîìó✱ ÷òî

gab = gab(x
c); gAB = gAB(x

C); gaB(x) = 0, ✭✷✶✮

òî åñòü Vn ✲ ïðèâîäèìî ❬✹❪✳

❮àìè äîêàçàíà

Òåîðåìà ✷ Ïîëóêâàòåðíèîííîå êåëåðîâî ïðîñòðàíñòâî ïî íåîáõîäèìîñòè

ïðèâîäèìî✳

2◦. ❮åòðóäíî âèäåòü✱ ÷òî âñëåäñòâèå ✭✶✼✮ îáðàç ïîëóêâàòåðíèîííîãî

êåëåðîâà ïðîñòðàíñòâà ïðè ✹✃Ï❰ òàêæå ïðèâîäèì è â àäàïòèðîâàííîé ñè✲

ñòåìå êîîðäèíàò✱ îáùåé ïî îòîáðàæåíèþ✱

gab = gab(x
c); gAB = gAB(x

C); gaB(x) = 0.

Ñîîòíîøåíèÿ ✭✶✹✮✱✭✶✺✮✱✭✶✽✮✱ çàïèñàííûå â àäàïòèðîâàííîé ñèñòåìå êîîð✲

äèíàò✱ äàþò íàì

1

F a
B =

1

FA
b = 0,

2

F a
B =

2

FA
b = 0,

2

F a
b = −

1

F a
b ,

2

FA
B =

1

FA
B , ✭✷✷✮

(
1
qa,

1
qA) = (−

◦
qb

1

F b
a ,

◦
qB

1

FB
A ), (

2
qa,

2
qA) = (

◦
qb

1

F b
a ,−

◦
qB

1

FB
A ), ✭✷✸✮

âñëåäñòâèå ÷åãî èç îñíîâíûõ óðàâíåíèé ✹✃Ï❰ ✭✻✮ íàõîäèì✿

ΓA
bc = ΓA

Bc = Γ a
Bc = Γ a

BC = 0 Γ
A

bc = Γ
A

Bc = Γ
a

Bc = Γ
a

BC = 0 ✭✷✹✮

Γ
a

bc = Γ a
bc + 2

◦
q(bδ

a
c) + 2

1
q(b

1

F a
c), ✭✷✺✮

Γ
A

BC = ΓA
BC + 2

◦
q(Bδ

A
C) + 2

1
q(B

1

FA
C) ✭✷✻✮

❮åñëîæíî ïðîâåðèòü✱ ÷òî èç ✭✷✺✮✱✭✶✼✮✱✭✷✶✮✱✭✷✷✮ ñëåäóåò

◦
qb =

◦
qb(x

a),
◦
qB =

◦
qB(x

A),
1

F b
a =

1

F b
a(x

c),
1

FB
A =

1

FB
A (xC)
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✹✲êâàçèïëàíàðíûå îòîáðàæåíèÿ ✼✶

Ýòî îçíà÷àåò✱ ÷òî ïîëóêâàòåðíèîííûå êåëåðîâû ïðîñòðàíñòâà Vn è V n✱

íàõîäÿùèåñÿ â ✹✃Ï❰✱ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå Vn = Vm × Vn−m✱

V n = V m × V n−m✱ ïðè÷åì Vm(xa) è V m(xa) ÿâëÿþòñÿ êåëåðîâûìè îò✲

íîñèòåëüíî àôôèíîðà
1

F a
b (x

c) è ✹✃Ï❰ f : Vn −→ V n èíäóöèðóåò ❍P✲

îòîáðàæåíèå f1 : Vm −→ V m ñ ñîõðàíåíèåì êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû
1

F a
b ✱

ñîîòâåòñòâóþùåå âåêòîðó 2
◦
qb(x

a) ❬✷❪✳

➚íàëîãè÷íî Vn−m(xA) è V n−m(xA) ÿâëÿþòñÿ êåëåðîâûìè îòíîñèòåëü✲

íî àôôèíîðà
1

FB
A (xC) è ✹✃Ï❰ f : Vn −→ V n èíäóöèðóåò ❍P✲îòîáðàæåíèå

f2 : Vn−m −→ V n−m ñ ñîõðàíåíèåì êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû
1

FB
A ✱ ñîîòâåò✲

ñòâóþùåå âåêòîðó 2
◦
qB(x

A)✳

3◦. Ïîêàæåì✱ êàê ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü ✹✃Ï❰✳

Ðàññìòðèì äâå ïàðû êåëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ✳ Ïåðâàÿ ✲ (Vm, gab, F
a
b ) è

(V m, gab, F
a

b )✱ íàõîäÿùèåñÿ â ❮Ð✲îòîáðàæåíèè f1 : Vm −→ V m ñ ñîõðàíå✲

íèåì êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû✳ Òîãäà â îáùåé ïî îòîáðàæåíèþ f1 ñèñòåìå

êîîðäèíàò (xc)✱ a, b, c = 1, 2, . . .m îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ

èìåþò âèä✿

Γ
a

bc(x
d) = Γ a

bc(x
d) + ψ(b(x

d)δac) + ϕ(b(x
d)F a

c)(x
d), ✭✷✼✮

ãäå Γ, Γ ✲ îáúåêòû ðèìàíîâîé ñâÿçíîñòè Vm, V m✱ ñîîòâåòñòâåííî❀ ψa, ϕa ✲

íåêîòîðûå êîâåêòîðû✱ ïðè÷åì F a
c = F

a

c ✱

F a
c F

c
b = −δab , gacF

c
b = −gbcF

c
a , F a

b,c = F a
b|c = 0, ϕa = −ψcF

c
a . ✭✷✽✮

➶òîðàÿ ïàðà ✲ êåëåðîâû (Vn−m, gAB , F
A
B ) è (V n−m, gAB , F

A

B)✱ íàõîäÿùè✲

åñÿ â ❮Ð✲îòîáðàæåíèè f2 : Vn−m −→ V n−m ñ ñîõðàíåíèåì êîìïëåêñíîé

ñòðóêòóðû✳ Òîãäà â îáùåé ïî îòîáðàæåíèþ f2 ñèñòåìå êîîðäèíàò (xC)✱

A,B,C = m + 1,m + 2, . . . n îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ èìå✲

þò âèä✿

Γ
A

BC(x
D) = ΓA

BC(x
D) + ψ(B(x

D)δAC) + ϕ(B(x
D)FA

C)(x
D), ✭✷✾✮

ãäå Γ, Γ ✲ îáúåêòû ðèìàíîâîé ñâÿçíîñòè Vn−m, V n−m✱ ñîîòâåòñòâåííî❀ ψA, ϕA

✲ íåêîòîðûå êîâåêòîðû✱ ïðè÷åì FA
C = F

A

C ✱

FA
C F

C
B = −δAB , gACF

C
B = −gBCF

C
A , FA

B,C = FA
B|C = 0, ϕA = −ψCF

C
A .

✭✸✵✮

Ïîñòðîèì Vn = Vm×Vn−m è V n = V m×V n−m ñ ìåòðè÷åñêèìè òåíçîðàìè

(gij(x
k)) =

(

gab 0

0 gAB

)

, (gij(x
k)) =

(

gab 0

0 gAB

)

,
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➮✳❮✳ ✃óðáàòîâà

i, j, k = 1, 2, . . . n✳

❮åòðóäíî ïðîâåðèòü✱ ÷òî ñ ó÷åòîì ✭✷✼✮ ✲ ✭✸✵✮ çàâèñèìîñòü ìåæäó êîìïî✲

íåíòàìè îáúåêòîâ ðèìàíîâîé ñâÿçíîñòè Vn è V n áóäåò èìåòü âèä ✭✻✮✱ ãäå

(
1

Fh
i ) =

(

−F a
b 0

0 FA
B

)

, (
2

Fh
i ) =

(

F a
b 0

0 FA
B

)

, (
3

Fh
i ) =

(

Em 0

0 −En−m

)

,

(
◦
qi) = (

◦
qa,

◦
qA) = (

1

2
ψa(x

c),
1

2
ψA(x

C)),
◦
qi =

1
qα

1

Fα
i =

2
qα

2

Fα
i =

3
qα

3

Fα
i .

Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ ✭✶✶✮ ✲ ✭✶✼✮✳

➮òàê✱ ìû ïîëó÷èëè ✹✃Ï❰ êåëåðîâûõ ïîëóêâàòåðíèîííûõ ïðîñòðàíñòâ

f : (Vn, gij ,
s

Fh
i ) −→ (V n, gij ,

s

Fh
i ) ñ ñîõðàíåíèåì ñòðóêòóðû✳

Ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò✱ ÷òî â òåîðèè ❍P✲îòîáðàæåíèé êåëåðîâûõ ïðî✲

ñòðàíñòâ èçâåñòíî äîñòàòî÷íî ìíîãî êëàññîâ êåëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ✱ äî✲

ïóñêàþùèõ íåòðèâèàëüíûå ❍P✲îòîáðàæåíèÿ✱ ìû ïîëó÷àåì ýôôåêòèâíûé

ñïîñîá êîíñòðóèðîâàíèÿ ïîëóêâàòåðíèîííûõ êåëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ è èõ

✹✲êâàçèïëàíàðíûõ îòîáðàæåíèé✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ➘✳ ➶✳ ➪åêëåìèøåâ✳ ➘èôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâ ñ ïî÷òè êîìïëåêñíîé
ñòðóêòóðîé ✴✴ ➮òîãè íàóêè✿ ➹åîìåòðèÿ✱ ✶✾✻✸✳ ❒✳✿ ➶➮❮➮Ò➮✳✶✾✻✺ ✶✻✺✕✷✶✷✳

✷✳ ❏✳▼✐❦❡s✱ ❆✳❱❛♥③✉r♦✈❛✱ ■✳❍✐♥t❡r❧❡✐t♥❡r✳ ●❡♦❞❡s✐❝ ▼❛♣♣✐♥❣s ❛♥❞ ❙♦♠❡
●❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s✴✴P❛❧❛❝❦② ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❖❧♦♠♦✉❝✱ ❋❛❝✉❧t② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡✳ ❖❧♦♠♦✉❝✱ ✷✵✵✾✳

✸✳ ❖ts✉❦✐✱ ❚✳❀ ❚❛s❤✐r♦✱ ❨✳ ❖♥ ❝✉r✈❡s ✐♥ ❑❛❡❤❧❡r✐❛♥ s♣❛❝❡s✳ ❏✳❖❦❛②❛♠❛ ❯♥✐✈✳ ✹✱ ✺✼✲✼✽ ✭✶✾✺✹✮✳
✹✳ Ñèíþêîâ ❮✳Ñ✳ ➹åîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ ✴✴❒✳✿ ❮àóêà✱

❒îñêâà✱ ✶✾✼✾✳ ✷✺✻ ñ✳
✺✳ Øèðîêîâ ➚✳Ï✳ Ïðîñòðàíñòâà íàä àëãåáðàìè è èõ ïðèìåíåíèÿ✴✴ ➮òîãè íàóêè è òåõíè✲

êè✳ Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ✴ ➶➮❮➮Ò➮✳ ❒✳✱ ✷✵✵✷✳ Ò✳✼✸✳ Ñ✳✶✸✺✲✶✻✶✳
✻✳ ➶èøíåâñêèé ➶✳➶✳ ➮íòåãðèðóåìûå àôôèíîðíûå ñòðóêòóðû è èõ ïëþðàëüíûå èíòåð✲

ïðåòàöèè✴✴ ➮òîãè íàóêè è òåõíèêè✳ Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ✴
➶➮❮➮Ò➮✳ ❒✳✱ ✷✵✵✷✳ Ò✳✼✸✳Ñ✳✺✲✻✹✳

✼✳ ❒èêåø ➱✳✱ Ñèíþêîâ ❮✳Ñ✳ ❰ êâàçèïëàíàðíûõ îòîáðàæåíèÿõ ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé
ñâÿçíîñòè ✴✴➮çâåñòèÿ ➶Ó➬îâ✳ ❒àòåìàòèêà✳ ✶✾✽✸✳ ◆♦✳ ✶✳ Ñ✳ ✺✺✲✻✶✳

✽✳ ✃óðáàòîâà ➮✳❮✳ ❰ ✹✲êâàçèïëàíàðíûõ îòîáðàæåíèÿõ ïî÷òè êâàòåðíèîííûõ ìíîãîîá✲
ðàçèé ✴✴ ➮çâåñòèÿ ➶Ó➬îâ✳ ❒àòåìàòèêà ✳✶✾✽✻✳ ◆♦✳ ✶✳ Ñ✳ ✼✺✲✼✽✳

✾✳ ✃óðáàòîâà ➮✳❮✳ ❰ äèôôåîìîðôèçìàõ ïî÷òè êâàòåðíèîííûõ ìíîãîîáðàçèé ✴✴
❒àò✳Ñòóä✐➝✳ ✲ ✷✵✶✸✳ ✲ Ò✳✹✵✱ ◆♦✳ ✶✳✲ Ñ✳ ✾✺✲✶✵✸✳

➮ðèíà ❮èêîëàåâíà ✃óðáàòîâà

❰❮Ó✱ ❰äåññà✱ Óêðàèíà

❊✲♠❛✐❧✿ ✐r✐♥❛✳❦✉r❜❛t♦✈❛✷✼@❣♠❛✐❧✳❝♦♠



❉❖■✿ ❤tt♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✺✻✼✸✴✷✵✼✷✲✾✽✶✷✳✶✴✷✵✶✺✳✺✵✶✻✵

✹✲êâàçèïëàíàðíûå îòîáðàæåíèÿ ✼✸

■r✐♥❛ ◆✳ ❑✉r❜❛t♦✈❛

✹✲q✉❛s✐♣❧❛♥❛r ♠❛♣♣✐♥❣s ♦❢ ❛❧♠♦st q✉❛t❡r♥✐♦♥ ❛♥❞ s❡♠✐✲

q✉❛t❡r♥✐♦♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞s

❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ s♣❡❝✐❛❧ t②♣❡ ♠❛♣♣✐♥❣s ♦❢ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ s♣❛❝❡s ✇✐t❤ ❛❧♠♦st ❛♥❞

s❡♠✐✲q✉❛t❡r♥✐♦♥ str✉❝t✉r❡✳


