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✃âàçèãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ ðåêóððåíòíî✲
ïàðàáîëè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

➮ðèíà ❮èêîëàåâíà ✃óðáàòîâà✱ ❰ëüãà Òàðàñîâíà Ñèñþê

➚ííîòàöèÿ ❒û èññëåäóåì ñïåöèàëüíûé òèï îòîáðàæåíèé ìåæäó ðèìàíî✲

âûìè ïðîñòðàíñòâàìè ñ ðåêóððåíòíî✲ïàðàáîëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà Ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî✱ ïàðàáîëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà✳

Ó➘✃ ✺✶✼✳✼✻✹

✶ ➶âåäåíèå✳

1◦. ➶ ✶✾✻✽ ãîäó✱ èññëåäóÿ ïðîáëåìó ìîäåëèðîâàíèÿ ✭â ñìûñëå ïîâåäåíèÿ

ïðîáíûõ ÷àñòèö✮ ôèçè÷åñêèõ ïîëåé✱ àêàäåìèê ➚✳➬✳ Ïåòðîâ ïðèøåë ê çàäà÷å

êâàçè✲ãåîäåçè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ ✭✃➹❰✮ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ V4 ñèãíà✲

òóðû ❒èíêîâñêîãî ❬✶❪✳Ïðè ýòîì äâèæåíèå ñâîáîäíîé ÷àñòèöû â îäíîì ïîëå

✭ïðè îäíîì ýíåðãåòè÷åñêîì ðåæèìå✮ ìîäåëèðóåòñÿ äâèæåíèåì ÷àñòèöû â

äðóãîì ïîëå ✭ïðè äðóãîì ýíåðãåòè÷åñêîì ðåæèìå✮ ïîä äåéñòâèåì íåêîòîðîé

âíåøíåé ñèëû òèïà ❐îðåíöà✱ òî åñòü ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè ïðîñòðàíñòâà V4

ïåðåõîäÿò â òàê íàçûâàåìûå êâàçè✲ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè äðóãîãî ïðîñòðàí✲

ñòâà V 4✱ â ðåçóëüòàòå ÷åãî✱ ïî âûðàæåíèþ ➚✳➬✳ Ïåòðîâà✱ ➽ïðîèñõîäèò ïåðå✲

êà÷êà ýíåðãèè â ñèëó➾✳ ➮ì áûëè ïîëó÷åíû è â íåêîòîðîé ìåðå èññëåäîâàíû

îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ✃➹❰✱ êîòîðûå â îáùåé ïî îòîáðàæåíèþ ñèñòåìå êîîð✲

äèíàò èìåþò âèä✿

Γ
h

ij(x) = Γh
ij(x) + ψ(i(x)δ

h
j) + ϕ(i(x)F

h
j)(x)

F (ij)(x) = 0, F ij(x) = Fα
j (x)gαi(x),
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ãäå Γ
h

ij , Γ
h
ij êîìïîíåíòû îáúåêòîâ ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâ V 4 è V4 ñ ìåòðè÷å✲

ñêèìè òåíçîðàìè gij è gij ✱ ñîîòâåòñòâåííî❀ ψi✱ ϕi ✲ êîâåêòîðû❀ F
h
i ✲ àôôèíîð❀

êðóãëûìè ñêîáêàìè îáîçíà÷åíî ñèììåòðèðîâàíèå✳

✃➹❰ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé øèðîêîå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ

îòîáðàæåíèé ❬✷❪✱ òåîðèÿ êîòîðûõ óæå äàâíî ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðàç✲

äåëîì ñîâðåìåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè✱ è èìåþò ñóùåñòâåí✲

íîå ïåðåñå÷åíèå ñ äðóãèìè èçâåñòíûìè åå îáîáùåíèÿìè✱ òàêèìè êàê ❮Ð✲

îòîáðàæåíèÿ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé ❬✸❪✱ îòîáðàæåíèÿ àôôèííî✲

ñâÿçíûõ è ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ñîõðàíåíèåì êîìïëåêñà ãåîäåçè÷åñêèõ

❬✹❪✱ ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ àôôèííîñâÿçíûõ è ðèìàíîâûõ ïðî✲

ñòðàíñòâ ❬✷❪✱ ❋✲ïëàíàðíûå îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé ñâÿçíîñòè

❬✺❪✳

➮çó÷åíèþ ✃➹❰ ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ ïîñâÿùåíû ðà✲

áîòû ❬✻❪✲❬✽❪✳ Ïðè÷åì òàì óæå ïîíÿòèå ✃➹❰ îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ðèìàíî✲

âûõ ïðîñòðàíñòâ ïðîèçâîëüíîé ñèãíàòóðû è ðàçìåðíîñòè✱ à òàêæå èç îïðåäå✲

ëåííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé íàêëàäûâåòñÿ òðåáîâàíèå✱ ÷òîáû ✃➹❰

f : Vn → V n óäîâëåòâîðÿëî óñëîâèþ âçàèìíîñòè✱ ò✳å✳ îáðàòíîå îòîáðàæåíèå

f−1 : V n → Vn òàêæå áûëî êâàçè✲ãåîäåçè÷åñêèì✱ ñîîòâåòñòâóþùèì òîìó æå

àôôèíîðó Fh
i (x)✳

2◦. ➘ëÿ ñîêðàùåíèÿ âûêëàäîê óñëîâèìñÿ îïåðàöèþ ñâåðòûâàíèÿ ñ àô✲

ôèíîðîì íàçûâàòü ñîïðÿæåíèåì ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó èíäåêñó è îáîçíà✲

÷àòü ñëåäóùèì îáðàçîì✿

A...
i...

= A...
α...F

α
i , Ai...

... = Aα...
... F

i
α.

3◦. ❮àïîìíèì✱ ÷òî Xn ñ÷èòàåòñÿ íàäåëåííûì ❡✲ñòðóêòóðîé ❬✷❪✱ åñëè

â íåì çàäàíà àôôèíîðíàÿ ñòðóêòóðà Fh
i (x)✱ óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

Fα
i F

h
α = eδhi ,

ãäå e = −1, 1 èëè 0✳ Ïðè e = 1 åå íàçûâàþò ñòðóêòóðîé ïî÷òè ïðîèçâåäåíèÿ

✭ãèïåðáîëè÷åñêîé✮❀ ïðè e = −1 ✲ ïî÷òè êîìïëåêñíîé ✭ýëëèïòè÷åñêîé✮❀ ïðè

e = 0 ✲ ïî÷òè êàñàòåëüíîé ✭ïàðàáîëè÷åñêîé✮✳

➶ òåîðèè ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé ✭ïðè e = −1 ✮ àôôèíîðíóþ

ñòðóêòóðó✱ îïðåäåëåííóþ íà ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå (Vn, gij)✱ íàçûâàþò

ïî÷òè ýðìèòîâîé ❬✼❪✱ åñëè îíà ñîãëàñîâàíà ñ ìåòðèêîé â âèäå

gij = gij .
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➶ çàâèñèìîñòè îò òîãî✱ êàêèå óñëîâèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî õàðàêòåðà

íàêëàäûâàþòñÿ íà àôôèíîð â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ❡✲ñòðóêòóðîé✱ âû✲

äåëÿþò ñëåäóþùèå êëàññû ïðîñòðàíñòâ ❬✼❪✿ êåëåðîâî ✲ ïðè Fh
i,j = 0✱ ãäå ➽✱➾

✲ çíàê êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ïî ñâÿçíîñòè Vn❀ ❑✲ïðîñòðàíñòâî ✕ ïðè

Fh
i,j +F

h
j,i = 0❀ ❍✲ïðîñòðàíñòâî ✲ ïðè Fhi,j +Fij,h+Fjh,i = 0✱ ãäå Fhi = ghαF

α
i

è äð✳

Ïðåäìåòîì íàøåãî èññëåäîâàíèÿ áóäóò ✃➹❰ f : Vn → V n îïðåäåëåííîãî

òèïà â ïðåäïîëîæåíèè✱ ÷òî Fh
i ïîðîæäàåò íà Vn è V n ñòðóêòóðó✱ êîòîðóþ

ìû íàçâàëè ðåêóððåíòíî✲ïàðàáîëè÷åñêîé✳

✷ Ïîíÿòèå ðåêóððåíòíî✲ïàðàáîëè÷åñêîé ñòðóêòóðû

1◦. ❮àçîâåì ðåêóððåíòíî✲ïàðàáîëè÷åñêîé çàäàííóþ íà✭ïñåâäî✮ðèìàíîâîì

ïðîñòðàíñòâå Vn àôôèíîðíóþ ñòðóêòóðó Fh
i (x)✱ êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì✿

Fα
i F

h
α = 0, F(ij) = 0, Fij = Fα

j gαi, ✭✶✮

Fh
i,j = ρj(x)F

h
i (x) ✭✷✮

ãäå êðóãëûìè ñêîáêàìè îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ ñèììåòðèðîâàíèÿ áåç ìíîæè✲

òåëÿ❀ ➽✱➾ ✲ çíàê êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé â ïðîñòðàíñòâå Vn❀ ρj ✲ êîâà✲

ðèàíòíûé âåêòîð✳ Ñàìî Vn ïðè ýòîì òàêæå áóäåì íàçûâàòü ðåêóððåíòíî✲

ïàðàáîëè÷åñêèì✳

➶âèäó ✭✶✮ è ✭✷✮ äëÿ òåíçîðà Ðèìàíà Vn âîçíèêàþò äîïîëíèòåëüíûå ñâîé✲

ñòâà✳ ➘åéñòâèòåëüíî✱ ïðèìåíèâ òîæäåñòâî Ðè÷÷è ê àôôèíîðó Fh
i (x), íà îñ✲

íîâàíèè ✭✷✮ èìååì✿

ρ[j,k]F
h
i = Rh

ijk −Rh
ijk

✭✸✮

❮àïîìíèì ❬✷❪✱ ÷òî îäíèì èç êðèòåðèåâ èíòåãðèðóåìîñòè ❡✲ñòðóêòóðû ÿâ✲

ëÿåòñÿ îáðàùåíèå â 0 åãî òåíçîðà ❮åéåíõåéñà✿

Nh
ij = Fh

i,j
− Fh

j,i
+ Fh

i,j
− Fh

j,i

➮ç ✭✷✮ íà îñíîâàíèè ✭✶✮ ñëåäóåò✱ ÷òî Fh
i,j

= 0✱ ïîýòîìó òåíçîð ❮åéåíõåéñà

ðåêóððåíòíî✲ïàðàáîëè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïðåäñòàâèòñÿ â âèäå

Nh
ij = Fh

i,j
− Fh

j,i

èëè✱ ñ ó÷åòîì ✭✷✮✱

Nh
ij = ρjF

h
i − ρiF

h
j .
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➪óäåì ïîëàãàòü✱ ÷òî àôôèíîðíàÿ ñòðóêòóðà Fh
i (x) èíòåãðèðóåìà✱ òîãäà

èç ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò✿

ρjF
h
i − ρiF

h
j = 0.

➴ñëè çäåñü îïóñòèòü èíäåêñ h â Vn✱ çàòåì ïðîöèêëèðîâàòü ïî i, j, h è

ñðàâíèòü ðåçóëüòàò ñ èñõîäíûìè ðàâåíñòâàìè✱ òî âñëåäñòâèå ✭✶✮ ïîëó÷èì

ρiFjh = 0✱ òî åñòü✿

ρi = 0. ✭✹✮

2◦. Òàê êàê íàøà ïàðàáîëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà Fh
i ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóå✲

ìîé✱ â ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè ìîæíî âûáðàòü òàêóþ ñèñòåìó êîîðäè✲

íàò✱ ✭åå íàçûâàþò àäàïòèðîâàííîé ê àôôèíîðó✮✱ â êîòîðîé àôôèíîð èìååò

ñëåäóþùèé âèä✿

(Fh
i ) =

(

0 0

Em 0

)

,

òî åñòü✿

F a+m
b = δab , F a+m

b+m = F a
b = F a

b+m = 0

a, b = 1, 2, . . . ,m = n
2 .

➶âåäåì âñïîìîãàòåëüíûé òåíçîð Bh
i ✱ òàêîé ÷òî✿

Bh
αB

α
i = 0, Fh

αB
α
i +Bh

αF
α
i = δhi . ✭✺✮

Ïðè ýòîì✱ î÷åâèäíî✱ ïî íåîáõîäèìîñòè

F β
αB

α
β = m.

Ýòîò òåíçîð îïðåäåëÿåòñÿ ñ áîëüøèì ïðîèçâîëîì✳ ➶ ÷àñòíîñòè✱ â àäàïòèðî✲

âàííîé ê àôôèíîðó Fh
i ñèñòåìå êîîðäèíàò îí ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

(Bh
i ) =

(

P Em

−P 2 −P

)

,

ãäå P✕ïðîèçâîëüíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m✳

✸ ✃➹❰ ðåêóððåíòíî✲ïàðàáîëè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

1◦. Ðàññìîòðèì ïàðó ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ (Vn, gij) è (V n, gij)✱ íàõî✲

äÿùèõñÿ â ✃➹❰✱ ñîîòâåòñòâóþùåì àôôèíîðó Fh
i ✱ óäîâëåòâîðÿþùåì óñëî✲

âèþ âçàèìíîñòè✳ ➶ îáùåé ïî îòîáðàæåíèþ ñèñòåìå êîîðäèíàò (xi) îñíîâíûå

óðàâíåíèÿ ✃➹❰ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå✿

Γ
h

ij(x) = Γh
ij(x) + ψ(i(x)δ

h
j) + ϕ(i(x)F

h
j)(x) ✭✻✮
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F (ij)(x) = 0, F ij(x) = Fα
j (x)gαi(x),

ãäå Γ
h

ij , Γ
h
ij êîìïîíåíòû îáúåêòîâ ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâ V n è Vn ñ ìåòðè÷å✲

ñêèìè òåíçîðàìè gij è gij ✱ ñîîòâåòñòâåííî❀ ψi✱ ϕi ✲ êîâåêòîðû❀ F
h
i ✲ àôôèíîð✳

Ïóñòü Vn ÿâëÿåòñÿ ðåêóððåíòíî✲ïàðàáîëè÷åñêèì✳ ❮àéäåì ñâÿçü ìåæäó êî✲

âàðèàíòíûìè ïðîèçâîäíûìè Fh
i â ïðîñòðàíñòâàõ V n è Vn ✱ èñïîëüçóÿ ✭✻✮✱

✭✶✮ è ✭✷✮✿

Fh
i|j = ρjF

h
i + ψiδ

h
j + ϕiF

h
j − ψiF

h
j ✭✼✮

Ïðè ñâåðòûâàíèè ñ Bh
j ïî h✱j ❝ ó÷åòîì ✭✺✮ îòñþäà íàõîäèì

ϕi = ψi

Òîãäà èç ✭✼✮ ñëåäóåò✿

Fh
i|j = ρjF

h
i ,

ò✳å✳ â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå V n àôôèíîð Fh
i òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåêóððåíò✲

íûì✱ ïðè÷åì ñ òåì æå âåêòîðîì ðåêóððåíòíîñòè ρj ✳

❮àìè äîêàçàíà

Òåîðåìà ✶ ❰áðàç ðåêóððåíòíî✲ïàðàáîëè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ïðè ✃➹❰ ïî

íåîáõîäèìîñòè òàêæå ïàðàáîëè÷åñêè✲ðåêóððåíòåí✳

2◦. ➬àìåòèì✱ ÷òî ïðè ñâåðòûâàíèè ✭✻✮ ïî h, j ñ ó÷åòîì ϕi = ψi èìååì

Γ
α

iα = Γα
iα + (n+ 2)ψi,

÷òî ãîâîðèò î ãðàäèåíòíîñòè âåêòîðà ψi.

✹ ✃➹❰ ðåêóððåíòíî✲ïàðàáîëè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Vn íà ïëîñêîå

V n✳

1◦. Ðàññìîòðèì ✃➹❰ ðåêóððåíòíî✲ïàðàáîëè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Vn íà

ïëîñêîå V n✳ ➘ëÿ íà÷àëà íàéäåì çàâèñèìîñòü ìåæäó òåíçîðàìè Ðèìàíà ïðî✲

ñòðàíñòâ Vn è V n✱ íàõîäÿùèõñÿ â êâàçè✲ãåîäåçè÷åñêîì îòîáðàæåíèè✳ ❮à îñ✲

íîâàíèè óðàâíåíèé ✭✻✮✱ ✭✶✮ è ✭✷✮ ïîëó÷èì✿

R
h

ijk = Rh
ijk +Aijδ

h
k −Aikδ

h
j +AijF

h
k −AikF

h
j +A[kj]F

h
i

ãäå ìû îáîçíà÷èëè Aik = ϕi,k + ϕiρk − ϕkϕi − ϕiϕk.

Ïóñòü ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî V n ✲ ïëîñêîå✱ òî åñòü R
h

ijk = 0✱ òîãäà

Rh
ijk +Aijδ

h
k −Aikδ

h
j +AijF

h
k −AikF

h
j +A[kj]F

h
i = 0 ✭✽✮
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❰òñþäà ïîñëå ñâåðòûâàíèÿ ïî èíäåêñàì h, k íàéäåì✿

Rij + nAij −Aij −Aji = 0, ✭✾✮

ãäå Rij ✲ òåíçîð Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà Vn✳ ❆ëüòåðíèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ïî

èíäåêñàì i, j✱ èìååì✿

Aij = Aji ✭✶✵✮

è✱ ñëåäîâàòåëüíî✱

Aij = 0.

➶ ñâÿçè ñ ýòèì ✭✾✮ äàþò íàì Rij = 0.

❰ïóñòèì â ñîîòíîøåíèÿõ ✭✽✮ èíäåêñ h â Vn✿

Rhijk +Aijghk −Aikghj +AijFhk −AikFhj +A[kj]Fhi = 0

Ïðîèçâåäåì çäåñü ñîïðÿæåíèå ñ àôôèíîðîì ïîî÷åðåäíî ïî èíäåêñàì k è j

è ñëîæèì ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà✳ ➶ ðåçóëüòàòå âèäèì✱ ÷òî

(Aij +Aij)Fhk − (Aik +Aik)Fhj + (Akj +Akj)Fhi = 0

Ïîäíèìåì çäåñü èíäåêñ h â ïðîñòðàíñòâå Vn✱ à çàòåì ñâåðíåì ïîëó÷åííîå

ñîîòíîøåíèå ñ Bk
h ïî èíäåêñàì h, k ñ ó÷åòîì ✭✺✮✿

m(Aij +Aij)− (Aij +Aij) + (Aij −Aji) = 0

➚ëüòåðíèðóÿ äàííûå ðàâåíñòâà ïî èíäåêñàì i, j✱ è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå

✭✶✵✮✱ îáíàðóæèâàåì✱ ÷òî✿

Aij = Aji ✭✶✶✮

Ñëåäîâàòåëüíî✱ ïðåäûäóùèå ðàâåíñòâà ïðèâîäÿò íàñ ïðè n 6= 2 ê

Aij = −Aji. ✭✶✷✮

Òîãäà èç ✭✾✮ ñëåäóåò

Rij = −(n+ 1)Aij . ✭✶✸✮

➶åðíåìñÿ ê âûðàæåíèÿì ✭✽✮ è ñâåðíåì èõ ñ òåíçîðîì gij :

Rhk + ghkAαβg
αβ + FhkAαβg

αβ + 2Ahk = 0

Ïðîèçâîäÿ çäåñü ñîïðÿæåíèå ïî èíäåêñó h ✱ ïîëó÷èì

Aαβg
αβ = 0,
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à àëüòåðíèðóÿ ïî èíäåêñàì h, k✱ ñîîòâåòñòâåííî✱

Aαβg
αβ = 0.

➶ ðåçóëüòàòå ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà ïðèíèìàþò âèä✿

Rhk + 2Ahk = 0

➶û÷èòàÿ èç ýòîãî âûðàæåíèå ðàâåíñòâî ✭✶✸✮✱ îáíàðóæèâàåì✱ ÷òî✿

Ahk = 0,

è✱ çíà÷èò✱ Rhk = 0, òî åñòü íàøå ïðîñòðàíñòâî ïî íåîáõîäèìîñòè ✕ Ðè÷÷è✲

ïëîñêîå✳

Ñ ó÷åòîì âûøåñêàçàííîãî èç ✭✽✮ ñëåäóåò✿

Rh
ijk +AijF

h
k −AikF

h
j +A[kj]F

h
i = 0,

èëè✱ ÷òî òî æå✱

Rhijk +AijFhk −AikFhj +A[kj]Fhi = 0

➬àìåíèì çäåñü èíäåêñû h íà k✱ i íà j✱ à ðåçóëüòàò âû÷òåì èç èñõîäíûõ

ðàâåíñòâ✿

(Aji +Aij)Fhk −AikFhj +AjhFki +A[kj]Fhi −A[hi]Fkj = 0 ✭✶✹✮

Ïîäíèìàÿ çäåñü èíäåêñ h â Vn è ñâåðòûâàÿ ðåçóëüòàò ñ Bk
h ïî èíäåêñàì h, k✱

ââèäó ✭✺✮ íàõîäèì✿

Aij = −Aji

➶ñëåäñòâèå ýòîãî ✭✶✹✮ ïðèíèìàþò âèä✿

AjhFki −AikFhj + 2AkjFhi − 2AhiFkj = 0

➴ñëè çäåñü ïðîñèììåòðèðîâàòü ïî h, i✱ çàòåì ïîìåíÿòü èíäåêñû h, j ìåñòàìè

è ðåçóëüòàò ñëîæèòü ñ èñõîäíûì ðàâåíñòâîì✱ ïîëó÷èì

AkjFhi −AhiFkj = 0

Ñâåðòûâàíèå ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé ñ gkαBj
α ïî èíäåêñàì j, k äàåò íàì✿

Ahi =
1

m
FhiAαβg

αγBβ
γ

➶ ðåçóëüòàòå ✭✽✮ çàïèøóòñÿ â âèäå✿

Rhijk = C(FhkFij − FhjFik + 2FhiFkj) ✭✶✺✮
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ãäå C = − 1
m
Aαβg

αγBβ
γ ✲ èíâàðèàíò✱ âîîáùå ãîâîðÿ✱ íå ÿâëÿþùèéñÿ êîíñòàí✲

òîé✳

2◦. Ïîêàæåì✱ ÷òî ïðîñòðàíñòâî✱ â êîòîðîì âûïîëíÿþòñÿ ✭✶✺✮✱ ÿâëÿåò✲

ñÿ ñèììåòðè÷åñêèì✳ ➘ëÿ ýòîãî íàéäåì êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ òåíçîðà

Ðèìàíà â ïðîñòðàíñòâå Vn✱ ó÷èòûâàÿ ✭✷✮✿

Rhijk,l = Kl(FhkFij − FhjFik + 2FhiFkj) ✭✶✻✮

ãäå

Kl = C,l + 2Cρl.

Ïðîöèêëèðóåì ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ ïî èíäåêñàì j, k, l ✱ à çàòåì ïîä✲

íèìåì â íèõ èíäåêñ h â ïðîñòðàíñòâå Vn✿

Kl(F
h
k Fij − Fh

j Fik + 2Fh
i Fkj) +Kj(F

h
l Fik − Fh

k Fil + 2Fh
i Flk)+

+Kk(F
h
j Fil − Fh

l Fij + 2Fh
i Fjl) = 0.

Ñâåðíåì ýòî ðàâåíñòâî ñ Bk
h ïî èíäåêñàì h è k✿

mKlFij −mKjFik + 2KiFkj = 0.

➶ ðåçóëüòàòå öèêëèðîâàíèÿ ïî èíäåêñàì i, j, l îòñþäà ïîëó÷àåì✿

(2m+ 2)(KlFij +KiFjl +KjFli) = 0,

÷òî âìåñòå ñ ïðåäûäóùèì ðàâåíñòâîì äàåò íàì KiFjl = 0 è✱ ñëåäîâàòåëüíî✱

Ki = C,i + 2Cρi = 0.

Òîãäà èç ✭✶✻✮ ñëåäóåò

Rhijk,l = 0

è✱ çíà÷èò✱ ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî Vn✱ äîïóñêàþùåå íåòðèâèàëüíîå ✃➹❰ íà

ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî V n✱ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì✳

3◦. ➬àìåòèì✱ ÷òî ââèäó ✭✶✺✮ èç ✭✸✮ âûòåêàåò ãðàäèåíòíîñòü âåêòîðà ρi✱

òî åñòü

ρi =
∂ρ(x)

∂xi
.

Ïîýòîìó èç

Ki = C,i + 2Cρi = 0

äëÿ èíâàðèàíòà C â ✭✶✺✮ èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

C = C1e
−ρ(x),

ãäå C1 ✲ íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà✳ ➶ ðåçóëüòàòå ✭✶✺✮ ïðèíèìàþò âèä

Rhijk = C1e
−ρ(x)(FhkFij − FhjFik + 2FhiFkj) ✭✶✼✮

❮àìè äîêàçàíà
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Òåîðåìà ✷ ➴ñëè ïàðàáîëè÷åñêè✲ðåêóððåíòíîå ïðîñòðàíñòâî Vn ïðè n 6= 2

äîïóñêàåò íåòðèâèàëüíîå ✃➹❰ íà ïëîñêîå V n = En✱ òî îíî ïî íåîáõîäè✲

ìîñòè ÿâëÿåòñÿ Ðè÷÷è✲ïëîñêèì✱ à åãî òåíçîð Ðèìàíà èìååò ñòðóêòóðó

✭✶✼✮ ïðè íåêîòîðîé êîíñòàíèå C1.

✺ ❒åòðèêè ðåêóððåíòíî✲ïàðàáîëè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ✱

äîïóñêàþùèõ íåòðèâèàëüíîå ✃➹❰ íà ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî

➶îñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ➚✳Ï✳Øèðîêîâà äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ðèìàíîâûõ

ïðîñòðàíñòâ✱ ïîçâîëÿþùåé âîññòàíîâèòü ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â îêðåñòíîñòè

íåêîòîðîé òî÷êè M(x0) â Vn✿

gij =
◦
gij +

1

2

∞
∑

s=1

(−1)s2s

(2s+ 2)!

s
mij

➬äåñü
1
mij = mij ,

k+1
m ij =

k
mαimβj

◦
g
αβ

mij =
◦

Riαjβy
αyβ ,

◦
gij ✱

◦
g
αβ

✲ çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ìåòðè÷åñêîãî è îáðàòíîãî åìó òåíçîðîâ

â òî÷êå M(x0) ✱
◦

Riαjβ✲ çíà÷åíèå êîìïîíåíò òåíçîðà Ðèìàíà â M(x0✮✱ (y
h)✲

ðèìàíîâû êîîðäèíàòû ñ íà÷àëîì â òî÷êå M(x0)✳

➮ç ✭✶✺✮ ñ ó÷åòîì ✭✶✮ ëåãêî âèäåòü✱ ÷òî

k
mij = 0

ïðè k > 1✳

Òàêèì îáðàçîì✱ âûðàæåíèå äëÿ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïàðàáîëè÷åñêè✲

ðåêêóðåíòíîãî ïðîñòðàíñòâà Vn✱ äîïóñêàþùåãî íåòðèâèàëüíîå ✃➹❰ íà ïëîñ✲

êîå ïðîñòðàíñòâî V n ✱ èìååò âèä✿

gij =
◦
gij +

C1e
−

◦

ρ

8
yα

◦

Fαiy
β

◦

F βj ,

ãäå
◦
gij ✱

◦

F ij ✱
◦
ρ ✲ êîìïîíåíòû òåíçîðîâ gij ✱ Fij è èíâàðèàíòà ρ(x) â òî÷êå

x0✱ y
h ✲ ðèìàíîâû êîîðäèíàòû ñ íà÷àëîì â òî÷êå M(x0)✱ C1 ✕ íåêîòîðàÿ

êîíñòàíòà✳
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