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МЕТОД ФУНКЦІЙ ГРІНА В РЕАКЦІЯХ  
ОДНОЕЛЕКТРОННОЇ ПЕРЕЗАРЯДКИ 

 
В рамках напівкласичної ейкональної теорії розвинений метод функцій Гріна 
для обчислення ймовірностей і перерізів перезарядки, які просумовані за всіма 
кінцевими електронними станами іонів, що утворюються при одноелектрон-
ному захопленні. Досліджено вплив ефектів екранування налітаючого іона 
власними електронами на величину перерізу одноелектронного захоплення 
при швидких іон-атомних зіткненнях.  
Ключові слова: ейкональне наближення, функції Гріна, одноелектронна пере-
зарядка, атом, іон. 

 

Вступ 
Процеси захоплення електрона швид-

кими іонами при зіткненні їх з атомами 
відносяться до актуальної галузі фізики 
іон-атомних взаємодій, що представляє 
інтерес як для розвитку теорії зіткнень в 
цілому, так і для численних додатків в су-
міжних областях.  

В даний час немає єдиної теорії елек-
тронного захоплення, яка описує все різ-
номаніття процесів одноелектронного за-
хоплення. Тому, як і раніше актуальним 
залишається розвиток наближених теоре-
тичних методів розгляду захоплення елек-
трона, що встановлюють залежність пере-
різів від основних параметрів зіткнення і 
узгоджуються з експериментальними да-
ними. Особливо інтенсивно розвиваються 
методи опису електронного захоплення в 
області проміжних і великих швидкостей 
частинок, що зіштовхуються. Серед най-
більш успішних підходів до вирішення 
цього завдання слід віднести різні варіанти 
методу спотворених хвиль, які використо-
вуються при описі симетричних або майже 
симетричних зіткнень [1-7], і борнівське 
наближення сильного потенціалу, що вра-
ховує сильний парний потенціал взаємодії 
у всіх порядках теорії збурень, а слабкий 

потенціал - в першому порядку, а, отже, 
застосовується при описі несиметричних 
процесів [8]. Зауважимо, однак, що всі ці 
наближення вимагають досить складних 
чисельних розрахунків і реалізуються ли-
ше в найпростіших випадках. Відзначимо 
також, що детально розроблені асимптоти-
чні за великим прицільним параметром 
методи теорії атомних зіткнень [6, 9, 10] 
незастосовні для обчислення перерізів од-
ноелектронної перезарядки при високих 
енергіях, так як в цьому випадку, навпаки, 
істотні малі прицільні відстані.  

Наша робота присвячена теоретич-
ному вивченню процесів одноелектронної 
перезарядки при зіткненні багатозарядних 
іонів +pZB  з атомами або молекулами мі-
шені [11]: 

 
( ){ } ( ) .1*1 +++−++ +→+ tptp ZZZZ ABAB      (1) 

 
Енергетичні міркування і строгі правила 
відбору не забороняють заселення будь-
якого з підрівні іона ( ){ }*1 +−pZB  в стани з 
великими значеннями головного кван-
тового числа 'n  при енергіях налітаючого 
багатозарядного іона EE ∆>>  (де енерге-
тичний дефект if IIE −=∆ ) дорівнює різ-
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ниці потенціалів іонізації розглянутих по-
чаткового ( nlmi ≡ ) і кінцевого ( ''' mlnf ≡ ) 
станів). При великих pZ  навіть у разі не 
дуже великих енергій зіткнення можливі 
електронні переходи з початкового атом-
ного стану в цілий ряд кінцевих збуджених 
станів багатозарядного іона ( ){ }*1 +−pZB . То-
му як в теоретичному розгляді, так і в екс-
перименті при 1'>>n  доводиться мати 
справу з великим числом електронних  
( ',' ml )-підрівнів. Як вже зазначалося вище, 
існують ретельно розроблені теорії проце-
сів перезарядки (1), але вони для кожного 
окремого підстану з даними 'n  вимагають 
складних чисельних розрахунків. Обчис-
лювальні проблеми ще більше посилюють-
ся з ростом відносної v  швидкості зітк-
нення частинок, оскільки в розгляд вклю-
чається все більше число кінцевих збудже-
них станів. Однак більшість наявних екс-
периментальних робіт присвячено вимірю-
ванню величин повних перерізів захоплен-
ня електрона багатозарядним іоном без 
аналізу його кінцевих електронних станів 
[1-3, 12-15]. У такій ситуації при зістав-
ленні теоретичних розрахунків з результа-
тами вимірів  особливого значення набуває 
отримання замкнутих аналітичних виразів 
для перерізів перезарядки (1), які підсумо-
вані за кінцевими ( ',' ml )-підрівнями.  

У даній роботі для опису процесу од-
ноелектронної перезарядки ми використо-
вуємо напівкласичне ейкональне набли-
ження, в якому враховується екранування 
ядра налітаючого багатозарядного іона за 
допомогою модельного потенціалу [16]. 
Отримано аналітичні вирази для перерізів 
захоплення електрона з s1  оболонки міше-
ні в довільну 'n  оболонку налітаючого 
багатозарядного іона. Підсумовування пе-
рерізів перезарядки (1) по спектру виро-
джених кінцевих станів проводиться за 
допомогою техніки кулонівської функції 
Гріна [17]. Виконано систематичні розра-
хунки перерізів перезарядки атомів водню 
на іонах +qC  і +qN  ( q =1, 2, 3) проведено їх 
порівняння з експериментальними даними. 

 
 

Загальні співвідношення 
Для опису процесу захоплення елект-

рона ми використовуємо модифіковане 
ейкональне наближення, в якому врахову-
ється додаткова взаємодія захоплюваного 
електрона з атомним залишком ++ )1( tZA  у 
вихідному каналі реакції (див. роботи [17, 
18]). Як було показано в [18], врахування 
цієї взаємодії призводить до появи в пов-
ному перерізі  

 
∑ →=

'
'1 ),(),(~)(

n
p

OBK
nspcapt vZvZv sas     (2) 

 
поправкового множника α~ , значення яко-
го необхідно обчислити.  

Будемо припускати, що налітаюча ча-
стинка +pZB  рухається по прямолінійній 
траєкторії )()( tZbtvbtR R


+=+=  (b


- при-

цільний параметр, 0)( =⋅ tZb R


) в системі 

відліку, пов'язаної з ядром мішені .+tZA  
Нехай r , Rrrt

 α+=  і Rrrp

 )1( α−−=  по-
значають, відповідно, радіус-вектори елек-
трона щодо центрів мас системи 

++ + pt ZZ BA , атома-мішені +tZA  і налітаю-
чої частинки +pZB , а значення 

)( tpp MMM +=α . Тоді амплітуда про-
цесу одноелектронної перезарядки може 
бути записана у наступному вигляді:  

 

∫
+∞

∞−

ΨΨ−=ℜ .ˆ),( dtVivb ipffi


 (3) 

 
Хвильові функції  

 
{ },2exp)( 22 tvirvitiEr ttii ααϕ −−−=Ψ


(4) 

 
{ −−+−=Ψ rvitiEr ppff

 )1(exp)( αϕ  

} { })(exp2)1( 22 titvi χα−−  (5) 
 

локалізовані поблизу різних центрів і міс-
тять трансляційні фактори, що враховують 
ефекти переносу імпульсу електроном при 
переході від одного центру до іншого. 
Хвильова функція (5) містить ейкональний 
фактор { })(exp tiχ , де  



Uzhhorod University Scientific Herald. Series Physics. Issue 41. – 2017 

87 

∫
+∞

=
t

tt dtrVt ,)()( χ    (6) 

враховує взаємодію )( tt rV   електрона в зв'я-
заному стані )( pf rϕ  з атомним залишком 

++ )1( tZA  в кінцевому каналі реакції переза-
рядки (1). Потенціал поля, в якому знахо-
дився захоплюваний електрон до зіткнен-
ня, виберемо у вигляді ефективного куло-
нівського  

 
.')( tttt rZrV −=

          (7) 
 

Вважаючи, що налітаючий іон +pZB  
складається з N електронів, що рухаються 
в полі ядра з зарядом Z , потенціал поля, 
що діє на захоплюваний електрон з боку 
ядра і остова налітаючого багатозарядного 
іона, вибирається у вигляді екранованого 
кулонівського [16]:  

 

);exp(
'

)( p
pp

p
pp r

r
N

r
Z

rV α−−−=


 

.;' 31ZNZZ p ≈−= α                (8) 
 

Перший доданок в правій частині (8) має 
вигляд кулонівського потенціалу з ефекти-
вним зарядом pZ ' . Другий доданок врахо-
вує відхилення електростатичного поля 
атомного остова від кулонівського вигля-
ду. Потенціал (8) випливає із статистичної 
теорії Томаса-Фермі, має простий вигляд і 

забезпечує правильну поведінку при 
0→pr  і ∞→pr .  
Переріз одноелектронного захоплен-

ня із довільного nlmi ≡  стану воднево-
подібного атома в стан із заданими значен-
нями квантових чисел ''' mlnf ≡  на-
літаючого іона визначається через ампліту-
ду переходу fiℜ  за допомогою інтегруван-
ня за площиною параметрів удару:  

 

.),( 22

)'''( ∫ ℜ=→ bdvbfimlnnlm


σ   (9) 

 
Особливий інтерес представляють перері-
зи, підсумовані за всіма кінцевим елект-
ронним станам іона +− )1( pZB , що утворю-
ються при одноелектронному захопленні:  

 
.

'''
)'''()( ∑ →=

mln
mlnnlmnlm σσ   (10) 

 
Для обчислення спектральних сум типу 
(10) в математичній фізиці зазвичай ви-
користовується апарат функцій Гріна, які 
визначаються розкладом  

 

( ) .
0

)()(
;, 21

*

21 ∑ +−
=

f f

ff

i
rr

rrG
ωω
ϕϕ

ω


  (11) 

 
Передбачається, що ∑ f

(...)  включає суму 

за станами дискретного спектра та інтеграл 
за станам континууму. Сумарна ймовір-
ність і переріз перезарядки (10) запишуть-
ся тоді так: 

_____________________________________
[ ]×−−−= ∫∫ )(exp)()()('4);( 122

*
12121

2 ppbipMpMpppdpdZvbW nlmnlmzzpnlm


dpη  

( ) ( ){ ++++++++++× tpt EvvpvpvpGZNEvvpvpvpG 2;,)'2(2;,Im 2
112

122
112

11   
( )},2;,)'( 2

112
2222

tp EvvpvpvpGZN +++++
    (12) 

 
( ){∫ +++++−= tnlmpnlm EvvpvpvpGpMpdZ 2;,Im)('2 2112234 ηpσ  

( ) ( )}.2;,)'(2;,)'2( 22222212
tptp EvvpvpvpGZNEvvpvpvpGZN ++++++++++

    (13) 
 

( ) [ ]∫∫ ×+++−=++++ − )2;,()()(exp)2(2;, 2
1222221

32
112 tit

ij EvvprrGrfvprirdrdEvvpvpvpG  p  

[ ] .2,1,,0,)exp()(,2,1},{,)(exp)( 21111 ===−==+× karrrfjivprirf kkj µµµ
   (14) 

                                                                                      _____________________________________
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Результати (12)-(14) в рамках викори-
станої моделі є точними. Подальші набли-
ження при конкретних розрахунках пов'я-
зані з використанням для обчислення фун-
кцій ijG  замість власних хвильових функ-
цій гамільтоніана з потенціалом (8) водне-
воподібних хвильових функцій з підібра-
ними варіаційними параметрами. Перева-
гою подібного спрощення є можливість 
використання для кулоновської функції 
Гріна, що входить в (14), замкнутих інтег-
ральних представлень, знайдених Хостле-
ром [17]. Інтегруючи за 1r


 і 2r


 у виразі (14) 

для ijG , після підстановки туди інтераль-
ного представлення для функції Гріна 

);,( 12 ωrrG 
, отриманого в [17], знаходимо:  

 

×








=
)~/sin(2
)~/exp(~2);,( 212 pi

piipkkGij

pλ
pλ

p
ω


 

∫
+

==

−

+−
×

)0(

1 ,2
2

1

~/

21
2

ji
ABzzA

zdz
p

λµλµ

λ

, (15) 

де  
[ ][ ]2

2
2

2
2

1
2

12,1 )~()~( kpkpA ++= µµ  , 

),~)(~()(~4 22
2

2
2

22
1

2
121

2 pkpkkkpB −+−++= µµ


 
),0(2~,,0 2

21 ipa +−=== ωλλ  

tEvvpp ++=> 2/;0~Re 2
1
ω .     (16) 

 

Контур інтегрування в (15) проходить 
вздовж одиничної окружності від 01 iz +=  
до 01 iz −= .  

Згідно формули (15), уявна частина 
функції );,( 12 ωkkGij


 має різний вигляд в 

залежності від типу її полюсних особливо-
стей, які відповідають енергетичному спе-
ктру налітаючої частинки. Оскільки ці 
особливості мають різне походження при 
заселенні електронних станів дискретного 
і неперервного спектрів, доцільно роз-
глянути їх окремо.  

 
Зв’язано-зв’язані переходи 

 
При дійсних значеннях параметра p~ , 

що відповідає захопленню електрона налі-
таючим іоном в стани дискретного спект-
ру, уявна частина );,( 12 ωkkGij


 ви-

значається сингулярністью множника в фі-
гурних дужках перед контурним інтегра-
лом в (15). Враховуючи вище сказане, для 
повної ймовірності перезарядки отримаємо 

 
).,(),(

'
' vbWvbW

n
nnlmnlm


∑ →=        (17) 

 
Запишемо співвідношення для ймові-

рності захоплення електрона голим ядром  
( 0=N , pp ZZ '= ): 

____________________________________ 
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+














+
++

+Γ

+
× +

+

+      (18) 

  ______________________________________ 
)(zКν  - модифікована функція Бесселя.  
У тому випадку, коли 0' →tZ  (ОБК-

наближення без ейкональних поправок) із 
(18) отримуємо наступний вираз для пар-
ціальних ймовірностей:  

 

( ) ×+=→

4
22

032

55

'1 '
4

),( tz
ptОБК

ns Zpb
nv
ZZ

vbW


 

( ).22
0

2
2 tz ZpbК +×     (19) 

 
Наведемо також вираз для перерізу 

захоплення з nlm  - оболонки мішені в 
довільну 'n  - оболонку налітаючої частин-
ки:  

 

×= ∫→

22
32

2325

' )(
'

'2
pMpd

nv
ZZ

nlmb
pp

nnlm
p

σ  

[ ]{ ×++++×
− )'()'()( 1222

ppzb ZNnZvpp  
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де zz pp 0= . Для захоплення електрона із 
к -оболонки водневоподібного атома 
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_____________________________________

У випадку перезарядки на голих ядрах  
( ,0=N pp ZZ '= ) переріз заселення рівня з 
будь-яким фіксованим значенням 'n  пред-
ставляється в замкнутому вигляді:  
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nsptn
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де ),,('1 vZZ pt

ОБК
ns→s  - переріз перезарядки в 

ОБК-наближенні:  
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а масштабний фактор задається виразом 
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Цей результат збігається з результатом із 
[19], який був отриманий з використанням 
матриці густини електрона в імпульсному 
представленні. Перевага виразу (22) в то-
му, що збурення хвильової функції елект-
рона, що виникає в результаті його взає-
модії з атомним залишком ++ )1( tZA  мішені 
у вихідному каналі, описується множни-

ком ),,'(' vZZ ptnα , який обчислюється ана-
літично і представляється в замкнутому 
вигляді (24). Це істотно спрощує аналіз 
впливу збурень на переріз електронного 
захоплення і допускає просте узагальнення 
на випадок захоплення електрона з різних 
оболонок. 

Теорія ОБК зазвичай дає завищені 
значення абсолютних перерізів ОБК

ns '1 →s , але 
добре описує відносні перерізи. Формула 
(22) значно краще узгоджується з експери-
ментальними даними, ніж (23). Вираз (24) 
дозволяє оцінити множник 'nα  із (22) при 
різних значеннях параметрів v , pZ , tZ ' , 

'n  і призводить до нерівності 
4.015.0 ' ≤≤ nα . 

 
Результати розрахунків перерізів 

перезарядки 
 
Результати розрахунків перерізів пе-

резарядки в реакціях  
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виконаних в модифікованому ейкональ-
ному наближенні з урахуванням екрану-
вання (суцільні лінії; розрахунок за фор-
мулою (21)) і на основі звичайного ейко-
нального наближення без урахування ек-
ранування (штрихові лінії; розрахунок за 
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формулою (22)), представлені на рис. 1 
разом з експериментальними даними [14, 
15]. Для всіх трьох зарядових станів  
( 3,2,1=q ) зміни перерізів, викликані ек-
рануванням, описуються теорією правиль-
но. Ефект екранування істотний при 1=q , 
помітний при 2=q , малий при 3=q  і, як 
правило, несуттєвий при 4≥q .  

 

 
Рис. 1. Переріз перезарядки атомів водню на 
іонах +qC і +qN . Теорія: суцільні лінії – фор-
мула (21); штрихові лінії – формула (22). 
Експеримент: точки – +qC - [14], +qN - [15]. 

 

Ці висновки легко зрозуміти якісно: при 
високих енергіях зіткнення і малих pZ  
захоплення електрона здійснюється пере-
важно на нижні незаповнені оболонки на-
літаючого іона, які значною мірою схильні 
до екранування. Зі збільшенням заряду pZ  
і зменшенням енергії зіткнення електрон 
захоплюється в стани з великими значен-
нями головного квантового числа ,'n  для 
яких малий вплив ефектів екранування. 

Відзначимо, що викладений вище ме-
тод підсумовування ймовірностей і перері-
зів перезарядки безпосередньо перено-
ситься або просто узагальнюється на інші 
наближення теорії збурень першого по-
рядку. Отримані тут результати можуть 
служити при цьому відправним пунктом. 
Ця обставина відкриває можливість для 
формулювання широкого кола моделей, 
що лежать в основі практичних розрахун-
ків перерізів перезарядки у високоенерге-
тичних іон-атомних зіткненнях.  

Висновок 
В рамках напівкласичної ейкональної 

теорії досліджено процес кулоновської 
перезарядки голого або екранованого іона 
при зіткненні з легкими атомами. Потенці-
ал поля, який діє на електрон, що здійснює 
перехід, з боку ядра і остова налітаючого 
багатозарядного іона, вибирається у ви-
гляді екранованого кулонівського. Для 
обчислення ймовірностей і перерізів пере-
зарядки, підсумованих за всіма кінцевими 
електронними станами, розвинений метод 
функцій Гріна. Отримано аналітичні вира-
зи для ймовірностей і перерізів захоплення 
електрона з к -оболонки водневоподібного 
атома в довільну 'n оболонку налітаючого 
голого і екранованого іона. На основі 
отриманих результатів виконані система-
тичні розрахунки перерізів захоплення 
електрона швидкими іонами +qC  і +qN  
( 3,2,1=q ) при зіткненні їх з атомами вод-
ню. Ефекти екранування налітаючого іона 
впливають як на величину перерізів, так і 
на характер їх залежності від енергії зітк-
нення. Особливо сильно це проявляється в 
системах з малими значеннями зарядності 
налітаючого іона і великими значеннями 
енергії падаючих частинок. 
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МЕТОД ФУНКЦИЙ ГРИНА В РЕАКЦИЯХ  
ОДНОЭЛЕКТРОННОЙ ПЕРЕЗАРЯДКИ 

 
В рамках полуклассической эйкональной теории развит метод функций Грина 
для вычисления вероятностей и сечений перезарядки, просуммированных по 
всем конечным электронным состояниям ионов, образующихся при одноэлек-
тронном захвате. Исследовано влияние эффектов экранирования налетающего 
иона собственными электронами на величину сечения одноэлектронного за-
хвата при быстрых ион-атомных столкновениях.  
Ключевые слова: эйкональное приближение, функции Грина, одно-
электронная перезарядка, атом, ион. 
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GREEN'S FUNCTIONS METHOD 
IN THE REACTIONS OF A SINGLE-ELECTRON 

CHARGE-EXCHANGE 
 

Purpose: Currently there is no unified theory of electron capture, describing all the 
variety of the single-electron capture processes. Our work is devoted to the theoreti-
cal study of the single-electron charge exchange process during collisions of multi-
ply charged ions with atoms or molecules of the target.  
Methods: To describe the single-electron charge exchange process we use semi-
classical eikonal approximation, which takes into account the screening of the core 
of the incident multi-charged ion. Potential of the field affecting the transiting elec-
tron by the nucleus and the core of the incident multiply charged ion is selected as 
shielded Coulomb potential. The analytical expressions for the probability and elec-
tron capture cross sections from K-shell of a hydrogen atom in an arbitrary n'-shell 
of the bare and screened incident ion were obtained. The summation of the spectrum 
of degenerate finite states is carried out using the technique of the Coulomb Green's 
function.  
Results: We explored the influence of the shielding effects of the incident ion by its 
own electrons on the cross section of single-electron capture in fast ion-atomic colli-
sions. The effects of shielding of the incident ion affect both the value of cross-
sections, and the nature of their dependence on the collision energy. Systematic cal-
culations of the charge exchange cross sections for hydrogen atoms on Cq+, Nq+, Oq+ 
ions (q=1, 2, 3) have been performed, and their comparison with experimental data 
has been carried out.  
Conclusions: We note that the method of summation of probabilities and charge-
exchange cross-section presented here is transferable directly, or simply be general-
izable to other first order approximations of perturbation theory. The results ob-
tained here can serve as a starting point in this case. This circumstance opens the 
possibility for the formulation of a wide range of models, underlying the practical 
calculations of charge-exchange cross-section in high-energy ion-atomic collisions. 
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