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ДВОЕЛЕКТРОННИЙ ОБМІН ПРИ ПОВІЛЬНИХ 
ЗІТКНЕННЯХ ІОНІВ З ПОЛЯРНИМИ МОЛЕКУЛАМИ  

 
У рамках асимптотичної теорії одержано аналітичне представлення для матрич-

ного елемента обмінної взаємодії, що визначає процес прямого двоелектронного 
захоплення у повільних зіткненнях іонів з полярними молекулами. 
Ключові слова: полярні молекули, повільні зіткнення, двоелектронна обмінна 

взаємодія, асимптотична теорія. 
 

Вступ 
 

Процеси обміну двома електронами 
при повільних зіткненнях іонів +bZB  з 
полярними молекулами ( )+−2aZ

pA  виду  
 

( ) ( )+−+++− +→+ 22 baba ZZ
p

ZZ
p BABA        (1) 

 

становлять значний інтерес для астрофізи-
ки, фізики плазми та квантової хімії [1-4] 
( aZ  і bZ  – ефективні заряди +aZ

pA  і +bZB ). 

У даній роботі одержано аналітичне 
представлення для головного члена роз-
кладу за степенями 11 <<−R  асимптотики 
матричного елемента abH  двоелектронної 

обмінної взаємодії полярних молекул з 
іонами ( R  - міжцентрова відстань). Зазна-
чимо, що для обчислення abH  необхідні 

правильні асимптотики двоелектронних 
хвильових функцій квазімолекулярної 

системи ( )( )+−+ 2ba ZZ
p BA  у всьому конфігура-

ційному просторі електронних координат 
[5]. Ця задача розв’язана нами аналітично 
для модельного ефективного потенціалу 
полярної молекули, що включає взаємодію 
з кулонівським полем залишкового 
молекулярного іона та точковим диполем.  

Вважаючи, що молекулярний та 
іонний залишки мають замкнуті електрон-
ні оболонки і не змінюють свого стану в 
процесі зіткнення, зведемо задачу до 
розгляду руху двох активних електронів у 
полі двох іонів: +aZ

pA  і +bZB . У дво-

електронному наближенні електронний 

гамільтоніан квазімолекули ( )( )+−+ 2ba ZZ
p BA  

має вид: 

( ) 1
12

2

1

)()(2/ −

=

∧
+++∆−=∑ rrVrVH

i
ibbiaarel

i

��
� , (2) 

 

де ( )biar
�

 – радіус-вектор i -го електрона від-

носно центра мас +aZ
pA  ( +BZB ); 12r  – від-

стань між електронами (рис. 1). Потен-
ціали ( )baV  взаємодії електрона з іонними 

залишками +aZ
pA  і +BZB  мають наступну 

асимптотичну поведінку: 
 

( ) rZrV barba /,, − → ∞→

�
.               (3) 

 

Задамо системи координат { }zyx ,,  та 

{ }zyx ~,~,~  зі спільним початком O  у центрі 
мас полярної молекули так, щоб вісь z  
була направлена уздовж вектора R

�
, а вісь 

z~  – уздовж напрямку дипольного моменту 

1d
�

 молекулярного іона ( )+−1aZ
pA  [3, 4]. 

 

 
Рис. 1. Геометрія квазімолекули. 

 

Нехай am1  і am2  – проекції на вісь 

zO~ орбітальних моментів двох активних 
електронів у початковому стані, коли вони 
центровані на іоні +− )2( aZ

pA . Позначимо 

через bbm11ℓ , bbm22ℓ  орбітальні моменти і 

їх проекції на вісь R
�

 електронів у 
кінцевому стані, коли вони центровані на 

+bZB . Нехай bL , bS  – їх повний орбіталь-

x~ z~

R

βd

+bZB
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pAo

−e

1ar
x

y

z

1br 2ar 2br

y~ 12r
−e
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ний і спіновий моменти, 
bLM  – проекція 

орбітального моменту bL  на R
�

. 

Як показано в [5, 6], для асимптотики 

abH  можна одержати наступне представ-

лення через одноелектронні орбіталі: 
 

∑ ×−≅
∞→

bb

bLb

bbbb

b

mm

ML

mm
S

R
ab CH

21

2211
,

,)1(
ℓℓ

 

><× − )(~)()()(~
2

)0(
1

1
1221

)0(
aababababb rrrrr
���� ϕϕϕϕ ,(4) 

 

bLb

bbbb

ML

mmC
2211 ,ℓℓ

 - коефіцієнти Клебша-Гордона; 

abϕ  – хвильова функція “зовнішнього” еле-

ктрона молекули +− )2( aZ
pA  у околі іона +bZB , 

)0(~
aϕ  – хвильова функція основного елект-

ронного стану молекулярного іона +− )1( aZ
pA . 

Аналогічно, baϕ  - хвильова функція “зовні-

шнього” електрона іона ( )+−2bZB  у околі 
молекулярного залишку +aZ

pA , а )0(~
bϕ  – 

хвильова функція основного стану іона 
( )+−1bZB . Функції )0(~

aϕ  і )0(~
bϕ  вважаємо 

відомими, як незбурені хвильові функції 
основних станів іонів +− )1( aZ

pA  і +− )1( bZB . 

Перейдемо до знаходження асимпто-
тик хвильових функцій )( 1bab r

�ϕ  і )( 2aba r
�ϕ  

квазімолекулярних систем ( ) ++− + ba ZZ
p BA 2  і 

( )+−+ + 2ba ZZ
p BA  у областях конфігураційного 

простору двоелектронних координат, що 
дають основний внесок у асимптотику 
обмінного матричного елемента (4) – 
відповідно в околах іонів +bZB  і +aZA .  

1. Одноелектронна хвильова функція 
квазімолекулярної системи ( ) ++− + ba ZZ

p BA 2  
 

Знайдемо асимптотику хвильової 
функції abϕ  полярної молекули у околі 

іона, де взаємодія тунелюючого електрона 
з чужим центром +bZB  є великою, а зі сво-
їм центром ( )+−1aZ

pA  – малим збуренням. 

Хвильова функція ( )bab r
�ϕ  задовольняє дво-

центрове рівняння Шредінґера: 
 

( ) ( )( ) ( ) 02/ 1 =−++∆− bababbaa rErVrU
�ϕ , (5) 

 

де Rrr ab

��� −= ; ( )aa rU  і ( )bb rV  - потенціали 

взаємодії електрона з іонами ( )+−1aZ
pA  і +bZB . 

Електронна енергія aE1  квазімолеку-

лярної системи ( ) ++− + ba ZZ
p BA 2  при ∞→R  

збігається до енергії зв’язку ( ) 2
1

0
1 2/1 aa nE −=  

незбуреної молекули ( )+−2aZ
pA . У рамках 

моделі точкового диполя вважаємо, що 
“зовнішній” електрон полярної молекули 
рухається в ефективному полі з аксіально-
симетричним потенціалом, що включає 
взаємодію з кулонівським полем молеку-
лярного залишку та дипольним моментом 

1d
�

 молекулярного іона ( )+−1aZ
pA : 

 

( ) ( ) 3
1 /~/1 aaaaaa rrdrZrU
��

−−−= .          (6) 
 

Розв’язок рівняння Шредінґера (5) 
при 1~ar  повинен переходити у асимпто-

тику незбуреної хвильової функції поляр-
ної молекули ( ) ( )aa r

�0ϕ , яка у моделі точко-

вого диполя (6) в координатах { }zyx ~,~,~  має 
вид [3, 4]:  

 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )aaLm

nrZn
a

aaa

Zn
a

aaRraab a

aaaa

aa

a
Zer

ZnZ

n
rr φθϕϕ ~

,
~

1212

/2~~ 1/11

1
2/12/1

11
10

1 1

11

1
−−−

+−

<<< −Γ−
= →

��
,      (7) 

 

 
( )tΓ  – гамма функція. Дипольно-сферичні функції ( ) ( )aaLm a

φθ ~
,

~1

1
Ζ  задовольняють 

рівняння 
 

( ) ( ) ( ) ( )aaLmLmaaLma

aaa

a

aa
aaa

d φθηφθθ
φθθ

θ
θθ

~
,

~~
,

~~
cos2~~

sin

1
~

~
sin~~

sin

1 11
12

2

2 111
Ζ=Ζ












−

∂
∂−










∂
∂

∂
∂− .      (8) 
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Розкладаючи функції ( ) ( )aaLm a
φθ ~

,
~1

1
Ζ  за пов-

ною ортонормованою системою сферич-

них функцій ( )aa
m a φθ ~

,
~

1
ℓ

Υ  

_____________________________________ 
 

( ) ( ) ( ) ( )∑
≥

Υ=Ζ
a

aa

a
m

aa
mm

LaaLm da
1

11

1

~
,

~~
,

~
1

1

ℓ

ℓℓ
φθφθ ,  (9) 

 

зобразимо ( )( )aa r
�0ϕ  в (7) у виді (у системі 

координат { }zyx ,, ) [3, 4]: 
 

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑
≥ −=

−
−−+−

<<<
Υ

−Γ−
≈

a

a

aaa

aaaa

a m k
aa

k
km

m
L

nr

aaa

Zn
a

Zn
a

Rr
aa Ddae

ZnZ

rn
r

1

1

11

11

,0,,0
1212

/2
1

/

1
2/12/1

1111
1

1

0

ℓ

ℓ

ℓ

ℓ

ℓ

ℓ

� φθβϕ .  (10) 

 
 

( )γβα ,,
1

ℓ

akmD  - функції Віґнера. Коефіцієнти розкладу ( )1
1 da am

Lℓ  задовольняють рекурентну 

систему: 
 

( )[ ] ( )
( )( ) 0

3212
1

21
14

2 11

1

1
1

21
2
1

2

11

2/1

2

2
1

2

1 =








++
−++−++









−
−

+−
aa

a

a m
L

am
LLm

m
L

a a
m

daa
m

d
ℓℓℓ

ℓℓ

ℓ
ℓℓ

ℓ

ℓ η .       (11) 

 
У міжцентровій області електронних 

координат, де потенціали ( )aa rU  і ( )bb rV  

можна замінити їх кулонівськими 
_____________________________________ 
 

асимптотиками, розв’язок рівняння (5) при 

0≈aθ  (тобто близько до осі R
�

) був 

одержаний нами у роботах [3,4]: 
 

( )
( )( )

( ) ( )

( )
( ) ×














−





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 −
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≈ ∫
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exp
11
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
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







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
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
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Dda
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1
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1

2
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!12
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1
0,,0

2
exp

ℓ

ℓ

ℓ

ℓ

ℓ
ℓ

ℓℓ φρβρ
,  (12) 

 

де az  - проекція ar
�

 на вісь R
�

, ρ  - відстань 

від осі R
�

, ( )zpa  - квазіімпульс при русі 

електрона уздовж R
�

: 
 

( ) ( ) ( )( )abaaaaa zRZzZEzp −+−+−= //12 1
2 . 

 

Точки повороту aa zz 21 ,  на між'ядерній осі 

визначаються співвідношенням ( ) =aa zp 1  

( ) 02 == aa zp . При 1~ar  розв’язок (12) 

переходить у асимптотику незбуреної 
хвильової функції полярної молекули (10). 

Для знаходження хвильової функції 
( )aab r
�ϕ  у околі +bZB  перейдемо від дифе-

ренціального рівняння (5) до еквівалентно-
го інтегрального рівняння. Запровадимо 
одноелектронну двоцентрову функцію Грі-

на ( )abbb ErrG 1;, ′��  квазімолекулярної систе-

ми ( ) ++− + ba ZZ
p BA 1 , яка є розв’язком рівняння 
 

( ) ( ) ( ) =′






 −+−+∆− abbbabbba ErrGErVrRU 11 ;,
2

����

( )bb rr ′−= ��δ .                 (13) 
 

Щоб одержати інтегральне рівняння на 
функцію ( )aab r

�ϕ , помножимо зліва рівнян-

ня (13) на ( )aab r
�ϕ , а (5) - на ( )abbb ErrG 1;, ′��  і 

проінтегруємо по напівпростору, що 
містить центр +bZB . Віднімаючи потім 
одне рівняння від іншого і перетворюючи 
за теоремою Гауса об’ємний інтеграл у 
інтеграл поверхневий, прийдемо до 
рівняння 
 

_____________________________________ 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫
Σ

Σ′∇′−′∇′−=
����������

drErrGErrGrr bababbbabbbbabbab ϕϕϕ 11 ;,;,
2

1
.               (14) 
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У якості поверхні Σ  можна вибрати пло-
щину, розташовану у асимптотичній об-

ласті 2/~ Rrb  перпендикулярно R
�

. Інтег-

ральне рівняння (14) дозволяє обчислити 
( )bab r
�ϕ  за допомогою ітераційної процеду-

ри, причому вже перша ітерація (вибір у 
якості функції ( )bab r ′�ϕ  під інтегралом в (14) 

 

функцію (12)) приводить до правильного 
виразу для головного члена асимптотич-
ного розкладу хвильової функції ( )bab r

�ϕ . 

Розкладемо функцію Гріна ( )abbb ErrG 1;, ′��  та 

дельта-функцію ( )bb rr
�� ′−δ  в (13) за повною 

ортонормованою системою сферичних 
функцій ( )bb

m φθ ,′
′Υ
ℓ

: 

 

( ) ( ) ( ) ( )bb
m

bb
m

m
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abbb Errg

rr
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rr φθφθδδ , 

 
де ( )abb Errg 1;, ′′ℓ  – функція Гріна 

радіального руху. Підставивши розклади 
_____________________________________

(15) у (13), одержимо рівняння на радіаль-
ну функцію Гріна: 

 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )bbabb
b

bbbaa
b
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r

rVrRUE
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d ′−=′
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
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





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
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1
2

ℓ

ℓℓ��
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_____________________________________ 

Функцію ( )abb Errg 1;, ′′ℓ  можна представити 

у виді [5]: 
 

( ) ( ) ( )>′<′
−

′ =′ rfrfWErrg babb ℓℓℓ 21
1

1;, ,    (17) 

 

ab nffffW 11221 /2−=′−′= ′′′′ ℓℓℓℓ
, 

( )bb rrr ′=< ,min ,     ( )bb rrr ′=> ,max , 

де ( )rf
ℓℓ ′′ 2,1  - лінійно незалежні розв’язки 

однорідного рівняння 
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( ) aba nrZn

r
errf 11 /

1
−

∞→′ =
ℓ

,    ( ) aba nrZn

r
errf 11 /

2
−

∞→′ =
ℓ
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Як видно із (14), асимптотика abϕ  за змін-

ною ar  визначається асимптотикою функ-

ції Гріна ( )abbb ErrG 1;, ′��  при 1~ >>′ Rrb , 

1~br , тому brr =<  і brr ′=> . У цій області 

конфігураційного простору електронних 
координат членом ( ) 1/1

1~

<<−≈ RZU a
r

a

b

 в 

рівнянні (18) можна знехтувати, а в якості 

( )brf
ℓ′1  взяти розв’язок ( )( )brf 0

1ℓ′  рівняння 

(18) без цього потенціалу, тобто 
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Знайдемо розв’язок ( )brf ′′ℓ2  рівняння (18) у 

асимптотичній області 1>>′br , де потенці-

али aU , bV  можна замінити їх кулонів-

ськими асимптотиками, а також знехтував-

ти малим членом 2~ −′br . У результаті одер-

жимо наступний розв’язок рівняння (16) у 
квазікласичному наближенні, нормований 
на асимптотику функції ( )brf ′′ℓ2  (19):  
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
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Z
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1
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2 ,      Rzz ba =′+′ .                               (22) 

 

Тут bz′  - проекція вектора br
�′  на вісь R

�
; 

( ) ( ) 021 =′=′ bb zpzp , aabb zRz 1,22,1 ′−=′ . 

Використовуючи (17), (21) і розклад 

( )bb
m φθ ′′Υ ′
′ ,*
ℓ

 при малих кутах 0≈′bθ ,  

 
запишемо остаточний вираз для 
асимптотики функції Гріна ( )abbb ErrG 1;, ′��  

за змінною 1~ >>′ Rrb  (при цьому 1≈br ): 
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0

1
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.                        (23) 

 

 
Підставивши (12) і (23) у (14) та 

обчисливши одержаний інтеграл, знайдемо 
асимптотику хвильової функції ( )bab r1

�ϕ  

полярної молекули у околі іона +bZB : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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

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1
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1
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1 122/ φθ ,                        (24)
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e
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e
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RD a

Zn
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a
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Ι−



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1

21122
1

1

1
2
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1
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π
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( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( ){ +−++−
−
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z

z

aa kKzzRzzR
zzRn

dzzpR
a

a

2121
2
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211
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( ) ( ) ( )[ ] ( ) }aaaaaaaaaa k,ПzzzRzzRkEzzR ν2
22121

2
21 2 +++−+−+ ,                 (26) 

( ) ( ) ( ) 2/1
2112 /,/ aaaaaaa zRkzRzz νν =−−= , 

 

( )kK , ( )kE  і ( )kП ,ν  - повні еліптичні інте-
грали першого, другого та третього роду. 
 

2. Одноелектронна хвильова функція 
квазімолекулярної системи ( )+−+ + 2bZaZ

p BA  
 

Для обчислення обмінного матрич-
ного елемента (4) необхідна і асимптотика 

хвильової функції ( )aba r2
~�ϕ  іона ( )+−2bZB  у 

околі молекулярного іона +aZ
pA . Метод 

знаходження baϕ , в цілому, повторює 

описану вище процедуру одержання 
( )bab r1
�ϕ . Зокрема, для обчислення baϕ  

можна одержати наступне інтегральне 
рівняння (у координат { }zyx ~,~,~ ):  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫
Σ′

Σ′′∇′−′∇′−=
����������

drErrGErrGrr ababaaabaaaabaaba
~;~,~;~,~~

2

1~
11 ϕϕϕ .                  (27) 

 
Одноелектронна двоцентрова функція 

Гріна ( )baaa ErrG 1;~,~ �� ′  квазімолекулярної 
системи ( )+−+ + 1ba ZZ

p BA  задовольняє 

рівняння  
 

 

( ) ( ) ( ) ( )aabaaababaa rrErrGErRUrV
������

′−=′






 −−++∆− ~~;~,~~
2 11 δ .                     (28) 

 
Потенціал ( )bb rU  взаємодії електрона з 

полем іона ( )+−1bZB  має асимптотику: 
( ) ( ) bbrbb rZrU

b
/1−− → ∞→ , а ( )aa rV  у рам-

ках моделі точкового диполя має вид: 
 

( ) 3
2 /~/ aaaaaa rrdrZrV
��

−−= ,          (29) 

_____________________________________ 
 

де 2d
�

 - дипольний момент молекулярного 

залишку +aZ
pA . 

Розкладемо функцію Гріна 

( )baaa ErrG 1;~,~ �� ′  за повною ортонормованою 

системою дипольно-сферичних функцій 
( ) ( )aam

φθ ~
,

~2
~~
ℓ

Ζ : 
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m
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baaa Errg
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ErrG φθφθ .                 (30) 

 

Функції ( ) ( )aam
φθ ~

,
~2

~~
ℓ

Ζ  є розв’язками рівняння 

(8), у якому виконано заміни: 21 dd
��

→  і 

( )1~~~~
1

+→
mmLm ss

a ℓℓ
η . 

 

Функція Гріна радіального руху 
( )baam

Errg 1~~ ;,~ ′
ℓ

 в (30) задовольняє рівняння 
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a
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a
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a
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Z
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і може бути представлена у вигляді: 

( ) ( ) ( )><
−=′ rfrfWErrg

mmabaam ~~
2~~

1
1

1~~
~~

;,~
ℓℓℓ

,  (31) 

_____________________________________ 

( )aa rrr ′=< ,min ,  ( )aa rrr ′=> ,max . 

Тут ( )rf
mi ~~

~
ℓ

 ( )2,1=i  - лінійно незалежні 

розв’язки однорідного рівняння: 

( ) ( ) ( ) ( ) 0
~

2

1~2
~

~~
2

~~~~

12

~~
2

=




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r
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r

Z
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ℓ
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,                          (32) 

( ) bab nrZn
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errf 11 /

~~
1

~ −

∞→
=

ℓ
,  ( ) bab nrZn

rm
errf 11 /

~~
2

~ −

∞→
=

ℓ
,  bmmmma nffffW 1~~

1~~
2~~

2~~
1

/2
~~~~ −=′−′=
ℓℓℓℓ

.       (33) 

 

 
Розкладаючи в (30) дипольно-сферичні 

функції ( ) ( )aam
φθ ~

,
~2

~~
ℓ

Ζ  за сферичними 

функціями ( )( )aa
m φθµλ

~
,

~~
Υ  (див. (9)), 

перейшовши у ( )aa
m φθµ ′′Υ ~

,
~*~

 від координат 

{ }zyx ~,~,~  до { }zyx ,, : 

( ) ( ) ( )∑
−=

′′Υ=′′Υ
µ

µ
µ

µ
µ φθβφθ

s
aa

s
msaa

m D ,0,,0
~

,
~ *

~
*~

, 

 

та використавши (31) і (33), одержимо: 
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.(34) 

 
Коефіцієнти ( )( )2

~
~ dam

µλℓ  задовольняють 

рекурентну систему (11), у якій зроблено 

заміни: 21 dd
��

→  і ( )1~~~~
1

+→
mmLm ss

a ℓℓ
η . 

Для визначення асимптотики ( )baaa ErrG 1;,~ ′�
�

  
 
 

за змінною 1~ >>′ Rra  застосуємо метод, 

описаний у попередньому розділі при 
побудові асимптотики ( )abbb ErrG 1;, ′�� . Для 

( )am
rf ′~~

2

~
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 одержимо: 
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Використовуючи (35), асимптотику 

( )aa
s φθµ ′′Υ ,*  при 0≈′aθ , а також зв’язок 

сферичних функцій з приєднаними функ-

ціями Лежандра, одержимо остаточний 
вираз для асимптотики функції Гріна 

( )baaa ErrG 1;,~ ′�
�

 за змінною 1~ >>′ Rra  у 

моделі точкового диполя: 
_____________________________________
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Функції ( ) ( )am
rf 0

~~
1

~
ℓ

 задовольняють рівняння 
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Для обчислення інтеграла в (27),

необхідна також асимптотика хвильової 
функції іона ( )+−2bZB  у міжцентровій облас-
ті. Її одержимо, перейшовши у формулі 
(12) до границі об’єднаних атомів полярної 
молекули і виконавши заміни: ba ZZ → , 

ba nn 11 → . Результат має вид: 
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де bz′  - проекція вектора br ′�  на вісь R
�

.  

Використовуючи (36) і (38) та обчис-
люючи інтеграл (27), знайдемо 
_____________________________________ 

асимптотику хвильової функції ( )aba r2
~�ϕ  
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22121

2
21 ν+++−+−+ ,                         (41) 

 

( ) ( ) ( ) 2/1
2112 /,/ bbbbbbb zRkzRzz νν =−−= . 

 
3. Обмінний матричний елемент для 
прямого двоелектронного захоплення 

 

Для обчислення abH  в (4) необхідно 

визначити функції ( )( )brf 1
0

1ℓ′  та ( ) ( )am
rf 2

0
~~
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~
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, що 

є розв’язками відповідно рівнянь (20) та 
 

(37). У якості потенціалу ( )bb rV  візьмемо 

модельний потенціал виду: 
 

( ) 2// bbbbb rCrZrV +−= .             (42) 
 

Функції ( )( )brf 1
0

1ℓ′  виражаються у цьому 

випадку через функції Уіттекера [5]: 
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Нормована хвильова функція ( )0~

bϕ  для 

модельного потенціалу (42) має вид [5]:  
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Запишемо також розв’язок рівняння (37): 
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та хвильову функцію ( )0~

aϕ  [3]: 
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Представивши потенціал міжелектронної взаємодії 1

12
−r  в (4) в дипольному наближенні: 



Uzhhorod University Scientific Herald. Series Physics. Issue 34. – 2013 

 123 
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одержимо наступний вираз для abH : 
 

 

( )
( ) ( ) ab

q j

qj

bm,bm

bLMbL

bmb,bmb

S

ab HH
!q!q

,,D
C

R

)(
H 21

1

1

1

1

1

21
22113

1

11

00

3

18
∑∑∑
+

−=

+

−=

+

−+
−=

βπ
ℓℓ

,                 (47) 
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11 ,~ ��� φθϕϕ −Υ= ∫ ,                                     (48) 
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Обчисливши інтеграл (48) з одержаними виразами для хвильових функцій (24), (43) та 

(44), знайдемо bH1 : 
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де ( )...12 F  – гіпергеометрична функція, а 

( ):::  - 3j – символи Віґнера. Аналогічно 

обчислюється інтеграл (49) з функціями 
(39), (45) та (46). Результат має вид: 
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Висновки 
 

У даній роботі одержано аналітичне 
представлення у термінах повних еліптич-
них інтегралів для головного члена 

розкладу експоненціально малої дво-
електронної обмінної взаємодії полярної 
молекули з іоном у квазікласичному 
варіанті асимптотичної теорії. Одержані 
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результати дозволяють проводити систе-
матичні розрахунки перерізів непружних 
двоелектронних процесів з перерозподілом 

частинок при повільних іон-молекулярних 
зіткненнях.  
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TWO-ELECTRON EXCHANGE IN SLOW COLLISIONS 

OF IONS AND POLAR MOLECULES  
 

The closed analytic expression for matrix element of exchange interaction responsible for 
direct two-electron capture in slow collision of ions with polar molecules has been obtained 
in the framework of asymptotic theory. 
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ДВУХЭЛЕКТРОННЫЙ ОБМЕН ПРИ МЕДЛЕННЫХ 
СТОЛКНОВЕНИЯХ ИОНОВ С ПОЛЯРНЫМИ 

МОЛЕКУЛАМИ  
 

В рамках асимптотической теории получено аналитическое представление для 
матричного элемента двухэлектронного обменного взаимодействия, ответственного 
за процесс прямого двухэлектронного захвата при медленных столкновениях ионов с 
полярными молекулами.  
Ключевые слова: полярные молекулы, медленные столкновения, двухэлектронное 

обменное взаимодействие, асимптотическая теория. 
 


