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Апроксимація фаз розсіяння для потенціалу
Argonne v18

Проведено апроксимаціюфаз np- розсіяння, одержаних для реалістичногофеноменологічного нуклон-нуклонного
потенціалу Argonne v18. Апроксимаційну функцію використано у якості добре відомого співвідношення ква-
дратичної функції для параболічного типу. Розраховані коефіцієнти цієї функції, що отримані для фазових
зсувів за допомогою методу фазових функцій, порівнюються з характеристиками результатів апроксимації фаз
розсіяння з оригінальної роботи.
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Вступ

Із експериментально спостережуваних ве-
личин отримують у першу чергу інфор-
мацію про фази та амплітуди розсіяння,
ніж про хвильові функції. Останні є основ-
ним об’єктом дослідження при стандартно-
му підході. Тобто в експерименті спостері-
гаються не самі хвильові функції, а їх змі-
ни, викликані у результаті взаємодії [1]. То-
му представляє інтерес отримати і засто-
совувати таке рівняння, що безпосередньо
пов’язують фази й амплітуди розсіяння з по-
тенціалом і не знаходити при цьому хвильові
функції.

До основних методів розв’язування
рівнянняШредінгера з метою отримання фаз
розсіяння належать: метод послідовних на-
ближень, Борнівське наближення, метод фа-
зових функцій та ін.

В попередніх роботах [2–7] отри-
мані фази розсіяння для набору нуклон-
нуклонних потенціалівНеймегенської таАр-
гоннської груп. Для знаходження фазових
зсувів використовувався метод фазових фун-
кцій (МФФ). По отриманих фазам розсіяння
були отримані скалярні амплітуди, повні пе-
рерізи і парціальні амплітуди розсіяння.

Дана робота присвячена аналізу розра-
хованих фазових зсувів нуклон-нуклонного
розсіяння у різних спінових станах для ре-
алістичного феноменологічного NN- потен-
ціалу Argonne v18 за допомогою методу фа-
зових функцій (результати згідно роботи [8])
та фазових зсувів із оригінальної роботи [9]
для цього ж потенціалу.

Метод фазових функцій

При розсіянні безспінової частинки з енергі-
єюE і орбітальним моментом l на сферично-
симетричному потенціалі V (r) рівняння
Шредінгера для радіальної хвильової фун-
кції ul(r) має вигляд [1]:

u′′l +

(
k2 − l(l + 1)

r2
− U

)
ul = 0, (1)

де U(r) = 2mV (r)/h̄2 – перенормова-
ний потенціал взаємодії, m – приведена ма-
са, k2 = 2mE/h̄2 – хвильове число.

МФФ – це особливий, специфічний
і спеціальний метод розв’язку радіального
рівняння Шредінгера (1). Цей метод є зру-
чний для отримання фаз розсіяння. Це зу-
мовлено тим, що по цьому методу не потрі-
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бно спочатку обчислювати в широкій обла-
сті радіальні хвильові функції, а потім по їх
асимптотикам знаходити ці фази.

Двома лінійно незалежними розв’язками
вільного рівняння Шредінгера (1) є функції
Ріккаті-Бесселя jl(kr) і nl(kr). Вільному ру-
хові відповідає тільки регулярний у точці
r=0 розв’язок jl(kr). У цьому випадку асим-
птотично при великих значеннях r розв’язок
набуде вигляду

ul(r) ≈ const · sin(kr − lπ/2). (2)

Наявність потенціалу приводить до то-
го, що тепер в області зникнення потенціа-
лу U(r) хвильова функція включає добавку
nl(kr) для нерегулярного розв’язку вільного
рівняння. І мірою цієї добавки є саме фаза
розсіяння δl [1]:

ul(r) ≈ const · [jl(kr)− tgδl · nl(kr)] , (3)

ul(r) → const · sin(kr− lπ/2 + δl), r →
∞.

Стандартний і загальноприйнятий ме-
тод обчислення фаз розсіяння – це безпосе-
редній розв’язок рівняння Шредінгера (1) з
асимптотичною граничною умовою. МФФ –
це перехід від рівняння Шредінгера (1) до
рівняння для фазової функції. Для цього ро-
блять наступну просту заміну [1, 10]:

ul = Al [cos δl · jl(kr)− sin δl · nl(kr)] . (4)

Введені дві нові функції δl(r) і Al(r)
мають фізичний зміст відповідних фаз роз-
сіяння і констант нормування (або амплітуд)
хвильових функцій для розсіяння на визна-
ченій послідовності обрізаних потенціалів.
Їх називаються відповідно їх фізичному змі-
сту фазовою й амплітудною функцією. Тер-
мін “фазова функція” вперше був використа-
ний у роботі Морзе і Алліса [11]. Після під-
становки виразу (4) в рівняння Шредінгера
(1) отримують рівняння для фазової й ам-
плітудної функцій з початковими умовами
[1, 10]:

δ′l = −U
k
[cos δl · jl − sin δl · nl]

2 , δl(0) = 0;

(5)

A′
l = −AlU

k
[cos δl · jl − sin δl · nl]

[sin δl · jl + cos δl · nl] ; Al(0) = 1.
(6)

Фазове рівняння (5) було вперше отри-
мано Друкарєвим [12], а потім незалежно
у роботах Бергмана, Кінча, Ольсона, Даше-
на, Колоджеро [13]. МФФ виявився зручним
при розв’язуванні багатьох практичних задач
атомної і ядерної фізики.

В роботі [2] розглянуто асимптотику
хвильової функції для одно- і двоканального
NN- розсіяння. Асимптотика хвильової фун-
кції вже не буде ∼ rl+1

0 , а матиме складні-
ший вид і визначатиметься також і поведін-
кою потенціалу поблизу початку координат.
Проведено чисельні розрахунки фазової, ам-
плітудної та хвильової функцій для 1S0-, 3P0-
, 3P1- станів np- системи з використанням по-
тенціалу Argonne v18.

Апроксимація фаз розсіяння

В оригінальній роботі [9] отримано фази роз-
сіяння для потенціалу Аргоннської групи -
Argonne v18. В роботі [8] фазові зсуви np-
розсіяння для нуклон-нуклонного потенціа-
лу Argonne v18 були одержані за допомо-
гою МФФ з використанням чисельних ме-
тодів Ейлера і Рунге-Кутта (2-5-го порядків)
[14, 15].

Згідно детального аналізу [8] можна
зробити такі висновки. Порівняння фазових
зсувів для np- розсіяння розрахованих для
одного і того ж потенціалу Argonne v18 рі-
зними методами вказує на те, що розходже-
ння між результатами становить не біль-
ше семи відсотків. Порівняння результатів
розрахунків фазових зсувів для потенціа-
лу Argonne v18, отриманих за допомогою
МФФ, і фазових зсувів для інших потенці-
альних моделей (наприклад, NijmI, NijmII
[16], CD-Bonn [17]) і для парціального хви-
льового аналізу [16] вказує на те, що відхи-
лення між цими даними становить до десяти
відсотків.

Найкраще узгодження з даними фаз
розсіяння оригінальної роботи [9] мають ре-
зультати, отримані по МФФ [8] за допомо-
гою чисельного методу Рунге-Кутта 4-го по-
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рядку. Вони і будуть використані для подаль-
шої апроксимації.

Зрештою отримані дані фаз розсіяння
[8] можна порівняти з результатами аналізу
зразкових NN- потенціалів [18], придатних
до бази даних Granada-2013, де був зробле-
ний статистично значущий парціальний хви-
льовий аналіз для 6713 np- і pp- даних розсі-
яння нижче 350 MeВ від 1950 до 2013 рр.

Апроксимація для фаз розсіяння для
відштовхувального сильносингулярного по-
тенціалу розглянуто в [19]. Це наближен-
ня застосоване для цілого діапазону енер-
гії. Отриманий вираз дає правильну грани-
чну поведінку фазових зсувів і буде точним
при високих енергій.

Структура Парижського потенціалу в
роботі [20] аналізується з точки зору неза-
лежності коефіцієнтів різних компонентів.
Крім цього в [20] здійснена апроксимація фаз
розсіяння, одержаних для Парижського по-
тенціалу.

В даній роботі було проведено апро-
ксимацію фаз np- розсіяння із робіт [8] і [9]
для потенціалу Argonne v18. Використано
квадратичну функцію параболічного типу,
яку М.А. Долгополов, Л.А. Мінін і В.А. Ро-
боткін [20] застосували для фаз розсіяння,
отриманих для Парижського потенціалу

yi(x) = a+ bx+ cx2. (7)

Апроксимація [20] здійснювалась при
аргументі x = Tlab / 100.

Розраховані коефіцієнти a, b, c для
апроксимації фаз np- розсіяння для потенці-
алу Argonne v18 приведено в Таблиці 1.

Для оцінки якості апроксимації фаз
розсіяння δi обчислено величини:

1) середнє квадратичне відхилення для
наближення:

σ =

√√√√√ N∑
i=1

(δi − yi(x))
2

N − P
;

2) χ2 припадає на степінь вільності
функції;

3) коефіцієнт кореляції R.
ТутN – кількість точок для апроксима-

ції; P=3 – кількість параметрів функції (7).

Згідно даних Таблиці 1 в межах одного
спінового стану важко виявити різницю між
коефіцієнтами для апроксимаційного спів-
відношення (7) та характеристиками апро-
ксимації σ, χ2, R. Тільки можна оцінити для
якого із станів апроксимація за допомогою
квадратичної функції (7) буде “кращою” або
“гіршою”. Зрештою мінімальне значення ко-
ефіцієнту кореляції R буде для 3P0- стану, а
максимальне – для 1D2- стану. Слід зазначи-
ти, що χ2 буде мінімальним при 100 і більше
ітераціях в процесі апроксимації.

На Рис. 1 – Рис. 4 приведені фазові зсу-
ви np- розсіяння з роботи [8] (точки) та ре-
зультати апроксимації цих даних (крива) згі-
дно формули (7). Для наочної ілюстрації вка-
зано дані для чотирьох спінових станів (1S0,
3P1, 1D2, 3D2).

Аналогічно одержані значення параме-
трів апроксимаційної функції (7) для потен-
ціалу Reid93 (див. [21]).

Рис. 1: Фази np- розсіяння для 1S0- стану.

Рис. 2: Фази np- розсіяння для 3P1- стану.
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Рис. 3: Фази np- розсіяння для 1D2- стану.
Рис. 4: Фази np- розсіяння для 3D2- стану.

Стан σ χ2 R a b c
1S0 [8] 2.64373 6.98930 0.99643 61.96412 -38.68333 5.38101
1S0 [9] 2.65119 7.02882 0.99640 61.94775 -38.67658 5.38657
3P0 [8] 3.43140 11.77448 0.93072 4.14370 4.92866 -3.21797
3P0 [9] 3.38773 11.47673 0.93179 4.08172 4.87285 -3.19505
1P1 [8] 1.25446 1.57368 0.99404 -1.84425 -13.18033 1.64189
1P1 [9] 1.25669 1.57928 0.99402 -1.83072 -13.17847 1.64190
3P1 [8] 0.75482 0.56975 0.99830 -0.91664 -12.77924 1.16726
3P1 [9] 0.75311 0.56718 0.99830 -0.91236 -12.73242 1.15752
1D2 [8] 0.15959 0.02547 0.99938 -0.29433 4.74141 -0.49716
1D2 [9] 0.16484 0.02717 0.99933 -0.29980 4.73331 -0.49862
3D2 [8] 0.84268 0.71011 0.99767 -0.54091 20.23831 -3.82411
3D2 [9] 0.84703 0.71745 0.99764 -0.54128 20.20412 -3.81545

Табл. 1: Параметри апроксимації фаз np- розсіяння для потенціалу Argonne v18

Висновки

В роботі розглянуто метод фазових фун-
кцій для задачі одноканального нуклон-
нуклонного розсіяння та підсумкові резуль-
тати застосування даного методу для пошуку
фаз розсіяння при використанні потенціалу
міжнуклонної взаємодії Argonne v18.

Для апроксимації фаз розсіяння вико-
ристано квадратичну функцію параболічно-
го типу у виді (7), яка була запропоновану в
роботі [20]. Порівнюються результати апро-
ксимації фаз np- розсіяння, одержаних різни-
ми методами.

Форма запису фазової функції у зру-
чному виді (7) дозволяє її застосовувати
для подальшого розрахунку або перерахунку
значень повної скалярної амплітуди, повно-

го перерізу і парціальної амплітуди розсіян-
ня відповідно [1]

F (θ) =
1

k

∞∑
l=0

(2l + 1)eiδl sin δlPl(cos θ); (8)

σ =
4π

k2

∞∑
l=0

(2l + 1) sin2 δl; (9)

fl =
1

k
eiδl sin δl. (10)

При обчисленнях не потрібно буде ви-
раховувати фази розсіяння окремо в пев-
ній точці енергетичного інтервалу. Після за-
стосовування функції (7) до фазових зсувів
отримані коефіцієнти згідно Таблиці 1 мо-
жна буде використати для розрахунків вели-
чин (8)-(10) для будь-якого значення фази в
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межах проведеної апроксимації (в даній ро-
боті – в інтервалі енергій Tlab=0-350 МеВ).

В подальших дослідженнях можна

одержати і порівняти коефіцієнти та пара-
метри апроксимації для інших сучасних фе-
номенологічних потенціалів.
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Аппроксимация фаз рассеяния для потенциала
Argonne v18

Проведена аппроксимация фаз np- рассеяния, полученных для реалистичного феноменологического нуклон-
нуклонного потенциала Argonne v18. Аппроксимационная функция использована в качествах хорошо изве-
стного соотношения квадратичной функции для параболического типа. Рассчитанные коэффициенты этой фун-
кции, полученные для фазовых сдвигов с помощью метода фазовых функций, сравниваются с характеристи-
ками результатов аппроксимации фаз рассеяния с оригинальной работы.
Ключевые слова: метод фазовых функций, нуклон-нуклонне рассеяние, аппроксимация, фазовые сдвиги, по-
тенциал Argonne v18.
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Approximation of scattering phases for Argonne v18
potential

Purpose. This article is dedicated to the study of phase shifts for single-channel neutron-proton scattering. The phase
shifts, which are obtained in the variable phase approach, are studied. For the approximation of phase shifts, a function
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is used in the form of a known formula for a parabolic-type quadratic function y(x)=a+bx+cx2, which was proposed
by M.A. Dolgopolov, L.A. Minin and V.A. Rabotkin in the study of phase shifts for the Paris potential. It is necessary
to find the coefficients a, b, c for y(x) when approximating the np- scattering phases for the Argonne v18 potential.
Methods. Approximation is used to find the coefficients of the function y(x). Find the optimal values of the coeffi-
cients a, b, c at a minimum value χ2.
Results.An approximation of the neutron-proton scattering phases obtained by various methods for the phenomenolog-
ical nucleon-nucleon potential Argonne v18 was made. The calculated coefficients of this function obtained for phase
shifts by means of the variable phase approach are compared with the results of the approximation of the scattering
phases from the original paper. For illustration graphs are given for phase shifts for four spin states for the np- system
(1S0, 3P1, 1D2, 3D2).
Conclusions. The obtained coefficients for the function y(x) can be used to calculate the values of the scalar scattering
amplitude, the full cross-section and the partial scattering amplitude for any phase value within the energy interval for
the approximation carried out. In next studies one can obtain and compare the coefficients and parameters of approxi-
mation for scattering phases for other modern phenomenological nucleon-nucleon potentials.
Keywords: variable phase approach, nucleon-nucleon scattering, approximation, phase shifts, Argonne v18 potential.
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