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Сучасні елементи будівельних конструкцій і деталі машин досить часто містять 

конструктивні елементи або технологічні дефекти, які можна розглядати як тонкі 

включення великої жорсткості. Армуючі елементи композитних матеріалів теж 

можуть являти собою тонкі жорсткі включення. Але як показують дослідження, 

тонкі жорсткі включення спричиняють значну концентрацію напружень у навколиш-

ньому середовищі, яка може призвести до утворення тріщин на його продовженні. 

Задачі з визначення напруженого стану в околі складних дефектів розв’язувались, як 

правило, у статичній постановці і для випадку прямолінійних дефектів. Це пов’язано з 

труднощами, які виникають під час їх розв’язання поширеним методом граничних 

інтегральних рівнянь, що полягає у зведенні подібних задач до сингулярних інтеграль-

них або інтегро-диференціальних рівнянь з нерухомими особливостями. Такі рівняння 

вимагають створення спеціальних методів їхнього числового розв’язання. Останнім 

часом все більше з’являється робіт, де для сингулярних інтегралів з нерухомими особ-

ливостями використовуються спеціальні квадратурні формули, наприклад, для тріщин 

або включень у вигляді ламаних або розгалужених дефектів. В цих роботах запропоно-

вано колокаційний метод, який враховує справжню особливість розв’язку, а для обчис-

лення інтегралів з нерухомими особливостями використано спеціальні квадратурні 

формули. Задачі з визначення напруженого стану навколо дефектів, що являють со-

бою тонке включення, від краю якого під деяким кутом відходить тріщина, майже не 

розв’язувались. Метою цієї роботи є дослідження напруженого стану біля тріщини, 

що відходить від включення під впливом хвилі поздовжнього зсуву. Сформульована 

задача приведена до системи сингулярних інтегро-диференціальних рівнянь з нерухо-

мими особливостями відносно невідомих стрибків напружень і переміщень на поверхні 

дефекту. Для розв’язання цієї системи використовується аналогічний колокаційний 

метод. Показано залежності зміни безрозмірних значень коефіцієнтів інтенсивності 

напружень (КІН) від безрозмірного значення хвильового числа у випадку поширення 

хвилі під різними кутами. Для числових експериментів бралися різні значення кута між 

включенням і тріщиною. У всіх випадках знайдено значення безрозмірного хвильового 

числа, за якого значення КІН для тріщини досягають максимуму. У разі зростання 

кута між включенням і тріщиною значення КІН для включення, до певних значень час-

тоти коливань, зменшуються. Для випадку, коли дефекти лежать на одній прямій, 

значення КІН для включення найменші. І навпаки, коли кут між дефектами зростає, 

значення КІН для тріщини також зростають. В цілому, внаслідок складності хвильо-

вого поля, створеного відбиттям хвиль від дефекту, залежність КІН від частоти має 

істотні максимуми, на величину і положення яких впливає конфігурація дефекту. 

Ключові слова: коефіцієнти інтенсивності напружень, сингулярні інтегро-

диференціальні рівняння, гармонічні коливання, нерухома особливість, включення, 

тріщина. 

Вступ  

У сфері будівельних технологій і машинобудуванні конструкції і деталі машин досить часто міс-

тять елементи або технологічні дефекти, які можна розглядати як тонкі включення великої жорсткості. 

Але як показують дослідження [1], тонкі жорсткі включення спричиняють значну концентрацію напру-

жень у навколишньому середовищі, яка може призвести до утворення тріщин на його продовженні. Зада-

чі з визначення напруженого стану в околі складних дефектів розв’язувались, як правило, у статичній по-

становці і для випадку прямолінійних дефектів в роботах [2 – 5]. Це пов’язано з труднощами, які виника-

ють під час їх розв’язання поширеним методом граничних інтегральних рівнянь, що полягає у зведенні 

подібних задач до сингулярних інтегральних або інтегро-диференціальних рівнянь з нерухомими особли-

востями. Подібні задачі в статичній постановці розв’язувались, але справжня особливість розв’язків або 

ігнорувалась, або до інтегралів з нерухомими особливостями застосовувались формули Гаусса-Якобі, як 

наслідок досить повільна збіжність числових розв’язків: Останнім часом з’являється все більше робіт, в 

яких для сингулярних інтегралів з нерухомими особливостями використовуються спеціальні квадратурні 

формули, наприклад, для тріщин або включень у вигляді ламаних або розгалужених дефектів [6 – 8]. В 
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цих роботах запропоновано колокаційний метод, який враховує справжню особливість розв’язку, а для 

обчислення інтегралів з нерухомими особливостями використані спеціальні квадратурні формули. Задачі 

з визначення напруженого стану навколо дефектів, що являють собою тонке включення, від краю якого 

під деяким кутом відходить тріщина, майже не розв’язувались. Метою цієї роботи є дослідження напру-

женого стану біля тріщини, що відходить від включення у разі впливу хвилі поздовжнього зсуву. Сфор-

мульована задача зведена до системи сингулярних інтегро-диференціальних рівнянь з нерухомими особ-

ливостями відносно невідомих стрибків напружень і переміщень на поверхні дефекту. Для розв’язання 

цієї системи використовується колокаційний метод, що є аналогічним застосованому у роботах [6 – 8]. 

Постановка задачі 

Розглядається пружне ізотропне середовище, яке 

знаходиться у стані антиплоскої деформації. В середовищі є 

наскрізний дефект у вигляді абсолютно жорсткого вклю-

чення, від кінця якого під довільним кутом відходить трі-

щина. Включення і тріщина в площині Oxy  займають відрі-

зки ld2  і утворюють з віссю Ox  кути lα , 2,1=l  (рис. 1).  

З дефектами взаємодіє плоска хвиля поздовжнього 

зсуву, яка викликає в тілі такі переміщення вздовж осі Oz : 

G
Aeyxw

yxi
2

2
2

)sincos(

0 ,),( 002
ρω

=κ= θ+θκ
, 

де ω  – частота коливань, ρ  і G  – густина і модуль зсуву ті-

ла. Залежність від часу визначається множником ti
e

ω− , який 

 

Рис. 1. Включення, від краю якого відходить 

тріщина 

тут і надалі пропускаємо. За таких умов єдина відмінна від 0 −z компонента вектора переміщень задо-

вольняє рівняння Гельмгольца 

 02
2 =κ+∆ ww , (1) 

де ∆ – оператор Лапласа в системі координат Oxy .  

Для формулювання граничних умов на дефекті з тріщиною і включенням зв'яжемо локальну 

систему координат 2,1, =lyxO lll , центр якої збігається з серединою відповідного дефекту (рис. 1). 

Зв’язок між системами координат задається формулами  
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Нехай ),( lll yxw , 2,1=l  отримані з ),( yxw  в результаті переходу до локальних координат за 

формулами (2). Граничні умови на тріщині сформулюємо виходячи з того, що на її берегах відсутні на-

пруження. З цього випливає рівність 

 0)0,( 22
=τ xzy , [ ]222 ,ddx −∈ .  (3) 

На поверхні тріщини переміщення ),( 222 yxw  мають розрив з невідомим стрибком, для якого 

вводиться позначення 

 ,0)(),()0,()0,( 22222222 =χχ=−−+ dxxwxw [ ]222 ,ddx −∈ . (4) 

На включенні за умови ідеального зчеплення повинна виконуватися рівність 

 [ ]11111 ,,)0,( ddxaxw −∈= , (5) 

де a  – невідома амплітуда поздовжніх (вздовж осі Oz ) коливань включення.  
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На поверхні включення напруження ),( 111
yxzyτ  мають розрив з невідомим стрибком, для яко-

го вводиться позначення 

 [ ]1111111 ,),()0,()0,(
11

ddxxxx zyzy −∈χ=−τ−+τ .  (6) 

Невідома амплітуда коливань включення визначається з рівняння 

 .2,)( 11
2

1

1

hdmdam v
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За таких умов потрібно визначити напружений стан в околі дефекту. 

Метод розв’язання 

Для розв'язання цієї задачі для тріщини і включення у системі координат, зв'язаної з дефектами, 

будуються розривні розв'язки рівняння (1) зі стрибками (4), (6). Ці розв'язки знаходяться за формулами 
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0 xH  -  функція Ганкеля.  

Після цього переміщення дифракційного поля в системі Oxy  подаються у вигляді 

 ),(),(),( 21 yxwyxwyxw
gg += ,  

де ),( yxw
g
l , 2,1=l  отримуються за формулами (7) після перетворення координат (2). Щоб остаточно 

визначити переміщення і напруження у напівпросторі, необхідно знайти невідомі стрибки перемі-

щень і напружень. Для цього слід використати умови (3), (5). 

Після справдження граничних умов на дефектах отримуємо систему сингулярних інтегро-

диференціальних рівнянь відносно невідомих стрибків. Ця система після відокремлення сингулярних 

складових ядер і переходу до проміжку [ ]1,1−  має вигляд 
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Як можна бачити, функції ),( yxg l  мають особливості за 1,1 m=ζ±=τ . 

Наближений розв’язок системи інтегро-диференційних рівнянь 

Наявність у сингулярної частини системи (8) нерухомих особливостей при 1,1 −=ζ=τ  і 

1,1 =ζ−=τ  впливає на поведінку її розв'язків у околі точок 1±=ζ . Асимптотика розв'язків в околі цих 

точок визначається за методикою, викладеною у [9]. В результаті встановлено, що невідомі функції не-

обхідно розшукувати у вигляді 

 )()1()1()(),()1()1()( 2
21/

21
21

1 τψτ−τ+=τϕτψτ−τ+=τϕ −δ−δ−−
,  (9) 

де показник особливості визначається рівністю 

 π≤β≤α−α=β
π−β

π−β
=δ 0,,

)2(2

32
21 .  

Щоб функції з такими особливостями були розв’язком системи (8), має виконуватися рівність 

 )1()()1( 2211 −ψγγ=ψ δ−
,  

а функції )(τψl , 2,1=l , вважаються такими, що задовольняють умову Гельдера на проміжку [ ]1,1− . 

Подальше розв'язання ґрунтується на апроксимації цих функцій інтерполяційними багаточленами 

 ∑
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nn PP  – багаточлени Якобі, а lmτ  –  їхні корені. 

Для інтегралів з ядром Коші застосуємо такі квадратурні формули [10]: 
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1,...,2,1,2,1 −== nkl , де lkζ  – нулі функцій Якобі другого роду )(2
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τ
−δ−

nJ  і )(
,

2
1

τ
δ−−

nJ , а lmA  – коефі-

цієнти відповідних квадратурних формул Гаусса-Якобі [11]. 

Далі аналогічні формули необхідно отримати для інтегралів з нерухомими особливостями 

 2,1,))1(1,)1(1()(
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1

)1( =τζ−−τ−+τϕ= ∫−
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ldgE
ll

l
l

ll .  (12) 

Якщо ε>ζ+ε>ζ− 1,1 , де 10 <ε<  – деяке наближене число, то функції ),( ζτlg  є нескінчен-

но-гладкими і до інтегралів (12) можна застосувати квадратурні формули Гаусса-Якобі. Головну 

складність становить обчислення цих інтегралів при 01 →ζ± . Для цього використовуються подання 

(9), (10) і виконуються такі перетворення з підінтегральними функціями: 
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  (13) 

Інтеграли від функцій, що входять до подання (13), знаходяться методом, що базується на за-

стосуванні теореми про згортку для інтегрального перетворення Мелліна. Остаточно формули для 

обчислення інтегралів з нерухомими особливостями за lkζ=ζ  мають вигляд 
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=ψ−= ∑ =
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де  
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Таким чином, за 01 1 →ζ+ k  і 01 2 →ζ− k  інтеграли (12) подаються швидко збіжними степене-

вими рядами. 

Для інтеграла з логарифмічною функцією в результаті інтегрування частинами та викорис-

тання подання похідною (9) отримуємо таку квадратурну формулу: 

 ∑∫ =−
ψ=ζ−ττϕ

n

m kmmmk BAdx
1 22

1

1
22 ln)(  (15) 

)1)(ln()11)(ln1( 222222 −ζ+τζ−τ−−ζ+ζ+−= kmkmkkkmB . 

Для обчислення інтеграла, що містить безпосередньо невідому функцію )(2 τϕ , необхідно 

знайти її наближене значення за допомогою рівності 

 ∫τ ϕ−=τϕ
1

/
22 )()( dxx .  

Далі використовується подання для похідної (9), а також тотожність Дарбу-Крістофеля. Вна-

слідок цього після інтегрування отримано вираз  
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Подання (16) є основою для таких квадратурних формул з невідомою функцією )(2 τϕ :  
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де )(0,2/1 τnP  - багаточлени Якобі, а i0τ  - їхні корені. 

Застосування квадратурних формул (11), (14), (15), (17), а також формул Гаусса-Якобі приво-

дить до заміни системи інтегро-диференціальних рівнянь (8) системою лінійних алгебраїчних рівнянь 

відносно значень функцій 2,1, =ψ ll  у вузлах інтерполяції. 

Для механіки руйнувань найбільший інтерес являють собою коефіцієнти інтенсивності напружень 

 ).0,(lim),(lim 222
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211
0

1 2
121

xdxKdK d
zy

dxd
τ⋅−=ηχ⋅η+=
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Через розв'язок системи наближені значення КІН визначаються за формулами 
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 ).1(2),1(2 2
1

22111 ψ−=−ψ−= δ−−δ− dGKdGK    

Аналіз числових результатів і висновки 

Розглянуто дефекти однакової довжини 2,1, == ldd
l

, що виходять з початку координат і розта-

шовані симетрично відносно осі Oy . Падаюча хвиля поширюється вздовж додатного напрямку осі Oy . 

На рис. 2 показані залежності зміни безрозмірних значень КІН ( 2,1,/ == ldGKk lll ) від безрозмірного 

значення хвильового числа 0κ  у випадку поширення хвилі під кутом ,900
o=θ  а на рис. 3 – під 

o
2700 =θ . Кут між дефектами брався послідовно oooo 120,90,60,30=β  і o175 , що відповідає кривим на 

рисунках під номерами 1, 2, 3, 4, 5. 

 

Рис.2. Залежність КІН для включення і тріщини від хвильового числа під впливом поздовжнього зсуву (кут θ0=90°) 

 

Рис.3. Залежність КІН для включення і тріщини від хвильового числа під впливом хвилі поздовжнього 

зсуву (кут θ0=270°) 

У всіх випадках знайдено значення безрозмірного хвильового числа, за якого значення КІН для 

тріщини досягають максимуму. У разі зростання кута β  між включенням і тріщиною значення КІН для 

включення, до певних значень частоти коливань, зменшуються. Для випадку, коли дефекти лежать на одній 

прямій, значення КІН для включення найменші. Видно, що за невеликих частот )2( 0 ≤κ , зі збільшенням 

кута β , зростають і значення КІН для тріщини, а найбільші значення спостерігаються, коли кут прямує до 

o180 . В цілому, внаслідок складності хвильового поля, створеного відбиттям хвиль від дефектів, залежність 

КІН від частоти має істотні максимуми, на величину і положення яких впливає конфігурація дефекту. 
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