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На основе принципа равнопрочности дается решение обратной задачи об 

определении оптимальной формы контура отверстия для пластины, ослаб-

ленной поверхностной прямолинейной трещиной. Пластина подкреплена ре-

гулярной системой упругих ребер жесткости (стрингеров). Трещина исхо-

дит из контура отверстия перпендикулярно приклепанным стрингерам. Пла-

стина подвергается на бесконечности однородному растяжению вдоль ре-

бер жесткости. Рассматриваемая пластина полагается упругой или упруго-

пластической. Критерием, определяющим оптимальную форму отверстия, 

служит условие отсутствия концентрации напряжений на поверхности от-

верстия и требование равенства нулю коэффициента интенсивности на-

пряжений в окрестности вершины трещины. В случае упруго-пластической 

пластины пластическая область в момент зарождения должна охватывать 

сразу весь контур отверстия, не проникая вглубь. Поставленная задача со-

стоит в определении такой формы отверстия, при которой действующее на 

контуре тангенциальное нормальное напряжение постоянно, а коэффициент 

интенсивности напряжений в окрестности вершины трещины равен нулю, а 

также в определении величин сосредоточенных сил, заменяющих действие 

стрингеров, и напряженно-деформированного состояния подкрепленной пла-

стины. Использовались метод малого параметра, теория аналитических 

функций и метод прямого решения сингулярных интегральных уравнений. 

Поставленная задача сводится к задаче об отыскании условного экстрему-

ма. Применялся метод неопределенных множителей Лагранжа. Полученное 

решение обратной задачи позволяет повысить несущую способность стрин-

герной пластины. 
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Введение 

Тонкие пластины (панели) как элементы различных конструкций и машин нередко ослабля-

ются технологическими отверстиями. Отыскание равнопрочного контура отверстия весьма важно для 

предотвращения разрушения пластины (панели) и, соответственно, для надежности конструкции или 

машины. Задачи по отысканию равнопрочного контура отверстия исследовались в работах [1–20] и 

др., однако в реальном материале всегда возможно присутствие трещин. Имеется недостаточно работ 

[21–25] по нахождению оптимального контура отверстия, при котором в материале не будут расти 

трещины. Поставленная в работе задача состоит в отыскании равнопрочного контура отверстия в 

пластине, подкрепленной системой стрингеров и ослабленной прямолинейной поверхностной трещи-

ной. Отыскивается контур, такой, что концентрация напряжений вблизи отверстия отсутствует, а 

трещина не растет. 

Постановка задачи 

Рассмотрим неограниченную тонкую пластину (панель), подкрепленную регулярной систе-

мой ребер жесткости (стрингеров). Подкрепленная панель подвергается на бесконечности однород-

ному растяжению вдоль стрингеров напряжением 0σ=σ∞
y . Пластина имеет отверстие, из которого 

исходит прямолинейная трещина (рис. 1). Считается, что упругие изотропные стрингеры приклепаны 

к пластине симметрично относительно ее поверхности дискретным образом с постоянным шагом y0 

по всей длине стрингера. Материал пластины принят изотропным. 

Условия нагружения считаются квазистатическими. Приняты следующие допущения: при 

деформации толщина стрингеров неизменна, а напряженное состояние – одноосное; в пластине реа-

лизуется плоское напряженное состояние. Стрингеры работают только на растяжение (не подверга-

ются изгибу); система стрингеров ферменного типа, ослабления стрингеров за счет постановки точек 

крепления не происходит. Пластина и стрингеры взаимодействуют друг с другом в одной плоскости 
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и только в точках крепления. Точки крепления (площадки сцепления) одинаковы, с радиусом a0, ма-

лым по сравнению с их шагом 2L и другими характерными размерами. 

 

Рис. 1. Расчетная схема задачи по отысканию равнопрочного контура отверстия 

Действие точек крепления заменяется действием сосредоточенных сил, приложенных в точках, 

соответствующих центрам площадок сцепления: z=±(2m+1)L±iky0 (m=0,1,2,…; k=1,2,…). Действие 

стрингеров заменяется эквивалентными сосредоточенными силами Pmn, приложенными в точках их со-

единения с пластиной. Эти силы заранее неизвестны. 

Граничные условия задачи имеют вид 

– на контуре отверстия  

0=σn ,         0=τnt ; 

– на берегах трещины 

0=σ y ,         0=τ xy          R≤x≤l. 

Здесь n и t – нормаль и касательная к контуру отверстия. 

Задача состоит в отыскании формы отверстия (неизвестного контура L0), удовлетворяющей 

двум условиям: действующее на контуре тангенциальное нормальное напряжение σt постоянно, т.е.  

 σt=σ∗=const   на контуре отверстия;   (1) 

и исходящая из отверстия трещина не растет. Так как за параметр, характеризующий напряженное 

состояние в окрестности вершины трещины, принимаем, согласно теории квазихрупкого разрушения 

Ирвина-Орована, коэффициент интенсивности напряжений, это условие означает требование равен-

ства нулю коэффициента интенсивности напряжений l
K I  в окрестности вершины трещины 
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 0I =l
K .   (2) 

В условии (1) величина σ∗ требует определения, если материал пластины является упругим. 

Для упруго-пластической пластины требуем, чтобы пластическая область в момент зарождения охва-

тывала сразу весь контур отверстия, не проникая вглубь, поскольку такое тело является наиболее 

прочным в смысле равномерного распределения напряжения по всему контуру отверстия [1]. Усло-

вие пластичности записываем так [26]: 

f(σn,σt,τnt)=0, 

где f – заданная функция. Из условия пластичности следует, что для упруго-пластической пластины 

σ∗=σs, т.е. условие (1) имеет вид 

σt=σs=const   на контуре отверстия, 

где σs − постоянная пластичности материала пластины. 

Решение краевой задачи 

Неизвестный контур L0 отверстия будем искать в классе контуров, близких к круговым. Пред-

ставим искомый контур L0 как 

)()( θε+=θρ= HRr . 

Здесь R – радиус кругового отверстия; ε=Rmax/R – малый параметр; Rmax – наибольшая высота 

(впадина) неровности профиля контура L0 отверстия от окружности r=R.  

Функция H(θ) требует определения в процессе решения поставленной задачи. Не уменьшая 

общности рассматриваемой обратной задачи, принимаем, что функция H(θ) симметрична относи-

тельно осей координат и может быть представлена в виде ряда Фурье ∑
∞

=

θ=θ
1

2 2cos)(
k

k kdH . 

Искомые функции, т.е. напряжения, перемещения, сосредоточенные силы Pmn и коэффициент 

интенсивности напряжений l
K I  ищем в виде разложений по малому параметру ε 

...)1()0( +εσ+σ=σ nnn ,        ...)1()0( +εσ+σ=σ ttt ,         ...)1()0( +ετ+τ=τ ntntnt , 

...)1()0( +ε+= nnn uuu ,          ...)1()0( +ε+= nnn vvv , 

...)1()0( +ε+= mnmnmn PPP , 

...)1(
I

)0(
I +ε+= KKK

I

. 

Каждое из этих приближений удовлетворяет системе дифференциальных уравнений плоской за-

дачи теории упругости. Членами, содержащими ε в степени выше первой, для упрощения пренебрегаем. 

Разлагая в ряд выражения для напряжений в окрестности r=R, получим значения компонент 

тензора напряжений при r=ρ(θ). С помощью известных формул [27] для компонент напряжений σn и 

τnt, записываем краевые условия задачи 

– для нулевого приближения 

 
0)0( =σ r ,         0)0( =τ θr    на контуре  r=R,   (3) 

 
0)0( =σ x ,         0

)0( =τxy      R≤x≤l   на берегах трещины;   (4) 

– для первого приближения 

Nr =σ )1( ,         Tr =τ θ
)1(    на контуре   r = R, 

0)1( =σ x ,         0
)1( =τxy              R≤x≤l    на берегах трещины, 

θ∂

θ∂τ
+

∂

σ∂
θ−= θ )(

2)(
)0()0(

H

Rr
HN rr ,       

θ∂

θ∂σ−σ
+

∂

τ∂
θ−= θθ )(
)(

)0()0()0(
H

Rr
HT rr . 
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На основании формул Колосова-Мусхелишвили [27] и граничных условий (3) на контуре от-

верстия и (4) на берегах трещины задача сводится в нулевом приближении к определению двух ана-

литических функций Φ
(0)

(z), Ψ
(0)

(z) из условий 

 
[ ] 0)()()()( )0()0(2)0()0( =τΨ+τΦτ−τΦ+τΦ θ 'i

e      при τ=Re
iθ
,    (5) 

 
0)()()()( )0()0()0()0( =Ψ+Φ+Φ+Φ xxxxx '        R≤x≤l.   (6) 

Решение краевой задачи (5)–(6) ищем в виде  

 
)()()()( )(

2
)(

1
)(

0
)(

zzzz
kkkk Φ+Φ+Φ=Φ ,   (7) 

)()()()( )(
2

)(
1

)(
0

)(
zzzz

kkkk Ψ+Ψ+Ψ=Ψ , 

где k=0. 

Функции )()0(
0 zΦ  и )()0(

0 zΨ  описывают поле напряжений и деформаций в сплошной (без тре-

щины) пластине под действием системы сосредоточенных сил )0(
mnP  и напряжения σ0. )()0(

0 zΦ , )()0(
0 zΨ  

определяются формулами 
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где κ=(3‒ ν)/(1+ν); ν – коэффициент Пуассона материала пластины; штрих у знака суммы указывает 

на то, что при суммировании исключается индекс m=n=0.  

Потенциалы функции )()0(
1 zΦ  и )()0(

1 zΨ   ищем в виде 

 ∫ −π
=Φ

l

R

dt
zt

zg
z

)(

2

1
)(

)0(
)0(

1 ,   (9) 

∫ 








−
−

−π
=Ψ

l

R

dtzg
ztzt

z )(
)(

11

2

1
)( )0(

2

)0(
1 ,  

где [ ])0,()0,(
1

2
)()0(

xvxv
dx

d
xg

−+ −
κ+

µ
= ; µ – модуль сдвига материала пластины.  

Искомая функция g
(0)

(x) и потенциалы )()0(
2 zΦ  и )()0(

2 zΨ  должны быть определены из условий 

(5)–(6). Представим краевое условие (5) в виде 

 [ ]=τΨ+τΦτ−τΦ+τΦ θ )()()()( )0(
2

)0(
2

2)0(
2

)0(
2

'ie [ ])()()()( )0()0(2)0()0( τΨ+τΦτ+τΦ−τΦ− ∗∗
θ

∗∗
'ie ,   (10) 

где )()()( )0(
1

)0(
0

)0( τΦ+τΦ=τΦ∗
, )()()( )0(

1
)0(

0
)0( τΨ+τΨ=τΨ∗

.  

Решая краевую задачу (10) с помощью метода Н. И. Мусхелишвили [27], определяем потен-

циалы )()0(
2 zΦ  и )()0(

2 zΨ  

×
κ+π
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В формулах (11) все линейные размеры отнесены к радиусу R. 

Требуя, чтобы функции (7) при k=0 удовлетворяли краевому условию (6) на берегах трещины, 

получим сингулярное интегральное уравнение относительно g
(0)

(x)  
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Используя метод прямого решения сингулярных интегральных уравнений [28–30], ищем ре-

шение уравнения (12). Переходя к безразмерным переменным, представим его в виде 

2

)0(
0)0(

1

)(
)(

η−

η
=η

g
g , 

где )()0(
0 ηg  – ограниченная функция, непрерывная на отрезке [−1, 1]; она заменяется интерполяцион-

ным многочленом Лагранжа, построенным по чебышевским узлам. 

В рассматриваемой задаче один конец трещины выходит на поверхность отверстия. Напряже-

ния на этом конце ограничены. Вместе с дополнительным условием  

0)0(
I =K      при x=R,

 сингулярное интегральное уравнение (12), сводится с помощью процедуры алгебраизации [28–30] к сис-

теме M линейных алгебраических уравнений для определения M неизвестных )()0(
mg τ  (m=1, 2,…, M) 
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Далее определяем сосредоточенные силы )0(
mnP . Согласно закону Гука, величина сосредото-

ченной силы )0(
mnP , действующей на каждую точку крепления со стороны стрингера, будет 

 )0(

0

)0(

2
mn

ss
mn v

ny

AE
P ∆=          (m, n = 1,2,….),   (14) 

где Es – модуль Юнга материала стрингера; As – поперечное сечение стрингера; 2y0n – расстояние 

между точками крепления; )0(
mnv∆  – взаимное смещение рассматриваемых точек крепления, равное уд-

линению соответствующего участка стрингера.  

Примем [31] естественное допущение о том, что выполняется условие совместности переме-

щений, т.е. принимаем, что взаимное упругое смещение точек mL+i(ny0−a0) и mL−i(ny0−a0) и взаимное 

смещение точек крепления )0(
mnv∆  в рассматриваемой задаче равны. Используя формулы Колосова-

Мусхелишвили [27] и соотношения (7)–(9), (11), находим взаимное смещение точек крепления )0(
mnv∆ . 

Решая системы (13) и (14), находим величины сосредоточенных сил )0(
mnP , приближенные значения 

функции )()0(
mg τ  в узловых точках и тем самым – комплексные потенциалы нулевого приближения.  

Для коэффициента интенсивности напряжений в окрестности вершины трещины в нулевом 

приближении имеем 
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По формулам Колосова-Мусхелишвили и соотношениям (7) находим напряженное состояние 

в стрингерной пластине в нулевом приближении. Зная компоненты напряжений в нулевом прибли-

жении, находим функции N и T. 

Далее строится решение задачи в первом приближении. Граничные условия задачи для перво-

го приближения записываются в виде 

 [ ] iTNe
i −=τΨ+τΦτ−τΦ+τΦ θ )()()()( )1()1(2)1()1( ' ,   (15) 

 0)()()()( )1()1()1()1( =Ψ+Φ+Φ+Φ xxxxx
'        R≤x≤l.   (16) 

Аналогично нулевому приближению ищем решение краевой задачи (15) в виде (7) при k=1, 

где потенциалы )()1(
0 zΦ  и )()1(

0 zΨ  описывают поле напряжений и деформаций под действием систе-

мы сосредоточенных сил )1(
mnP  и определяются формулами, аналогичными (8), причем следует поло-

жить σ0 равным нулю, а )0(
mnP  заменить на )1(

mnP . Функции )()1(
1 zΦ  и )()1(

1 zΨ  ищутся в виде, аналогич-

ном (9), при этом функция g
(0)

(x) заменяется на g
(1)

(x). Потенциалы )()1(
2 zΦ  и )()1(
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граничного условия (15), вновь используя метод Н. И. Мусхелишвили: 
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Здесь )()1(
z∗Φ , )()1(

z∗Ψ  определяются формулами, аналогичными (11), в которых σ0 следует 

положить равным нулю, а )0(
mnP  и g

(0)
(x) заменить соответственно на )1(

mnP  и g
(1)

(x). Коэффициенты a2k и 

b2k находим по формулам 
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Для сосредоточенных сил )1(
mnP  имеем 
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Взаимное смещение точек крепления )1(
mnv∆  определяется аналогично нулевому приближению.  

Требуя, чтобы функции (7) при k=1 удовлетворяли условию (16) на берегах трещины в первом 

приближении, получаем сингулярное интегральное уравнение относительно функции g
(1)

(x) 
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1)(1 )1()1(
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=
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+
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Используя процедуру алгебраизации [28–30], сингулярное интегральное уравнение (18) при 

условии 

0)1(
I =K  на краю отверстия, 

сводим, аналогично нулевому приближению, к системе M линейных алгебраических уравнений для 

определения M неизвестных )()1(
mg τ  (m=1, 2,…, M) 
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где m=1, 2,…, M–1; )()1()1(
kk gg τ= . 

Для коэффициента интенсивности напряжений в окрестности вершины трещины в первом 

приближении имеем 
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В правые части полученных систем уравнений первого приближения входят коэффициенты 

d2k разложения функции H(θ) в ряд Фурье. Таким образом, для замкнутости полученных систем сле-

дует построить недостающие уравнения, используя условия (1) и (2). С помощью полученного реше-

ния находим σt в поверхностном слое контура L0 (r=ρ(θ)) с точностью до величин первого порядка 

относительно малого параметра ε 

Rr

t
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ε+θσ=σ )(

)()(
)( )1(

)0(
)0( . 

Напряжения )()1( θσt  зависят от коэффициентов d2k ряда Фурье искомой функции H(θ). Требуя, 

чтобы обеспечивалось распределение напряжений на контуре отверстия, близкое к равномерному, 

получаем недостающие уравнения, позволяющие определить коэффициенты d2k.  

Снижение концентрации напряжений на контуре отверстия осуществляется путем минимиза-

ции критерия 

[ ] min)(
1

2
→σ−θσ=∑

=

∗

M

i

itU . 

Здесь σ∗ − неизвестное оптимальное значение нормального тангенциального напряжения в 

поверхностном слое отверстия для упругой пластины.  

Необходимо найти значения неизвестных коэффициентов d2k, обеспечивающие наилучшим 

образом величины функции σt(θi) согласно условию (1) при дополнительном условии (2). Функция U 

и коэффициент интенсивности напряжений зависят от коэффициентов d2k, и, таким образом, прихо-

дим к задаче на условный экстремум функции ),( 20 kdU ∗σ , когда коэффициенты d2k связаны с допол-

нительным условием (2). 

Необходимо найти минимальное значение функции ),( 20 kdU ∗σ , причем k+1 аргумента этой 

функции не являются независимыми, а подчинены дополнительному условию (2). 

Для решения задачи на условный экстремум используем метод неопределенных множителей 

Лагранжа. Рассмотрим вспомогательную функцию 

l
KUU I0 λ+=  

с неопределенным множителем λ.  

k+1 необходимых условий экстремума имеют вид 

 0
2

0 =
∂

∂

kd

U
        (k=1, 2, …, n),    00 =

σ∂

∂

∗

U
.  (20) 

Полученные n+1 уравнений с добавочным уравнением (2) составляют систему уравнений с 

n+1+1 неизвестными σ∗, d2k (k=1, 2, …, n), λ. Добавляя эту систему уравнений к полученным ранее 

алгебраическим системам (17), (19), получаем замкнутую алгебраическую систему для определения 

всех неизвестных, в том числе σ∗ и коэффициентов d2k. 
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Система уравнений (20) совместно с полученными алгебраическими системами задачи теории 

упругости в нулевом и первом приближениях позволяет определить форму равнопрочного отверстия, 

напряженно-деформированное состояние подкрепленной пластины и в случае упругой пластины 

также оптимальное значение нормального тангенциального напряжения σ∗. 

Расчеты проводились для значений свободных параметров: a0/L=0,01; y0/L=0,25. Принима-

лось, что E=7,1·10
4
 МПа, Es=11,5·10

4
 МПа, стрингеры выполнены из композита Al-сталь, а пластина – 

из сплава В95. Для упрощения было принято: As/y0h=1. Число стрингеров и точек крепления счита-

лось равным 14, а величина М=72. Результаты расчетов коэффициентов разложения искомой функ-

ции H(θ) приводятся ниже.  

d2 d4 d6 d8 d10 d12 d14 

0,1307 -0,1041 0,0773 0,0594 -0,0365 0,0139 0,0108 

Выводы 

Найдено решение задачи по отысканию равнопрочного контура отверстия в усиленной регу-

лярной системой стрингеров пластине. Найденный контур обеспечивает неподвижность исходящей 

из отверстия прямолинейной поверхностной трещины и отсутствие концентрации напряжений вбли-

зи отверстия. Для отысканной равнопрочной формы отверстия построена замкнутая система алгеб-

раических уравнений. Полученное решение обратной задачи позволяет повысить прочность пласти-

ны, а также ее надежность и несущую способность. 
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Визначення форми рівноміцного отвору для стрингерної пластини,  

ослабленої поверхневою тріщиною 

М. В. Мір-Салім-заде 

Інститут математики і механіки НАН Азербайджану,  
AZ1141, Азербайджан, м. Баку, вул. Б. Вахабзаде, 9 

На основі принципу рівноміцності дається розв’язок оберненої задачі з визначення оптимальної форми 

контура отвору для пластини, ослабленої поверхневою прямолінійною тріщиною. Пластина підкріплена регуляр-

ною системою пружних ребер жорсткості (стрингерів). Тріщина виходить з контура отвору перпендикулярно 

приклепаним стрингерам. Пластина піддається на нескінченності однорідному розтягуванню уздовж ребер жо-

рсткості. Пластина, що розглядається, припускається пружною або пружно-пластичною. Критерієм, що ви-

значає оптимальну форму отвору, служить умова відсутності концентрації напруження на поверхні отвору і 

вимога рівності нулю коефіцієнта інтенсивності напружень в околі вершини тріщини. У разі пружно-пластичної 

пластини пластична область у момент зародження має охоплювати відразу увесь контур отвору, не проникаю-

чи вглиб. Поставлена задача полягає у визначенні такої форми отвору, за якої тангенціальне нормальне напру-

ження, що діє на контурі, є сталим, а коефіцієнт інтенсивності напруження в околі вершини тріщини дорівнює 

нулю, а також у визначенні величин зосереджених сил, що замінюють дію стрингерів, і напружено-

деформованого стану підкріпленої пластини. Використовувалися метод малого параметра, теорія аналітичних 

функцій і метод прямого розв’язання сингулярних інтегральних рівнянь. Поставлена задача зводиться до задачі з 

відшукування умовного екстремуму. Застосовувався метод невизначених множників Лагранжа. Отриманий 

розв’язок оберненої задачі дозволяє підвищити несучу здатність пластини стрингера. 
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