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Авторами виведено математичну модель геометрично нелі-
нійних коливань тришарових оболонок, яка описує коливання 
конструкції з амплітудами, порівняними з її товщиною. При 
виведенні цієї моделі використовується теорія зсуву високо-
го порядку. Інерція обертання також враховується. При 
цьому середній шар є стільниковим заповнювачем, виготов-
леним завдяки адитивним технологіям FDM. Крім того, 
кожен шар оболонки описується п'ятьма змінними (трьома 
проєкціями переміщень і двома кутами повороту нормалі до 
серединної поверхні). Загальна кількість невідомих змінних 
дорівнює п'ятнадцяти. Для отримання моделі нелінійних 
коливань конструкції використано метод заданих форм. 
Виведено потенційну енергію, яка враховує квадратичні, 
кубічні й четверті степені узагальнених переміщень конс-
трукції. Всі узагальнені переміщення розкладаються за уза-
гальненими координатами і власними формами, які визна-
ються базовими функціями. Доведено, що математична 
модель коливань оболонки є системою нелінійних неавтоно-
мних звичайних диференціальних рівнянь. Для дослідження 
нелінійних періодичних коливань та їх біфуркацій застосову-
ється чисельна процедура, яка є поєднанням методу продо-
вження і методу пристрілювання. Метод пристрілювання 
враховує умови періодичності, що виражаються системою 
нелінійних рівнянь алгебри щодо початкових умов періодич-
них коливань. Ці рівняння розв’язуються з використанням 
метода Ньютона. Чисельно досліджено властивості нелі-
нійних періодичних коливань та їх біфуркацій в областях 
субгармонічних резонансів. Виявлено стійкі субгармонічні 
коливання другого порядку, які зазнають сідло-вузлової бі-
фуркації. Нескінченної послідовності біфуркацій, що призво-
дить до хаотичних коливань, не виявлено. 

Ключові слова: оболонка подвійної кривизни, адитивні тех-
нології, стільниковий заповнювач, біфуркаційна поведінка. 

Вступ 
Багатошарові конструкції добре себе зарекомендували в аерокосмічній техніці, де вони викори-

стовуються понад 70 років. Це пояснюється передусім тим, що дані конструкції мають велику жорст-
кість на вигин при малій вазі. Крім того, такі їх частини, як стільникові заповнювачі, виготовляються за 
допомогою адитивних технологій [1, 2], що має низку переваг. Наприклад, ці технології дозволяють 
виробляти деталі із внутрішніми порожнинами, що суттєво полегшує конструкцію. Враховуючи це, 
адитивні технології використовуються і для виготовлення деталей літальних апаратів [3, 4]. 

Беручи до уваги усе сказане вище, до вивчення багатошарових конструкцій із стільниковим за-
повнювачем докладено багато зусиль. Було встановлено, що рівняння у частинних похідних вільних 
коливань конічної оболонки виводяться шляхом використання варіаційних методів [5]. За допомогою 
теорії Міндліна чисельно досліджується композитна тришарова конструкція [6]. Зсувна теорія високого 
порядку Фростигом із співавторами [7] застосовується для аналізу багатошарових балок із пружним 
заповнювачем, а Малекзадехом зі співавторами – для аналізу коливань багатошарових пластин з 
в’язкопружним заповнювачем [8]. Вільні лінійні коливання багатошарових панелей з податливим запо-
внювачем розглядаються у [9]. Перехідні процеси в багатошаровій панелі аналізуються шляхом вико-
ристання ефективного міжшарового формулювання задачі [10]. 
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Автори статті вивчали багатошарові конструкції, а основною новизною роботи слід визнати ре-
зультати чисельного моделювання біфуркацій нелінійних вимушених коливань в області субгармонічних 
резонансів тришарових оболонок подвійної кривизни із стільниковим заповнювачем, виготовленим за 
допомогою адитивних технологій FDM. Для досягнення цієї мети побудовано нову математичну модель 
геометрично нелінійного динамічного деформування тришарових оболонок подвійної кривизни, яка за-
стосовує зсувну теорію високого порядку. Напружений стан кожного шару оболонки описується п'ятьма 
параметрами (трьома проєкціями переміщень і двома кутами повороту нормалі до серединної поверхні). 
За допомогою методу заданих форм вказана математична модель зводиться до системи нелінійних зви-
чайних диференціальних рівнянь. Біфуркації періодичних коливань отриманої динамічної системи дослі-
джуються чисельним методом, що є поєднанням методу продовження і методу пристрілювання. 

Постановка задачі та основні рівняння 
Об’єктом вивчення обрано тришарову оболонку 

подвійної кривизни (рис. 1). Верхній та нижній її шари ви-
готовлені з вуглепластику, а середній – стільниковий запов-
нювач, виготовлений за допомогою FDM технологій з ма-
теріалу ULTEM 9085. Верхній, середній і нижній шари обо-
лонки мають постійні товщини ht, hc, hb. Деформування 
конструкції розглядається у криволінійних координатах 
(x, y). Радіуси кривизн цих координатних ліній позначають-
ся через R1 і R2. Вісь z спрямована перпендикулярно до осей 
x, y (рис. 1). Використовуємо три поперечні координати 
zt, zc, zb, пов'язані з трьома серединними поверхнями шарів. 
Довжини двох викривлених сторін оболонки a і b (рис. 1). 
Основні геометричні параметри стільників (рис. 1) наступ-
ні: l1, l2, hc, ψ, де hc – товщина стільникового заповнювача. 

Оболонка здійснює вимушені коливання під впли-
вом періодичної зосередженої сили F0 cos(Ωt), величина 
якої така, що амплітуди коливань оболонки можна порів-
няти з її товщиною. Тому оболонка зазнає геометрично 
нелінійного деформування, що буде розглянуто нижче. 

 

 

Рис. 1. Ескіз тришарової оболонки та однієї 
комірки стільникового заповнювача 

Напружено-деформований стан конструкції описується проєкціями переміщень точок кожно-
го шару на координатні осі (x, y, z): u1
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(b). 
Верхній та нижній шари оболонки є ортотропними. Вони задовольняють закону Гука у такій 

формі: 
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(j) – елементи тензорів напружень і деформацій.  
Стільниковий заповнювач трансформується в еквівалентне ортотропне середовище за допо-

могою гомогенізації стільників [11]. У цій статті не розглядається розрахунок параметрів гомогенізо-
ваного середовища. Внаслідок такого моделювання розраховується матриця закону Гука 
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(c) – елементи тензора напружень і де-
формацій стільникового заповнювача. 



ДИНАМІКА ТА МІЦНІСТЬ МАШИН  

ISSN 2709-2984. Проблеми машинобудування. 2023. Т. 26. № 2 

Для опису стану оболонки, що деформується, скористаємося зсувною теорією високого порядку 
[12]. Переміщення точок верхніх і нижніх шарів оболонки у проєкціях на осі (x, y, z) представимо так: 
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де u(i), v(i), w(i) – проєкції переміщень точок серединних поверхонь шарів на координатні осі (x, y, zi); 
i=t, b; ϕ1

(i), ϕ2
(i) – кути повороту нормалі до серединної поверхні відповідного шару; φ1

(i), φ2
(i) – невідо-

мі функції, що підлягають визначенню.  
Поле переміщень гомогенізованого середнього шару представимо так: 

)(
1

3)(
1

2)(
1

1

)()(
1 1 c

c
c

c
c

c
ccc zzz

R

z
uu 








 ;   )(

2
3)(

2
2)(

2
2

)()(
2 1 c

c
c

c
c

c
ccc zzz

R

z
vu 








 ;  

 )(
2

2)(
1

)()(
3

c
c

c
c

cc wzwzwu  ,  (4) 

де u(c), v(c), w(c) – проєкції переміщень точок серединної поверхні гомогенізованого шару; ϕ1
(c), ϕ2

(c) – 
кути повороту нормалі до серединної поверхні; φ1

(c), φ2
(c), γ1

(c), γ2
(c) – невідомі функції, що підлягають 

визначенню. 
На верхніх і нижніх сторонах оболонки та на поверхнях між шарами виконуються наступні 

граничні умови й умови безперервності переміщень: 
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Використовуючи умови (5), знайдено невідомі параметри розкладів (3, 4): φ1
(t), φ2

(t), φ1
(c), φ2

(c), 
γ1

(c), w1
(c), w2

(c). 
Розглянемо защемлену через весь контур ∂D оболонку. Тоді граничні умови набувають такого 

вигляду: 
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Геометрично нелінійне деформування описується нелінійним зв'язком між деформаціями й пе-
реміщеннями. Загальний випадок таких співвідношень у криволінійних координатах представлений у 
монографії [13]. Ці співвідношення використовуються надалі. Розкладання переміщень (3, 4) введемо у 
ці нелінійні співвідношення. Отримаємо такі розкладання для елементів тензорів деформацій 
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Усі нелінійні доданки у співвідношеннях (7), що описують геометрично нелінійне деформу-
вання, зосереджені в доданках при нульовому степені zi. Ці доданки описують деформування сере-
динних поверхонь багатошарових оболонок. Усі інші доданки при ненульових степенях zi лінійно 
залежать від проєкцій переміщень. 

Потенційні енергії деформування двох лицьових шарів оболонки мають такий вигляд: 
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де ψ=x/R1; θ=y/R2; Vi – об’єм, який займає шар оболонки. 
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Тепер розглянемо потенційну енергію гомогенізованого шару, який відповідає закону Гука (2). 
Потенційну енергію представимо так: 
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Кінетичні енергії шарів конструкції Ti представимо так: 
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де ρi – щільність матеріалу i-го шару; 
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Рівняння вимушених нелінійних коливань 
Вимушені нелінійні коливання оболонки розкладаються за формами лінійних коливань. Тому 

перед аналізом нелінійної системи надзвичайно важливо дослідити лінійні коливання. Для цього ско-
ристаємося способом Релея-Рітца [14]. Лінійні коливання оболонки представимо так: 
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де ω – частота лінійних коливань; Ui(x, y), Vi(x, y), Wi(x, y), Xi(x, y), Yi(x, y) – функції, що підлягають розра-
хунку, які задовольняють граничним умовам (6). Ці функції представимо у вигляді наступних розкладів: 
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де ),...,,( )()(1211 g
b

g
b LbNtt AAAA   – вектор невідомих параметрів лінійних коливань, який представимо так: 

),...,,(
*21 NAAAA  ; Ux

(1)(x), Ux
(2)(x), … – базисні функції. 

Потенційну енергію всієї конструкції запишемо так: 

 bct UUUU  .  (13) 

Оскільки досліджуються лінійні коливання, то при розрахунку потенційної енергії нелінійні 
доданки щодо проєкцій переміщень у розкладанні (7) відкидаються. Кінетичну енергію композитної 
конструкції представимо так: 

 bct TTTT  .  (14) 

Для аналізу лінійних коливань застосовується метод Релея-Рітца. За його допомогою приходи-
мо до узагальненої проблеми власних значень, з якої встановлюються власні частоти і форми коливань. 
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Вимушені коливання конструкції збуджуються періодичною зосередженою силою, прикладе-
ною у точці з координатами x=x0; y=y0. Цю силу представимо так: 

 ),()cos( 000 yyxxtFF  ,  (15) 

де F0, Ω – амплітуда й частота збурювальної сили відповідно; δ(x–x0, y–y0) – дельта-функція. 
Нелінійні коливання розкладемо за формами власних коливань. Ці розкладання представимо так: 
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де Wi,j, Xi,j, Yi,j, Ui,j, Vi,j – власні форми коливань; i – номер шару; j – номер власної форми; 
q=(q1, …, qN*) – вектор узагальнених координат. 

Для отримання узагальнених сил запишемо роботу  
D

dxdywFA )1( . Узагальнена сила Oj, 

що відповідає узагальненій координаті qj; j=1, …, Nw, набуває наступного вигляду )cos( tHQ jj  , 

де ),( 00,10 yxWFH jj  .  

Розкладання (16) вводяться у кінетичну й потенційну енергії (8–10). Тоді кінетична енергія 
подається у вигляді квадратичної форми щодо узагальнених швидкостей ),...,(

*1 NqqTT   . Потен-

ційну енергію можна представити так: 
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NqqU  – квадратичні доданки до вектора узагальнених координат; ),...,(

*1
)3(

NqqU  – кубіч-

ні доданки до вектора узагальнених координат; ),...,(
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NqqU  – доданки четвертого степеня до век-

тора узагальнених координат.  
Кінетичну й потенційну енергії конструкції введемо до рівнянь Лагранжа. Тоді рівняння руху 

конструкції набувають наступного матричного вигляду: 
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де H=[H1, …, HNw, 0, 0, …]; ℜ1
(2)(q1, q2), ℜ2

(2)(q1, q2) – вектор-функції квадратичних поліномів щодо 
узагальнених координат; ℜ1

(3)(q1, q2), ℜ2
(3)(q1, q2) – вектор-функції кубічних поліномів.  

З огляду на те, що лицьові шари тришарової оболонки дуже тонкі, а щільність гомогенізованої 
моделі стільникового заповнювача надзвичайно мала, всі елементи матриць M12, M22, M21 близькі до нуля. 
У подальшому аналізі ці доданки приймаються нульовими. Тоді динамічну систему (18) представимо так: 
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Розглянемо друге матричне рівняння. На першому етапі відкинемо нелінійні доданки й запи-
шемо його рішення так: 

12 Rqq  ; 21
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Рішення (19) введемо до другого рівняння (18). Отримані співвідношення представимо так: 
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Рівняння (20) вводиться у перше матричне рівняння (18). У результаті отримаємо таку систе-
му диференціальних рівнянь: 
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де N1=dim(q1); mij – елементи матриці мас; K11
(Σ)={Kij} – матриця жорсткості, елементи якої знаходять-

ся з наступного матричного рівняння: 21
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(i) – коефіцієнти нелінійних 
доданків динамічної системи. 

Динамічну систему (22) представимо щодо безрозмірних змінних і параметрів 
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де ω1 – перша власна частота коливань конструкції.  
Динамічна система (22) щодо безрозмірних змінних і параметрів набуває наступного вигляду: 
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де }{M ijm .  

Чисельний аналіз нелінійних коливань 
Розглянемо чисельне моделювання нелінійних коли-

вань тришарового гіперболічного параболоїда (рис. 2). 
Геометричні параметри стільникового заповнювача такі: 

l1=6,1054 мм; l2=3,0527 мм; θ=60º; lc=10 мм; ch =0,4 мм,    (24) 

 

Рис. 2. Тришаровий гіперболічний 
параболоїд 

де ch  – товщина стінок стільників; lc – висота стільникового заповнювача. 
Стільниковий заповнювач замінюється гомогенізованим шаром з наступними механічними 

характеристиками:  
E11=2,91 МПа; E22=2,91 МПа; E33=215,1 МПа; ν12=0,972; ν23=0,0051; ν13=0,0042; 

 G12=1,118 МПа; G23=39,1 МПа; G13=39,1 МПа; ρc=253,189 кг/м3.   (25) 
Верхній та нижній шари виготовляються з вуглепластику, який задовольняє закону Гука. Ін-

женерні константи цього матеріалу такі: 
Ex=160×109 Па; Ey=6,8×109 Па; νxy=0,32; νyx=0,0136; 

 Gxy=800×109 Па; Gxz=Gyz=4×109 Па; ρt=ρb=1400 кг/м3.   (26) 
Геометричні параметри конструкції такі: a=0,22 м; b=0,33 м; R1=–R2=0,6 м; ht=hb=10-3 м; hc=10-2 м. 
Періодичні коливання та їх біфуркації досліджено за допомогою методу пристрілювання [15–18], 

який зводився до системи нелінійних алгебраїчних рівнянь щодо початкових умов періодичних коливань, 
яка розв’язується методом Ньютона. Для розрахунку матриць Якобі методу Ньютона виводяться спеціа-
льні системи диференціальних рівнянь, рішення яких є елементами матриць Якобі [19, 20]. Для розрахун-
ків частотних відгуків метод пристрілювання застосовується разом із методом продовження рішення за 
параметром [15–18]. 

Для оцінки стійкості й біфуркацій періодичних коливань розраховувалися мультиплікатори 
[15–18]. 

Будемо чисельно досліджувати періодичні коливання в області субгармонічних резонансів, 
що задовольняє умові: 
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 12 , 

де 1  – перша безрозмірна частота коливань конструкції; 0<ε<<1 – малий параметр; σ – розклад. 
Результати розрахунків нелінійних коливань наводяться на частотних відгуках (рис. 3–4). На 

рис. 3, а показано залежність другої гармоніки ряду Фур'є субгармонічних коливань ϑ2(τ1) від безроз-
мірної частоти збурювальної дії  . На рис. 4, a представлена така сама залежність для другої гармо-
ніки ряду Фур'є періодичних коливань ϑ1(τ1). Крива АС, зображена на рис. 3, a, описує гармонічні пе-
ріодичні коливання в області основного резонансу, що зазнають двох біфуркацій подвоєння періоду 
PD1 і PD2. Внаслідок цих біфуркацій народжуються субгармонічні рішення другого порядку, які опи-
суються суцільною лінією, що розташовується між біфуркаційними точками PD1 і SN1. Такі стійкі 
субгармонічні коливання зазнають сідло-вузлової біфуркації SN1, внаслідок якої ці коливання пере-
творюються на нестійкі. Такі нестійкі субгармонічні коливання описуються пунктирною лінією між 
точками SN1 і PD2. Крім того, вони влипають у гармонійні в біфуркаційній точці подвоєння періоду 
PD2, в якій нестійкі гармонійні коливання перетворюються на стійкі. Щойно описану динамічну по-
ведінку коливань можна простежити на рис. 3, а, де показується гармоніка Aϑ2

(2).  
Субгармонічні коливання, що народжуються в біфуркаційних точках подвоєння періоду, є 

полігармонічними. Перші гармоніки ряду Фур'є коливань ϑ1(τ1) і ϑ2(τ1) наводяться на рис. 3, б та 
рис. 4, б. Такі гармоніки виникають лише у субгармонічних коливань. Як випливає з рис. 3–4, перша 
гармоніка має значно більші амплітуди порівняно з другою. Як приклад на рис. 5 показано субгармо-

нічні коливання другого порядку )( 12  . 

   
а      б 

Рис. 3. Частотні відгуки гармонік ряду Фур’є коливань ϑ2(τ1): 
a – по осі ординат показано другу гармоніку ряду Фур’є Aϑ2

(2);  
б – по осі ординат показано першу гармоніку ряду Фур’є Aϑ2

(1) 

   
а      б 

Рис. 4. Частотні відгуки гармонік ряду Фур’є коливань ϑ1(τ1):  
a – по осі ординат показано другу гармоніку ряду Фур’є Aϑ1

(2); 
б – по осі ординат показано першу гармоніку ряду Фур’є Aϑ1

(1) 
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Висновки 
У ході дослідження виведено нову математичну мо-

дель нелінійних коливань тришарових оболонок подвійної 
кривизни. Стільникові заповнювачі виготовлені за допомогою 
адитивних технологій FDM. Доведено, що деформаційний 
стан оболонки описується зсувною теорією високого порядку, 
а динамічна поведінка кожного шару оболонки – п'ятьма ве-
личинами (трьома проєкціями переміщень і трьома кутами 
повороту нормалі до серединної поверхні). 

За допомогою методу заданих форм виведено систему 
нелінійних звичайних диференціальних рівнянь, що описує 
нелінійні коливання тришарової конструкції. З огляду на те,  

 
Рис. 5. Субгармонічні коливання  

другого порядку при частоті  
збурювальної дії  =2,187 

що верхній і нижній шари тонкі, а щільність стільникового заповнювача мала, частина елементів ма-
триці мас має елементи, близькі до нуля. Внаслідок цього частина узагальнених координат поводить-
ся квазістатично. Ці узагальнені координати виражаються через інші узагальнені координати, які 
описують високочастотні коливання. Такий підхід дозволяє скоротити розмірність динамічної систе-
ми, що описує нелінійні коливання. 

Для моделювання періодичних коливань чисельно досліджується одержана система неліній-
них звичайних диференціальних рівнянь за допомогою спеціально розробленого підходу, що включає 
поєднання методу продовження з методом пристрілювання. Завдяки цьому підходу отримано частот-
ні відгуки коливань й досліджено біфуркації періодичних коливань. 

Нелінійні коливання конструкції розкладаються за формами лінійних коливань. Тому аналіз 
лінійних коливань є важливим етапом дослідження нелінійної динаміки конструкції. Для досліджен-
ня лінійних коливань застосовувався метод Релея-Рітца.  

Виявлено коливання зі значними амплітудами в області субгармонічного резонансу, коли час-
тота збурювальної дії близька до подвоєної власної частоти коливань конструкції. Ці субгармонічні 
коливання виникають внаслідок біфуркацій подвоєння періоду гармонічних коливань. Такі субгар-
монічні коливання зазнають сідло-вузлової біфуркації і є полігармонічними з переважною першою 
гармонікою ряду Фур'є. Зазначимо, що біфуркація подвоєння періоду має одиничний характер і не 
призводить до нескінченної послідовності біфуркацій подвоєння періоду. 
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