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У статті представлено дослідження динаміки коливальної дисипативної систе-
ми двох пружно пов’язаних маятників у магнітному полі. Досліджено нелінійні 
нормальні моди коливань маятникової системи з урахуванням опору середовища, 
моменту демпфування, створеного пружним елементом. Розглянуто систему з 
двома ступенями свободи, в якій маси маятників суттєво розрізняються, що 
приводить до можливості появи локалізації коливань. У наступному дослідженні 
співвідношення мас обрано як малий параметр. Для наближених розрахунків маг-
нітних сил використовується апроксимація Паде, яка найбільше задовольняє 
експериментальним даним. Це наближення забезпечує дуже точний опис магні-
тного збудження. Наявність зовнішніх впливів у вигляді магнітних сил і різного 
типу навантажень, які існують в багатьох інженерних системах, значно ускла-
днює аналіз мод коливань нелінійних систем. Проведено дослідження нелінійних 
нормальних мод коливань у даній системі, причому одна з мод є пов’язаним ре-
жимом, а друга – локалізованою. Моди коливань побудовано методом багатьох 
масштабів. Вивчено як регулярну, так і складну поведінку при зміні параметрів 
системи. Вплив цих параметрів досліджено для малих і значних початкових ку-
тів нахилу маятника. Аналітичний розв’язок, який базується на методі Рунге-
Кутти четвертого порядку, порівняно з результатами чисельного моделювання. 
Початкові умови для розрахунку мод коливань визначалися аналітичним 
розв’язком. Чисельне моделювання, яке складається з побудови фазових діаграм, 
траєкторій у конфігураційному просторі й амплітудно-частотних характерис-
тик, дозволяє оцінити динаміку системи, що може бути як регулярною, так і 
складною. Стійкість режимів коливань досліджено за допомогою тестів чисе-
льного аналізу, які є реалізацією критерію стійкості Ляпунова. При цьому стій-
кість режимів коливань визначається шляхом оцінки ортогональних відхилень 
відповідних траєкторій режимів коливань у конфігураційному просторі. 

Ключові слова: пов'язані маятники, магнітні сили, нелінійні нормальні моди ко-
ливань, метод багатьох масштабів, стійкість. 

Вступ 
Моделі маятників часто використовуються у нелінійній динаміці. Одним із найважливіших 

етапів вивчення динаміки нелінійних систем із декількома незалежними змінними є дослідження не-
лінійних нормальних мод коливань (ННМ). Велике значення для інженерних застосувань має встано-
влення можливості локалізації коливань, що іноді шкодить нормальному функціонуванню машин й 
апаратів. Крім того, важливим і складним уявляється дослідження коливань систем, що знаходяться 
під впливом магнітних сил. 

В останніх публікаціях [1–3] проведено теоретичне й експериментальне дослідження динамі-
ки двох поєднаних маятників у магнітному полі. Крім того, ННМ коливань у такій системі без враху-
вання впливу дисипативних сил для випадку, коли маси цих з’єднаних маятників істотно розрізня-
ються, розглянуто в [4]. Зауважимо, що відтепер різні аспекти теорії ННМ та різноманітні випадки її 
застосування представлено в багатьох публікаціях. Основні елементи цієї теорії та посилання на пуб-
лікації можна знайти, зокрема, в оглядах [5, 6] і книзі [7]. Слід також відзначити, що проблема лока-
лізації коливань дуже важлива як для теорії, так і для інженерної практики, з огляду на це вона дослі-
джувалася в останні десятиліття в численних публікаціях, серед яких варто виокремити [8–10]. 

Спираючись на те, що присутня в системі суттєва нелінійність зумовлює необхідність для 
аналізу форм коливань застосовувати асимптотичні методи. Враховуючи сказане, використано метод 
багатьох масштабів, що може бути успішно застосований саме до дисипативних систем, а також чи-
сельне моделювання. Крім побудови мод коливань, досліджено їх стійкість, а також зроблено висно-
вки про вплив зміни параметрів системи на її динаміку. 

                                                      
Статтю ліцензовано на умовах Ліцензії Creative Commons «Attribution» («Атрибуція») 4.0 Міжнародна. 
 Ю. Е. Сурганова, Ю. В. Міхлін, 2023 
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Основна частина 
Досліджувана математична модель руху пов’язаних маятників 

представлена на рис. 1, де m1=μm2=μm, μ – відношення мас двох мая-
тників; ε – умовний малий параметр; ε=1; m – маса більшого маятни-

ка; 
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k
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Рис. 1. Система пов’язаних 
маятників 

в’язкого повітря; 
I

C
C e

e 
* , Ce – коефіцієнт демпфуючого моменту, створеного пружним елементом; 

sin*r  – момент повернення сили тяжіння; 
I

r
r * ; s – відстань між центром мас маятника і віссю 

обертання. Система описується системою диференційних рівнянь (1). 
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Відмітимо, що одиниці виміру параметрів такі: m вимірюється в кг, s – в м, r – в Н·м, I – в кг·м2, 
kl – в Н·м/рад, φ – в рад. (у дужках будуть також наведені їх значення в градусах, ε та γ – безрозмірні 
величини, а g=9,81 м/с2. У числових розрахунках початкові швидкості нульові: 0)0()0( 21   . 

З огляду на те, що досліджуємо поведінку 
системи, коли кути повороту маятників не дуже 
значні, використаємо розкладання синусів у ряд 
Маклорена. У розкладанні будемо застосовувати 
лише члени не вище третього порядку. 

Скористаємось Паде-апроксимацією магні-
тного впливу у формі (2). 
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де a0, a1, a2, b1, b2 – коефіцієнти моделі, отримані за 
допомогою методу найменших квадратів для того, 
щоб найкраще задовольнити експериментальні да-
ні [1–3]. Порівняння цієї апроксимації з експери-
ментальними даними представлено на рис. 2. 

 

Рис. 2. Експериментальні дані магнітного моменту 
у порівнянні з чисельно узгодженою моделлю 

Представимо розв’язок (1) у вигляді розкладання за малим параметром  

 )( 2
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де φ10, φ20 – розв’язок породжувальної лінійної системи; φ11, φ21 – розв’язок першого наближення за 
малим параметру ε. 

Використовується метод багатьох масштабів [10]. Відповідно до нього вводимо часові масш-
таби, а саме: 

 0T ; 1T ; t 0 ,  (4) 

де T0 – швидкий час; T1 – повільний час.  
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Виконуючи стандартні перетворення цього методу, отримаємо системи рівнянь (5) і (6), від-
повідні двом першим наближенням за малим параметром ε: 
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Розв’язком (5) є )cos()( 0112010  TTA , що відповідає синфазній пов'язаній формі коли-
вань. Магнітний момент, що діє на перший маятник, представлено рядом Фур’є згідно із співвідношен-

ням (7) (для магнітного впливу на другий маятник будемо використовувати коефіцієнти )6,0(, ihi ) 
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Щоб запобігти появі секулярних доданків у розв’язку системи рівнянь (6), виключаємо доданки, 
що містять функції )cos( 0 T  та )sin( 0 T  у правій частині цих рівнянь, і в результаті отримуємо рі-
вняння (8) та (9) 
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де A3 – довільна константа, що визначається початковим відхиленням маятника. Порівняння аналітич-
ного розв’язку з чисельним, застосованим до базової системи (1) з використанням методу Рунге–Кутти 
4–го порядку, проведено для початкових значень змінних, які встановлюються з аналітичного рішення. 
Таке порівняння показує хорошу точність аналітичної апроксимації при достатньо малих значеннях 
параметра μ, і для таких значень початкових кутів маятників, які не перевищують приблизно 60º. 

Для дослідження впливу параметрів і початкових умов системи на стійкість синфазної моди 
зафіксуємо параметри таким чином: γ=0,1; kl=1; m=1; s=1,5; C1=3,1×10-5; C2=7,2×10-5; Ce=13,736×10-5, а 
параметр A3, що відповідає за початковий кут нахилу маятника, задамо як масив елементів, розташова-
них через рівні інтервали в діапазоні від -2 до 2. Крім того, змінюватимемо значення коефіцієнта від-
ношення мас двох маятників в інтервалі від 0,01 до 0,25. Кількість елементів у заданих масивах стано-
вить 50 і 25 відповідно. Спираючись на це, проведено дослідження зростання кількості нестійких вузлів 
відносно тривалості часу моделювання поведінки системи із вказаними параметрами. Аналіз показав, 
що кількість нестійких вузлів припиняє зростати після тривалості симуляції системи у 1000 секунд. Як 
при тривалості імітації у 1000 секунд, так і у 6000 секунд кількість унікальних значень кутів не переви-
щує 28. Тому, вивчаючи стійкість моделі, обмежимося часом моделювання у 1000 секунд.  
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Проаналізуємо стійкість пов’язаної моди коливань залежно від параметрів A3, μ шляхом чисе-
льної реалізації критерію стійкості за Ляпуновим, який було запропоновано й описано в роботі [11]. 
Стійкість моди коливань визначається ортогональними відхиленнями від її траєкторії в конфігурацій-
ному просторі, а початкові умови для відхилень від траєкторії – через початкові значення кутів двох 
маятників на формі коливань як )0(01,1)0(~

2,12,1  . Після цього розраховуються вказані відхилення 

при зміні часу. Нестійкість моди коливань фіксуємо, коли відхилення за модулем )(~
2,1 t  перевищують 

значення )0(2,1 . Як показано в [11], значення ρ можуть бути обрані в достатньо широкому діапазоні  

чисел, що перевищують 1. У даній роботі прийнято 
ρ=1,1. Беручи до уваги те, що ми досліджуємо стій-
кість мод коливань залежно від значень параметрів 
A3, μ , то на відповідній площині обираємо сітку 
значень у прямокутнику A3[-2, 2], μ[0,01, 0,25] 
Результати розрахунків представлені на рис. 3, де 
виділено області нестійкості. 

Розглянемо приклади стійких і нестійких ву-
злів сітки з рис. 3. Візьмемо φ1(0)=30,14º, 
φ2(0)=30,454º і відповідні значення μ={0,01, 0,1}. Ре-
зультат такого моделювання представлено на рис. 4. 

 

Рис. 3. Області нестійкості пов’язаної моди  
на площині параметрів φ1(0) і μ  

залежно від часу моделювання системи  

Результати розрахунків демонструють, що пов’язана мода є нестійкою при малих значеннях 
параметру μ, якщо початкові значення кутів малі. Це випливає з того, що при малих початкових кутах 
вплив магнітних сил суттєво перевищує вплив пружних сил у системі. Іншими словами, збільшення 
величини коефіцієнта пропорційності мас призводить до зменшення блукання траєкторій у конфігу-
раційному просторі поблизу моди. 

Наступним етапом дослідимо вплив відстані від центра мас маятників до осі обертання на 
стійкість моди. Для цього зазначимо, що параметр s[0,1, 4]. Розглянемо 25 рівновіддалених точок із 
заданого діапазону. Результат представимо на рис. 5. 

На рис. 5 у легенді зазначено значення μ. Також розглянемо тривимірний рис. 6, який зобра-
жує області нестійкості досліджуваної моди коливань у просторі параметрів φ2(0), μ, s. 

Синфазна мода помітніше виражена при більшій відстані між центром мас і віссю обертання 
при немалому початковому відхиленні маятників, оскільки вплив магнітного моменту менший. Цей 
режим спостерігається при збільшенні як відстані, так і маси меншого маятника. Проте при суттєво-
му зростанні коефіцієнта відношення маятників виникають області нестійкості і при значних відста-
нях, як бачимо на рис. 6 та 7. Наведемо приклад нестійкості на рис. 8 і 9 відповідно. 

На рис. 7 φ1(0)= –52,8515º; φ2(0)= –52,88º, s=2,2125; μ=0,25. При цьому на рис. 7 можна побачи-
ти виникнення биття, що є результатом додавання власних і вимушених коливань поблизу резонансу, 
при однакових початкових енергіях. Амплітуда коливань змінюється від мінімального значення рів-
ної різниці вихідних амплітуд до максимального, що дорівнює сумі амплітуд початкових коливань, і 
знову ж таки до мінімального значення. Період биття – час повторення даного процесу. 

Вивчимо вплив коефіцієнта зв’язку kl[0,01, 1]. Із вказаного діапазону було розглянуто 25 рі-
вновіддалених точок. Побудуємо області нестійкості у просторі параметрів φ2(0), μ, kl на рис. 8. 

На рис. 9 продемонструємо декілька прикладів області нестійкості на площині при різних 
значеннях параметрів φ2(0) та μ і при фіксованих значеннях kl (значення подані у легенді до діаграми). 

Залишилося дослідити вплив коефіцієнтів дисипації на стійкість пов’язаної форми коливань. 
Надамо значення усіх коефіцієнтів тертя з діапазону C1, 2, e[10-7, 10-1] (було розглянуто 25 точок із 
вказаного інтервалу). Виводити області нестійкості будемо на площині параметрів φ2(0), μ й у просто-
рі параметрів φ2(0), μ, C1, 2, e. Результати представимо на рис. 10–11. 

Рис. 10 зображує зменшення кількості нестійких вузлів при зростанні величин C1, 2, e. 
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Рис. 4. Спектри для пов’язаної моди коливань 

 

Рис. 5. Області нестійкості синфазної моди  
на площині параметрів φ2(0) і s залежно від часу 

моделювання систем 

 
Рис. 6. Області нестійкості синфазної моди  

у просторі параметрів φ2(0), μ і s залежно від часу 
моделювання системи 
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Рис. 7. Спектри для пов’язаної моди коливань 

 

Рис. 8. Області нестійкості синфазної моди  
у просторі параметрів φ2(0), μ і kl залежно від часу  

моделювання системи 

 

Рис. 9. Області нестійкості синфазної моди  
на площині параметрів φ2(0) і μ залежно від часу 

моделювання системи 

 

Рис. 10. Області нестійкості синфазної моди  
на площині параметрів φ2(0) і μ, залежно від часу 

моделювання системи 

 

Рис. 11. Області нестійкості синфазної моди  
у просторі параметрів φ2(0), μ і C1, 2, e. залежно від 

часу моделювання системи  

Проведемо тепер дослідження локалізованої моди коливань. Вона може бути аналітично пред-

ставлена після введення перетворення часу t . Тоді система (1) набуває вигляду (10) 
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Аналогічно, як і у випадку синфазної моди, введемо відповідно до методу багатьох масштабів 
швидкі й повільні часові масштаби, розкладемо функції, що знаходимо, за малим параметром ε, подібно 
формулам (3) і (4). Запишемо дві системи, що відповідають двом наближенням за малим параметром: 
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При дослідженні впливу параметрів A3, який визначається початковими кутами маятників, і μ 
на локалізований режим ми прийшли до таких саме висновків, як і при вивченні синфазної моди. Зі 
збільшенням величини коефіцієнта пропорційності мас маятників блукання поблизу режиму змен-
шуються і локалізована мода стає більш визначеною. Зрозуміло, що при малих початкових кутах ло-
калізованого режиму не існує, оскільки вплив магнітного моменту дуже значний.  

Висновки 
Стійка синфазна (пов’язана) мода коливань існує не на всьому діапазоні початкових умов. Вона 

є нестійкою при малих початкових значеннях кутів відхилення маятників, якщо маси маятників суттєво 
розрізняються. Збільшення коефіцієнта пропорційності мас маятників призводить до зменшення блу-
кання траєкторій поблизу моди. Синфазна мода більш виражена при більшій відстані між центром мас і 
віссю обертання, оскільки вплив магнітного моменту менший. Цей режим спостерігається при зростан-
ні як маси меншого маятника, так і відстані. У більшості розглянутих випадків при великих значеннях 
відстані від осі обертання до центра мас маятника і коефіцієнта співвідношення мас збільшення зна-
чення коефіцієнта зв'язку призводить до стабілізації синфазної моди і зменшення блукань траєкторій 
поблизу такої моди. Збільшення дисипації не завжди стягує траєкторії до моди коливань. 

Як і синфазна мода, локалізована існує не на всьому діапазоні початкових відхилень маятни-
ків. Зі збільшенням величини коефіцієнта пропорційності мас маятників блукання поблизу режиму 
зменшуються і мода стає більш визначеною. З’ясувалося, як і для пов’язаної моди, що локалізація 
проявляється при зростанні зв’язку та відстані між центром мас і віссю обертання маятників або при 
збільшенні як зв’язку, так і коефіцієнта пропорційності мас маятників. Чималі коефіцієнти пропор-
ційності мас разом зі великими значеннями зв’язку і відстані при збільшенні коефіцієнтів тертя зме-
ншують блукання траєкторій поблизу локалізованої моди, або стягують траєкторії до цього режиму. 
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