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Розроблено новий чисельно-аналітичний метод розв’язування фізич-
но нелінійних задач деформування осесиметрично навантажених 
циліндрів із матеріалів, що неоднаково опираються розтягу і стис-
ку. Для лінеаризації задачі використано метод неперервного продо-
вження за параметром. Для варіаційної постановки лінеаризованої 
задачі побудовано функціонал у формі Лагранжа, заданий на кіне-
матично можливих швидкостях переміщень. Для знаходження осно-
вних невідомих задачі фізично нелінійного деформування циліндра 
сформульовано задачу Коші для системи звичайних диференціальних 
рівнянь. Задачу Коші розв’язано методом Рунґе-Кутта-Мерсона з 
автоматичним вибором кроку. Початкові умови встановлювалися 
шляхом розв'язання задачі лінійно-пружного деформування. Праві 
частини диференціальних рівнянь при фіксованих значеннях параме-
тра навантаження, що відповідають схемі Рунґе-Кутта-Мерсона, 
знайдено із розв’язку варіаційної задачі для функціонала у формі Ла-
гранжа. Варіаційні задачі розв’язано методом Рітца. Розв’язано 
тестову задачу для нелінійно-пружного деформування тонкої цилін-
дричної оболонки. Отримано збіг просторового розв’язку з оболон-
ковим. Досліджено фізично нелінійне деформування товстостінного 
циліндра. Показано, що неврахування різної поведінки матеріалу за 
розтягу і стиску призводить до значних похибок у результатах роз-
рахунку параметрів напружено-деформованого стану. 

Ключові слова: товстостінний циліндр, різноопірність розтягу і 
стиску, фізично нелінійне деформування, метод неперервного про-
довження за параметром. 

Вступ 
Осесиметрично навантажені циліндри широко використовуються в сучасній техніці, наприклад, 

як судини під тиском (гідравлічні балони, стовбури гармат, патрубки, котли, паливні баки), корпуси 
акумуляторів, балони для авіаційно-космічної промисловості, трубопроводів ядерних реакторів тощо.  

Для багатьох матеріалів (легкі сплави, суперсплави, сірий чавун, полімери, композити та ін.) ха-
рактерна неоднакова опірність розтягу і стиску за межами лінійної пружності [1–3]. Задача деформування 
тіл із таких матеріалів стає фізично нелінійною. Однак при дослідженні фізично нелінійного деформуван-
ня циліндрів вчені стикаються з певними математичними труднощами, пов’язаними з моделюванням не-
лінійної поведінки матеріалу, розробкою методів лінеаризації та розв’язання нелінійних крайових задач.  

Вивченню фізично нелінійного деформування (нелінійно-пружні, пружно-пластичні задачі, за-
дачі повзучості) циліндрів і циліндричних оболонок присвячені, наприклад, роботи [4–19]. Лише одини-
чні публікації [11–19] досліджують нелінійне деформування циліндрів й оболонок із матеріалів, що не-
однаково опираються розтягу і стиску. Так, у роботі [11] розв’язок задачі нелінійно-пружного згину ци-
ліндричної оболонки із матеріалу, що неоднаково опирається розтягу і стиску, отримано шляхом інтег-
рування задачі Коші методом Рунге-Кутта-Мерсона з одночасним п’ятикратним розв’язанням на кож-
ному кроці крайових задач для вихідних рівнянь методом дискретної ортогоналізації. У монографії 
[12, Ч.1] задачі пружно-пластичного й нелінійно-пружного деформування товстостінних циліндрів зво-
дилися до розв’язання початково-крайових задач. Для інтегрування рівнянь рівноваги використовували-
ся методи дискретної ортогоналізації С. К. Годунова і руху по навантаженню в поєднанні з ітераційним 
уточненням розв’язку. У статті [13] виконано порівняльний аналіз просторового й оболонкового 
розв’язків осесиметричної задачі повзучості й пошкоджуваності циліндра, що знаходиться під дією зов-
нішнього тиску. Як у просторовій, так і в оболонковій постановці задача зводилася до початково-
крайової задачі. Інтегрування за часом виконувалося методом Рунге-Кутта-Мерсона, а крайові задачі на 
кожному кроці розв’язувалися методом R-функцій і методом дискретної ортогоналізації С. К. Годунова. 
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Теорія і методи розрахунку нелінійного деформування циліндрів із нетрадиційних матеріалів 
у даний час розвиваються. Метою роботи є розробка чисельно-аналітичного методу розв’язування 
задач фізично нелінійного деформування циліндрів із матеріалів, які неоднаково опираються розтягу 
і стиску, що базується на використанні методів неперервного продовження за параметром, Рітца і Ру-
нге-Кутта-Мерсона. 

Постановка задачі і метод розв’язування 
Розглянемо осесиметрично навантажений ізотропний порожнистий циліндр скінченної дов-

жини у циліндричній системі координат Orφz. Вісь Oz співпадає з віссю симетрії. 
Для постановки й лінеаризації задачі фізично нелінійного деформування циліндрів викорис-

товуватимемо метод неперервного продовження розв’язку за параметром [20]. Введемо до розгляду 
параметр   ttt ,0 , який пов’язаний із зовнішнім навантаженням, що діє на циліндр. У даному випа-

дку t0 – значення параметра, при якому задача деформування є лінійною, а t* відповідає заданому рів-
ню навантаження. Позначимо крапкою над символом похідну за параметром t. Далі по тексту статті 
похідні за параметром t називатимемо швидкостями. 

Приймемо, що компоненти kl  тензора швидкостей деформацій складаються з швидкостей 

лінійних kle , що підпорядковуються закону Гука, і нелінійних kl  складових, тобто 

 rrrrrr e   ,   zzzzzz e   ,     pe  ,   rzrzrz e   . (1) 

Продиференціювавши за параметром навантаження t залежності Коші в циліндричних коор-
динатах [21], отримаємо зв’язок між швидкостями деформацій і швидкостями переміщень 

 rrrr u ,  ,   rur /   ,   zzzz u ,  ,   rzzrrzrz uu ,,2   , (2) 

де zr uu  ,  – швидкості переміщень вздовж осей Or та Oz.  
Аналогічно, продиференціювавши за t закон Гука [21] і врахувавши (1), отримаємо зв'язок 

між швидкостями напружень і швидкостями деформацій  
   rrrrzzzzrr    1 , 
   zzzzrrrrzz    1 , 
      1zzrrzzrr , 

  rzrzrz G   2 , (3) 

де    G
E

2,
121 1 




 ; E, G, ν – модуль Юнга, модуль зсуву і коефіцієнт Пуассона матеріалу. 

Для опису нелінійної поведінки матеріалу скористаємося тензорно-лінійними визначальними 
співвідношеннями, що описують неоднакову поведінку матеріалу за розтягу і стиску [22] 
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де 12 eee   – еквівалентне напруження; 11 BIe  , 2
2
12 CIAIe  ; ijijI 1 , ijijI 2  – лі-

нійний та квадратичний інваріанти тензора напружень; A, B, C – параметри матеріалу, які визнача-
ються із експериментальних даних. 

Якщо досліджується пружно-пластичне деформування, то співвідношення (4) повинні допов-
нюватися умовою пластичності. 

Розглянемо методику визначення параметрів матеріалу A, B, C у співвідношеннях (4). Для 
цього необхідно мати експериментальні дані для зразків матеріалу, наприклад, при одновісному на-
пруженому стані й при чистому крученні.  

Припустимо, що в результаті експериментів на одновісний розтяг (σ11>0) встановлено, що у 
напрямку прикладеного навантаження 

 nK 1111   , (5) 
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а на одновісний стиск (σ11<0) 

 
n

K 1111   . (6) 

Аналогічно для чистого кручення (σ12≠0)  

 nK 120122  , (7) 

де nÊKK ,,, 0  – константи матеріалу.  
У випадку простого навантаження рівняння (4) можуть бути проінтегровані й записані у вигляді 

 
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Із співвідношень (8) для одновісного розтягу будемо мати 

   1
1111




nn BCA . (9) 
У випадку стиску 

   1
1111




nn
BCA . (10) 

Для чистого кручення буде справедлива рівність 

   1
1212 22




nn C . (11) 

Далі, зіставивши попарно (5) і (9), (6) та (10), (7) і (11), отримаємо наступну систему рівнянь 
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з якої нескладно знайти параметри матеріалу 
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Для варіаційної постановки задачі використовуватимемо функціонал у формі Лагранжа, зада-
ний на кінематично можливих швидкостях переміщень, який для тіла обертання, має вигляд [12] 

        




 
2

0

5.0,  zzzzzzrrrrrrzr uu  

     




 
p

dduPuPddzdrr nnrzrzrz

2

0

002  , (12) 

де ∂Ωp – частина межі ∂Ω, до якої прикладені поверхневі навантаження; Pn
0, Pτ

0 – нормальна й дотич-
на складові зовнішніх навантажень; n, τ – зовнішня нормаль і дотична до контуру ∂Ωp; 

zzrrn nunuu   , zrrz nunuu   ; zr nn ,  – напрямні косинуси нормалі n.  

У формулі (12) швидкості нелінійних складових rzzzrr    ,,,  вважаються заданими для 

кожного фіксованого значення параметра t і не варіюються. 
Підставивши (2), (3) у (12) і проінтегрувавши по кутовій координаті, отримаємо наступний 

функціонал: 
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де    
zzrr
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«фіктивні» сили, обумовлені нелінійними складовими деформації.  
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Розв’язок варіаційного рівняння δΛ=0 дає розподіл полів швидкостей переміщень, для фіксо-
ваних значень параметра t>t0, у будь-якій точці циліндра. Основні невідомі задачі нелінійного дефор-
мування можуть бути знайдені шляхом інтегрування відповідних полів швидкостей із розв’язання 
задачі Коші за параметром t для системи звичайних диференціальних рівнянь виду 

r
r u
td

ud
 ,   z

z u
td

ud
 , 

rr
rr u
td

d
,


,   zz

zz u
td

d
,


,   

r

u

td

d r
 ,   rzzr

rzrz uu
td

d

td

d
,,2  





, 

    


 zzzzrrrr
rr

d

d
1t

, 

    


 rrrrzzzz
zz

td

d
1 , 

   zzrrzzrrtd

d





 1 , 

 rzrz
rz G
td

d



 2 , 

 rr
rr

td

d



 ,   zz

zz

td

pd
  ,   

  
td

pd
,   rz

rz

dt

dp
  . (14) 

Нелінійність системи (14) зумовлена нелінійністю визначальних співвідношень (4). Початкові 
умови для шуканих функцій знаходяться із розв’язку задачі лінійно-пружного деформування. Для 
цього можна використати функціонал виду (13), в якому замінити швидкості функцій самими функ-

ціями і прийняти, що «фіктивні» сили 0 
f

rz
ff

z
f

r NNNN  . 

Початкову задачу для системи рівнянь (14) розв’язуватимемо методом Рунґе-Кутта-Мерсона з 
автоматичним вибором кроку [23]. Для обчислення правих частини рівнянь (14) при фіксованих зна-
ченнях t>t0, що відповідають схемі Рунґе-Кутта-Мерсона, необхідно п’ять разів розв’язувати варіа-
ційні задачі для функціонала (13) на кожному кроці. Варіаційні задачі розв’язувалися методом Рітца.  

Числові результати 
Як тестовий приклад розглянемо нелінійно-пружне деформування тонкої циліндричної обо-

лонки із сірого чавуна  СЧ 15-32, яка навантажена внутрішнім тиском інтенсивністю Pinn=4 МПа. 
Оболонка жорстко закріплена на одному краю і вільна від закріплення та зусиль на іншому. Геомет-
ричні розміри є такими: довжина l=0,2 м, радіус внутрішньої поверхні r1=0,195 м, радіус зовнішньої 
поверхні r2=0,205 м. 

Для сірого чавуну експериментально встановлена рівність модулів пружності за розтягу і сти-
ску на початкових лінійних ділянках діаграм деформування. При більшому навантаженні проявляєть-
ся нелінійний характер деформування, за якого діаграми деформування за розтягу і стиску суттєво 
відрізняються [1]. 

Модуль Юнга і коефіцієнт Пуассона матеріалу: E=1,07×105 МПа, ν=0,22. Константи матеріалу 
для нелінійних складових деформацій [12, Ч.1] : K+=1,53×10-12,4 МПа-n, K–=8,1×10-14,4 МПа-n, 
K0=9,07×10-12,4 МПа-n, n=4,4. 

Для навантаження приймемо лінійний закон 
   21 tPPtPinn  , (15) 

де   tt ,0 . 
Помістимо початок координат на закріпленому краї. Тоді кінематичні граничні умови мати-

муть вигляд 
 0 zr uu   для z=0. (16) 

Послідовності координатних функцій, що задовольняють умови (16), можуть бути записані так: 

1 zur , 2 zuz , 
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які на кожному кроці знаходяться методом Рітца; t – деяке фіксоване значення параметра наванта-

ження;   1
nf ,   2

nf  – системи лінійно незалежних функцій. В цій роботі як   1
nf ,   2

nf  використо-
вувалися бікубічні сплайни Шенберга. Системи сплайнів будувалися на регулярній сітці Nr×Nz, де 
Nr, Nz – кількість відрізків дискретизації уздовж осей Or та Oz, відповідно.  

Швидкості еквівалентних напружень e  у визначальних співвідношеннях, на кожному кроці 
по t, приймалися сталими і підраховувалися по значеннях напружень і швидкостях напружень на попе-
редньому кроці. 

На рис. 1, 2 представлені графіки зміни вздовж осі Oz радіальних w=ur(r0, z) й осьових 

uz0=uz(r0, z) переміщень серединної поверхні  оболонки 
2

12
0

rr
rr


 . 

Штриховими лініями показано результати, отримані у рамках теорії оболонок [11], з викорис-
танням співвідношень (4), а суцільними – за допомогою розробленого у статті методу. При його ви-
користанні для навантаження у формулі (15) приймали: P1=0,02 МПа, P2=10-1 МПа, а початковий 
крок і задана похибка обчислень у методі Рунґе-Кутта-Мерсона дорівнювали: Δt0=10-2, ε=10-5. 

Із рис. 1, 2 видно, що результати розрахунку переміщень оболонки, отримані по оболонковій і 
просторовій моделях, майже повністю співпали. 

 
Рис. 1. Радіальні переміщення вздовж осі оболонки 

 
Рис. 2. Осьові переміщення вздовж осі оболонки 

Далі розглянемо нелінійне деформування товстостінного порожнистого циліндра із матеріалу 
СЧ 15-32, навантаженого внутрішнім тиском Pinn=22,0 МПа. Геометричні розміри: l=0,2 м, r1=0,18 м, 
r2=0,22 м. 

Торці циліндра вільні від навантаження і закріплені таким чином, що радіальні переміщення 
дорівнюють нулю. Початок координат помістимо в центрі циліндра. Тоді кінематична гранична умова 
запишеться так 
 0ru  для 2lz  . (17) 

У цьому випадку послідовності координатних функцій мають вигляд  

    1
222  zlur ,   2 zuz . (18) 

У формулах (18) другий вираз не пов’язаний із задоволенням граничних умов, а забезпечує 
лише виконання умов симетрії для осьових переміщень.  

На рис. 3 представлені графіки зміни вздовж осі циліндра радіальних переміщень серединної 
поверхні, а на рис. 4 – графіки розподілу осьових напружень σzz=σzz(r1, z) на внутрішній поверхні цилін-
дра. Суцільними лініями показано результати, отримані на основі визначальних співвідношень (4), а 
штриховими – на основі спрощеної моделі, побудованої тільки на експериментальних даних, отрима-
них при одновісному розтягу [12]. 

Для навантаження у формулі (15) приймали: P1=1,0 МПа, P2=0,1 МПа, а початковий крок і за-
дана похибка обчислень у методі Рунґе-Кутта-Мерсона дорівнювали: Δt0=10-2, ε=10-5. 
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Із наведених на рис. 3, 4 графіків видно, що неврахування різної поведінки матеріалу за розтягу 
і стиску призводить до значних похибок при визначенні компонентів напружено-деформованого стану. 

Системи сплайнів в обох розв’язаних задачах будувалися на регулярній сітці розмірності 
Nr×Nz=5×10. При цьому загальна кількість координатних функцій дорівнювала 208. 

 
Рис. 3. Радіальні переміщення вздовж осі циліндра 

 
Рис. 4. Осьові напруження вздовж осі циліндра 

Висновки 
Розроблено чисельно-аналітичний метод розв’язування задач фізично нелінійного деформу-

вання циліндрів із матеріалів, що неоднаково опираються розтягу і стиску. Метод базується на спіль-
ному використанні методів неперервного продовження за параметром, Рітца та Рунге-Кутта-Мерсона. 
Розв’язано тестову задачу деформування циліндричної оболонки, отримано збіг з оболонковим 
розв’язком. Виконано розрахунок нелінійно-пружного деформування товстостінного порожнистого 
циліндра під дією внутрішнього тиску. Показано, що неврахування різної поведінки матеріалу за роз-
тягу і стиску призводить до значних похибок у результатах розрахунку параметрів НДС. 
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