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Розглянуто пружне ізотропне тіло у стані плоскої деформації, яке містить 
систему довільно розміщених тріщин під дією динамічного (гармонічного) на-
вантаження. Автори поставили задачу – визначити поле напружень в околі 
тріщин в умовах їх хвильової взаємодії. Метод розв’язання ґрунтується на по-
данні переміщень у тілі у вигляді суперпозиції розривних розв’язків рівнянь руху, 
побудованих для кожної тріщини. З огляду на це вихідна задача приводиться до 
системи сингулярних інтегро-диференціальних рівнянь відносно невідомих 
стрибків переміщень на поверхнях тріщин. Для розв’язання цієї системи запро-
поновано новий ітераційний метод, який передбачає розв’язання на кожній 
ітерації сукупності незалежних інтегро-диференціальних рівнянь, що відрізня-
ються тільки правими частинами. За нульове наближення обираються 
розв’язки, які відповідають окремим поодиноким тріщинам під дією динамічно-
го навантаження. Такий новий підхід дозволяє уникнути труднощів, пов’язаних 
з необхідністю розв’язання систем інтегро-диференціальних рівнянь великої 
розмірності, що виникають при застосуванні традиційних методів. За резуль-
татами ітерацій отримані формули для розрахунку коефіцієнтів інтенсивно-
сті напружень для кожної тріщини. У частинному випадку чотирьох тріщин 
встановлено добре узгодження результатів, отриманих при безпосередньому 
розв’язанні системи восьми інтегро-диференціальних рівнянь методом механі-
чних квадратур, і результатів, отриманих ітераційним методом. У цілому 
числові приклади демонструють збіжність і стійкість запропонованого мето-
ду у випадку систем досить великої кількості щільно розташованих тріщин. 
Досліджено вплив взаємодії між тріщинами на значення коефіцієнта інтенси-
вності напружень (КІН) в умовах динамічного навантаження. Важливим для 
механіки руйнування і новим результатом є виявлення абсолютного максимуму 
КІН нормальних напружень при деяких частотах осцилюючого нормального 
навантаження. На значення частот, за яких КІН сягають максимуму, і на ма-
ксимальні значення впливають кількість взаємодіючих тріщин і конфігурація 
самої системи тріщин. Ці максимальні значення суттєво (у кілька разів) пере-
вищують значення КІН поодиноких тріщин при аналогічному навантаженні. У 
той саме час в умовах статичного або низькочастотного навантаження мо-
жливе зменшення значень КІН порівняно з КІН для окремих тріщин. При зсув-
ному навантаженні тріщин значення КІН дотичних напружень мають тенде-
нцію до спадання при зростанні частоти, а їх значення несуттєво відрізня-
ються від КІН для окремої тріщини. 

Ключові слова: динамічне навантаження, тріщини, коефіцієнти інтенсивнос-
ті напружень, метод ітерацій. 

Вступ 
У механіці руйнування важливою характеристикою сингулярності поля напружень в околі 

тріщин, яка також визначає початок руйнування, є коефіцієнти інтенсивності напружень [1]. Їх ви-
значення вимагає розв’язання відповідних крайових задач для рівнянь теорії пружності, особливо 
складних при наявності систем тріщин в умовах динамічного навантаження їх поверхонь. Актуаль-
ність розв’язання динамічних задач теорії пружності для тіл з тріщинами пояснюється ефектами, ви-
кликаними відбиттям хвиль, згенерованих динамічним навантаженням, від поверхонь тріщин. Відби-
ті хвилі впливають на розподіл напружень в околі тріщин, що, у свою чергу, часто приводить до того, 
що динамічні коефіцієнти інтенсивності напружень (КІН) можуть значно перевищувати свої статичні 
аналоги. Таке перевищення спостерігається навіть у випадку однієї тріщини [2–5]. Ситуація ще біль-
ше ускладнюється при наявності в тілі системи взаємодіючих тріщин.  
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На сьогодні наявність потужної обчислювальної техніки і спеціальних програмних продуктів, 
таких як AHSYS, ABAQUS, NASGROW, AFCROSS, сприяє широкому застосуванню прямих числових 
методів розв’язання динамічних і статичних проблем механіки тріщин [6–9]. Перевагою цих методів є 
їх універсальність, що дозволяє розглядати без спрощень тіла і тріщини довільної форми. Проте, як 
можна побачити з наведених робіт, використання цих методів вимагає суттєвого згущення сітки або 
розбиття на скінченні елементи. Особливо це стосується вершин тріщин, де спостерігається сингуляр-
ність напружень. У випадку системи досить щільно розміщених тріщин таке згущення має здійснюва-
тися для кожної тріщини й охоплювати досить значну область. Це, безумовно, створює суттєві труд-
нощі при застосуванні методів скінченних елементів і скінченних різниць, на які вказують автори ро-
біт [6–9]. Тому числові результати, як правило, у них наведено для однієї або двох тріщин. 

Ефективним і поширеним методом визначення полів напружень у тілах з тріщинами є метод 
граничних інтегральних рівнянь і його дискретний аналог –метод граничних елементів [3, 10–15]. Проте 
застосування цього методу при наявності у тілі системи тріщин приводить до розв’язання систем сингу-
лярних інтегральних або інтегро-диференціальних рівнянь, кількість яких пропорційна кількості тріщин. 
У зв’язку з цим у перших роботах досліджувалась взаємодія динамічно навантажених паралельних трі-
щин [16–20]. Уникнути труднощів, пов’язаних із числовим розв’язанням систем сингулярних інтеграль-
них або інтегро-диференціальних рівнянь великого розміру вдається при розгляданні періодичних сис-
тем тріщин [21–23]. Визначення КІН у випадку довільно розміщених двох тріщин в умовах динамічного 
навантаження здійснено у [24–26]. Що стосується розв’язку двовимірних задач для тіл з довільними сис-
темами динамічно навантажених тріщин, то слід вказати роботи [2, 11, 27–29]. В усіх цих статтях вихідні 
задачі зведено до систем інтегральних або інтегро-диференціальних рівнянь. Проте при тому, що 
розв’язання здійснено за загальної постановки, числові результати наведено у випадку декількох, часті-
ше всього двох, тріщин. З огляду на це набуває актуальності розроблення методу визначення динамічних 
КІН у випадку систем з великою кількістю тріщин, який не вимагав би розв’язання систем інтегральних 
рівнянь великого розміру. У [30] для визначення КІН при дії зсувними SH-хвилями на довільну систему 
тріщин до розв’язання системи відповідних інтегро-диференціальних рівнянь запропоновано ітерацій-
ний метод. При використанні такого методу на кожній ітерації розв’язуються сукупності рівнянь для 
окремих тріщин. У даній роботі вказаний метод поширюється на випадок системи тріщин, поверхні яких 
знаходяться під дією гармонічних нормальних або зсувних навантажень. 

Постановка задачі 
Розглядається ізотропний пружний простір, що знаходиться у 

стані плоскої деформації й містить N наскрізних тріщин. Ці тріщини в 
площині xOy (рис. 1) розміщуються на відрізках (-dk, dk), які не перетина-
ються і мають центри в точках Ok(ak, bk), k=1, 2, …, N. До поверхонь трі-
щин прикладаються нормальні Nke

-iωt або зсувні Tke
-iωt самозрівноважені 

навантаження. 
Далі множник e-iωt, що визначає залежність від часу, відкидається і 

розглядаються тільки амплітудні значення. Нехай u(x, y), v(x, y) – перемі-
щення хвильового поля, створеного навантаженням тріщин. Тоді вони за-
довольняють рівняння руху, які в умовах плоскої деформації мають вигляд 

 

Рис. 1. Система тріщин  
під дією динамічного 

навантаження 
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де Δ – двовимірний оператор Лапласа; ρ – густина пружного середовища; λ, μ – коефіцієнти Ламе.  
Для формулювання граничних умов на поверхнях тріщин із кожною пов’язується локальна 

система координат xkOkyk, Nk ,1  (рис. 1) так, що кут між осями Oxk і Ox дорівнює αk.  
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За таких умов необхідно визначити переміщення й напруження в тілі з тріщинами ій отрима-
ти формули для обчислення КІН.  
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При отриманні формул (5) з метою зниження порядку сингулярності підінтегральних функцій 
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Розривним розв’язкам (4), (5) у системі Oxy відповідають наступні переміщення й напруження: 

l
dl

l
dlgl vuu  sincos ; l

dl
l

dlgl vuv  cossin ; 

l
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x  2sinsincos 22 ; 

l
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y  2sincossin 22 ; 

l
dl
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x

gl
xy  2cos22sin2sin2 . 

Загальне поле переміщень подається у вигляді  
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За аналогічними формулами визначають і напруження σx, σy, τyx. Таким чином, за формулами (6) 
визначатимуться переміщення й напруження в тілі за умови визначення невідомих стрибків (3). Для 
цього слід використати умови (2). Напруження, що до них входять, подаються через напруження (4), 
що відповідають розривним розв’язкам за наступними формулами: 
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де 
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xy  2cos22sin2sin2 ; lkkl  . 

Підстановка (7) у (2) приводить до системи 2N сингулярних інтегро-диференціальних рівнянь 
відносно невідомих стрибків переміщень. У результаті вилучення сингулярної складової та ряду пе-
ретворень дана система має вигляд 
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У системі (8) прийнято наступні позначення: )()( 1  
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рервні при –1≤ς, τ≤1. 
До системи (8) слід приєднати рівності, які є умовою змикання тріщин і забезпечують єдність 

розв’язку системи (8) 
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Система інтегро-диференціальних рівнянь (8) вимагає числового розв’язання. Для запобігання 
розв’язання системи великої розмірності пропонується застосувати ітераційний метод аналогічно то-
му, як це зроблено в [30]. Він полягає у тому, що на i-му кроці ітерації, i≥1, розв’язується N пар неза-
лежних інтегро-диференціальних рівнянь 
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За нульове наближення )(0
3  k , )(0

4  k  обираються розв’язки рівнянь (10) з правими частина-
ми, де відсутні суми, тобто рівними N0k, T0k. Отже, за нульове наближення обираються розв’язки, що 
відповідають окремим поодиноким тріщинам, які знаходяться під дією динамічного навантаження. 

Числове розв’язання рівнянь (10) здійснюється так само, як у [27, 30]. Похідні невідомих фун-
кцій з врахуванням кореневої особливості подаються у вигляді 
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Далі невідомі функції )( i
sk  апроксимуються інтерполяційними многочленами  
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де Tn(τ) – многочлен Чебишева другого роду; τm, m=1, 2, …, n – його корені.  

Для визначення i
skm , як і в [27, 30], методом механічних квадратур з (10) отримана система 

лінійних алгебраїчних рівнянь. Після її розв’язання наближені значення КІН за результатами і-ї іте-
рації знаходяться за формулами 
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У формулах (11) верхній індекс плюс відповідає КІН в околі вершини l-ої тріщини (+dl, 0), ін-
декс мінус – в околі вершини (–dl, 0). 

Аналіз результатів числових досліджень 
Числова реалізація запропонованого ітераційного методу про-

водилася з метою дослідження його практичної збіжності, стійкості 
ітераційного процесу, спроможності дослідити вплив хвильової взає-
модії тріщин на значення КІН. Задля підтвердження достовірності ре-
зультатів, отриманих ітераційним методом, як і в [17], розглянуто сис-
тему з чотирьох тріщин однакової довжини 2d (рис. 2), конфігурація 
якої визначається параметрами θ, h, β. Порівнювалися результати, 
отримані при безпосередньому розв’язанні системи (8), як в [12, 16–18, 
25, 26] методом механічних квадратур та ітераційним методом. 

 

Рис. 2. Система чотирьох 
тріщин однакової довжини 

Усі тріщини знаходяться під дією однакового нормального N0k=1 або зсувного T0k=1 наванта-
жень, k=1, 2, 3, 4. При таких умовах КІН біля вершин усіх тріщин співпадають. Розрахунки проводи-
лися при θ=h=0,75d, β=30°, а результати наведені на рис. 3. Вони показують зміну |k1

+| абсолютного 
значення КІН нормальних напружень залежно від безрозмірного хвильового числа κ0=κ2d. 

При застосуванні ітераційного метода число ітерацій змінювалося від 2 до 16. Штрихова крива 
відповідає значенням КІН для окремої тріщини. Крива за номером 0 показує значення КІН, знайдені в 
результаті безпосереднього розв’язання системи інтегро-диференціальних рівнянь (8). Інші криві побу-
довані при вказаній кількості ітерацій. При κ0→0 значення КІН прямують до свого статичного аналогу. 
Можна побачити, що результати, отримані різними методами, практично співпадають вже після четве-
ртої ітерації, крім першого самого суттєвого максимуму, де збіг спостерігається після 16 ітерацій. Це 
підтверджує достовірність результатів, отриманих ітераційним методом, і збіжність ітераційного про-
цесу. Екстремальні значення КІН суттєво перевищують як свій статичний аналог, так і значення КІН 
для окремої тріщини. Збіжність ітераційного методу погіршується при β→0, тобто коли до системи 
входять близько розміщені паралельні тріщини. У цілому при β=0 збіжність спостерігається при h>0,5d. 
Результати порівняння різних методів і досліджень збіжності при β=0, θ=h=0,75d показано на рис. 4. 

Вони доводять, що розрахунки за різними методами, крім частоти κ0≈0,9, при якій має місце ре-
зонанс, добре узгоджуються. Вплив кута β на частотну залежність КІН зображено на рис. 5. Криві на 
рис. 5, а показують почастотну залежність КІН нормальних напружень |k1| при нормальному наванта-
женні тріщин, а на рис. 5, б частотну залежність КІН дотичних напружень |k2| при зсувному наванта-
женні при вказаних значеннях кута β. 
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Рис. 3. Збіжність ітераційного методу 

 
Рис. 4. Збіжність для системи  
чотирьох паралельних тріщин 

 
а 

 
б 

Рис. 5. Вплив на значення КІН кута між тріщинами 
а – при нормальному навантаженні; б – при зсувному навантаженні  

 
У випадку нормального навантаження при всіх значеннях кута спо-

стерігається наявність глобального максимуму КІН, частота досягнення яко-
го залежить від кута β. Найбільше екстремальне значення КІН набуває при 
β=0, але при коливаннях із високою частотою κ0>1,8 найбільших значень 
КІН сягає при β=30°. При зсувному навантаженні тріщин значення КІН до-
тичних напружень мають тенденцію до спадання при зростанні частоти, а їх 
значення несуттєво відрізняються від КІН для однієї тріщини. Для більш де-
тального вивчення впливу взаємодії динамічного навантаження тріщин на 
значення КІН розглянута наступна система 9 тріщин (рис. 6). 

Конфігурація системи визначається параметрами θ, h, β, яким при  

 
Рис. 6. Система  
дев’яти тріщин 

розрахунках надавалися дані θ=h=d1/3; dk=d1/3, k=2, …, 9, а тріщини знаходилися під дією нормального 
навантаження. Результати наведено на рис. 7 у вигляді графіків залежності КІН нормальних напружень 
першої тріщини |k1

+| за вказаних значень кута β. 
Як можна побачити, конфігурація системи тріщин суттєво впливає на поведінку КІН у часто-

тній області. Зокрема, має місце глобальний максимум значення КІН, найбільший з яких досягається 
при β=0, коли всі тріщини паралельні. Також у випадку статичного навантаження і при низьких час-
тотах (κ0<1,2) наявність біля вершини тріщини інших тріщин приведе до зменшення значень КІН. 

На рис. 8 наведено результати впливу на значення КІН кількості тріщин, що взаємодіють з 
однією тріщиною (у даному випадку, з першою). 

Розглядалися випадки двох тріщин (першої та другої), трьох (з першої по третю), п’яти (з першої 
по п’яту), семи та дев’яти (рис. 6). Якщо порівняти значення КІН у точці глобального максимуму, то при 
збільшенні кількості тріщин до п’яти спочатку спостерігається їх зростання, а потім максимальні значен-
ня КІН практично не змінюються. В усіх випадках в області низьких частот (κ0<1,2) наявність поруч ін-
ших тріщин приводить до зменшення значень КІН. 
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Рис. 7. Вплив конфігурації системи тріщин  
на значення КІН 

 

Рис. 8. Вплив кількості тріщин на значення КІН  

Загальні висновки 
Запропоновано ітераційний метод визначення КІН в умовах взаємодії системи динамічно за-

вантажених тріщин, який дозволяє уникнути необхідності числового розв’язання систем інтегро-
диференціальних рівнянь великого розміру. На кожному кроці ітерації розв’язується сукупність неза-
лежних рівнянь, що відповідають випадкам окремих тріщин. Числове дослідження показало, що ре-
зультати, отримані ітераційним методом, добре узгоджуються з результатами при безпосередньому 
розв’язанні системи інтегро-диференціальних рівнянь іншими методами. Продемонстровано стійкість 
і збіжність методу для систем досить щільно розміщених тріщин складної конфігурації. Важливим 
для оцінки працездатності і прогнозування руйнування деталей машин, що знаходяться під дією ди-
намічного, зокрема вібраційного, навантаження, є існування частот, при яких спостерігаються абсо-
лютні максимуми значень КІН. Ці максимальні значення суттєво (у кілька разів) перевищують зна-
чення КІН поодиноких тріщин при аналогічному навантаженні, тобто при наявності в деталі системи 
тріщин при цих частотах може перевищитись критичне значення КІН і відбутися руйнування деталі. 
У той саме час в умовах статичного або низькочастотного навантаження можливе зменшення значень 
КІН у порівнянні КІН для окремих тріщин. Запропонований метод може бути поширений на системи 
інших дефектів, зокрема, тонких жорстких включень. 
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