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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ И КОМПЬЮТЕР-
НОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ СТРОИ-
ТЕЛЬНЫХ КОНСТРУКЦИЙ НА 
ОСНОВЕ R-ФУНКЦИЙ  
В Амстердамі команда архітекторів (DUS Architects) пра-
цює над проектом, який має опанувати один з найважливі-
ших напрямів розвитку тривимірного друку – будівництво 
будинків. В Китаї (Yingchuang New Materials) з’явився прин-
тер, який може друкувати невеликі одно- та двоповерхові 
будівлі. В університеті Південної Каліфорнії професор 
Behrokh Khoshnevis розробив проект тривимірного прин-
тера, який може "надрукувати" двоповерховий будинок 
протягом усього 24 годин. Одним з методів розв’язання про-
блеми задання інформації для друку є застосування теорії R-
функцій, за допомогою якої в роботі побудовано математи-
чну і комп’ютерну моделі будинку для подальшої їх реалізації 
на 3D-принтері. 

Введение 
В настоящее время для создания трёхмерных физических объектов весьма перспективным яв-

ляется использование 3D-принтеров. В основе технологии 3D-печати лежит принцип послойного 
создания твердой модели. Преимуществами подобных устройств перед обычными способами созда-
ния моделей являются высокая скорость, простота и низкая стоимость. В Амстердаме команда архи-
текторов работает над проектом, призванным освоить одно из самых важных направлений развития 
3D-печати – строительство зданий. Над проектом работает команда архитекторов из разных стран, 
нанятая нидерландской студией DUS Architects. Ее руководители намерены возвести здание в север-
ной части Амстердама на 
канале Buiksloter (рис. 1), и 
оно будет функционировать 
в качестве образца и иссле-
довательского центра для 
технологий 3D–печати 
(рис. 1, а) [1]. Если проект 
будет иметь успех, то трёх-
мерная печать может стать 
основным методом произ-
водства стройматериалов 
любых размеров и состава. 
Это может не только пере-
вернуть строительный биз-
нес, но и существенно улуч-
шить экологию, уверены 
специалисты. Очередным 
шагом к реализации будуще-
го трехмерной печати явля-
ется проект Бехроха Хошне-
виса (Behrokh Khoshnevis), 
профессора из университета 
Южной Калифорнии (Uni-
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 а) б) 

Рис. 1. Фасадная стена проектируемого в  Амстердаме дома: 
а) – тренировочный макет DUS Architects в масштабе 1:20; 
б) – фасадная стена, реализованная с помощью R-функций 
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versity of Southern California), который представляет собой проект самого большого трехмерного 
принтера, способного «напечатать» двухэтажный дом в течение всего 24 часов. 

Кроме этого, благодаря возможностям технологий трехмерной печати, люди смогут избавить-
ся от навевающих скуку пейзажей кварталов, застроенных домами типовых проектов. Ведь с помо-
щью компьютера каждый более-менее грамотный человек сможет составить проект своего будущего 
дома из набора готовых компонентов подобно тому, как дизайнеры-мебельщики составляют проекты 
при помощи специализированного программного обеспечения. Однако возникает проблема задания 
информации для печати, т.е. создания математической и компьютерной модели проектируемого объ-
екта. Одним из методов решения этой проблемы является применение теории R-функций [2–5], кото-
рая позволяет описывать геометрические объекты сложной формы единым аналитическим выраже-
нием (рис. 1, б). 

Целью данной работы является создание на основе теории R-функций математической и ком-
пьютерной модели дачного домика в целом. 

Построение уравнений и компьютерная реализация 
Для построения искомых уравнений геометрических объектов используем следующие конст-

руктивные средства теории R-функций: наиболее простую и поэтому наиболее часто применяемую 
систему R0 [2, 4]: 
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где ,, 00 ∨∧  — символы R-конъюнкции, R-дизъюнкции и R-отрицания соответственно. Кроме того, 
для построения уравнений, соответствующих геометрическим объектам с симметрией трансляции 
вдоль прямой, воспользуемся следующей теоремой [4]. 

Теорема. Пусть трансляционная область Σ0 = [σ0(x, y, z) ≥ 0] симметрична относительно оси 
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Для построения уравнений, соответствующих геометрическим объектам с точечной симмет-
рией циклического типа, воспользуемся следующей теоремой [4]. 

Теорема. Пусть трансляционная область Σ0 = [σ0(x, y, z) ≥ 0] симметрична относительно оси 
абсцисс, а область Σ1 = [σ0(x – r0, y, z) ≥ 0] может быть размещена внутри сектора –α ≤ θ ≤ α, 
–0 < α < π/n. Области Σk = [σ0(rcos(θ – 2πk/n) – r0, rsin(θ – 2πk/n), z) ≥ 0] получены в результате пово-
рота области Σ1 = [σ0(x – r0, y, z) ≥ 0] в плоскости xOy вокруг начала координат на углы 2πk/n. Тогда 
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Построим уравнение типового дачного домика (рис. 2). 
Уравнение фундамента имеет вид  

 ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) 06,04,84,04,94,0 00 ≥−+∧−+∧−+= zzyyxxf fun . 
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Уравнение внешних стен 
( )( )( ) 04,0011 ≥−+∧= zHzffc ,  

где f11 = δ1 – |f1| ≥ 0; 2δ1 = 1,6 – 
толщина внешних стен; H = 7 – 
высота стен; 
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На рис. 3 представлен 
процесс соединения стен с фун-
даментом и добавления внутрен-
них перегородок. 

Соединяем стены с фун-
даментом (рис. 3, а): 

00 ≥∨= funcd fff .  
Строим уравнения внут-

ренних перегородок (рис. 3, б): 

( ) ( ) ,03

,0

,005,0

023

22

1

≥−∧−−δ=

≥−−δ=

≥−−=

yxcf

xbf

yaf

b

b

b

 

a = 2, b = 5, c = 8, 2δ1 = 0,1 — 
толщина внутренних перегоро-
док, 
 ( ) ( )( )( )( ) 074,0 10030201 ≥∧−+∧∨∨= fzzffff bbbfb , 00 ≥∨= fbd ffkor .  

На рис. 4 представлен процесс добавления дверных и оконных проемов. 
Уравнения дверных проемов (рис. 4, а): 
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Рис. 2. Схема типового дачного дома 

   
 а) б) 

Рис. 3. Макет дома: 
а) – внешние стены с фундаментом; б) – добавлены внутренние перегородки 
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Уравнения оконных проемов (рис. 4, б):  
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На рис. 5 представлен процесс добавления крыши с перекрытием и трубой, а также общий 
вид дома после этой операции. 
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( ) 0102 ≥−∧= krkrkr fff . 
Перекрытие ( )( ) ;0715,701 ≥−−∧= zzff per  00 ≥∨= perkrkrper fff . 
Труба-воздуховод ( )( ) ( )( ) ;01212 01 ≥−−∧−−= yyxxftr  ( ) ;0101 ≥−∧= trkrperkrpertr fff  

( ) ( )( ) 09,61005,0 01 ≥−−∧−= zzff trtr . 
Уравнение крыши, перекрытия и воздуховода (рис. 5, а) 001 ≥∨= trkrpertrkrpertr fff . 
Уравнение дома в общей сборке (рис. 5, б) 030 ≥∨= domff krpertrfin . 
Фасад дома может быть украшен орнаментом по выбору заказчика (рис. 6, 7). 
Оформление французского окна (рис. 6, 7) выполнено с использованием уравнения 
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Рис. 4. Макет дома с дверными и оконными проемами: 
а) — прорезаны двери; б) — прорезаны оконные проёмы 
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Уравнение боковых колонн имеет вид ( )0,0 12201 ≥=≥∨= fkfkfkfkfk ; 
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Построим уравнение многопрофильной крыши (рис. 8) 
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Рис. 6. Дом с орнаментом

  
 а) б) 

Рис. 5.Общий вид проектируемого дома: 
а) — крыша с перекрытием и трубой; б) — дом в общей сборке 
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( ) ( ).4,7,8.7,5,4,1 050505040404 ====== yyxyxx  
Потолок в гостиной также может быть украшен лепниной (рис. 9) 00 ≥∨= wparwplwl ; 

00 ≥∨= wtwkwpl ; ( ) effffffwpar 03660504 , ∧=∧∧= . 

                   
 

                   
 

   
 

   
Рис. 7. Виды орнаментов 

   
Рис 8. Дом с многопрофильной крышей при различных значениях x0i, y0i 
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Ниже построено уравнение цветочного орнамента, в котором, меняя значения параметров no1, 
no2, получим разное количество элементов на окружности и количество лепестков цветка, что проил-
люстрировано на рис. 9. 
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Уравнение внешнего тора имеет вид 2
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Центральная часть лепнины с подложкой и центральным отверстием описывается уравнением 
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Первая линия обрамления центрального отверстия 006.0 22
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Третья линия обрамления центрального отверстия эллипсоидальными отверстиями 
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Меняя значения буквенных параметров, можно оперативно менять толщину стен, расположе-
ние перегородок, размеры и форму окон и дверей, вид крыши, орнамент и др. Здесь для удобства чте-
ния приведены лишь некоторые из них с соответствующей иллюстрацией. Кроме того, авторы стре-

          
Рис. 9. Виды лепнины в зависимости от значений no1, no2, n 
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мились показать возможности метода R-функций, поэтому фасад несколько перегружен декоратив-
ными элементами. Компьютерная реализация выполнена с помощью [6]. 

Выводы 
В данной работе теория R-функций впервые применяется к математическому и компьютер-

ному моделированию строительных конструкций. Аналитическая идентификация проектируемых 
объектов дает возможность использовать буквенные геометрические параметры, что, в свою очередь, 
позволяет оперативно изменять конструктивные элементы проектируемого объекта. При реализации 
построенных моделей на 3D-принтере заполнение строительным материалом происходит при w ≥ 0 
(ffin ≥ 0). Заметим, что может возникнуть техническая проблема из-за неодносвязности рассматривае-
мых объектов. Решить ее весьма просто: оконные и дверные проемы можно выполнять из другого 
материала, вставив в программу соответствующие дополнения, что легко осуществить с помощью 
R-функций; либо проводить построение в три этапа: при z ≤ h1, h1 ≤ z ≤ H, z > H. 
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УДК 539.3 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ 
МОДЕЛИРОВАНИЕ КОНТАКТНОГО 
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ЭЛЕМЕНТОВ 
ШТАМПОВОЙ ОСНАСТКИ  
Описана математична постановка задачі про контактну 
взаємодію системи призматичних тіл. За допомогою теорії 
варіаційних нерівностей задача зводиться до проблеми мінімі-
зації випуклого функціонала на випуклій множині функцій. 

 
Анализ контактного взаимодействия является актуальной задачей математики и механики. 

Для этого привлекаются различные методы: граничных интегральных уравнений, штрафных функ-
ций, метод конечных элементов и т. п. [1–7]. Они имеют определенные преимущества и недостатки, 
проявляющиеся для различного типа задач. 

В частности, возникает проблема разработки эффективных постановок для задач о множест-
венном контакте системы нескольких призматических тел. Например, такие задачи возникают при 
анализе напряженно-деформированного состояния (НДС) элементов штамповой оснастки [8]. При 
этом для моделирования контактного взаимодействия применяются различные упрощенные поста-
новки, предусматривающие, в частности, раздельное моделирование НДС контактирующих тел. Это 
может приводить к значительным погрешностям в результатах анализа. В связи с этим возникает ак-
туальная задача разработки математических моделей контактного взаимодействия системы призмати-
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