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УДК 539.3 

ПЕРША ОСНОВНА ЗАДАЧА 
ТЕОРІЇ ПРУЖНОСТІ  
ДЛЯ ШАРУ КОМПОЗИТУ  
З ДВОМА  
ТОВСТОСТІННИМИ 
ТРУБАМИ 

Розв’язана просторова задача теорії пружності для волокнистого 
композиту у вигляді шару з двома циліндричними товстостінними 
трубами. На плоских поверхнях шару й на внутрішній поверхні труб 
задані напруження. Задача представлена у вигляді розв’язків рів-
нянь Ламе в різних системах координат, де шар розглядається в 
декартовій системі, труби – у локальних циліндричних. Для поєд-
нання базисних розв’язків у різних системах координат застосову-
ється узагальнений метод Фур’є. Задовольняючи граничним умовам 
і умовам спряження між шаром і трубами, формується нескінчена 
система інтегро-алгебраїчних рівнянь, які зводяться до лінійних 
алгебраїчних рівнянь другого роду і використовується метод редук-
ції. Після знаходження невідомих можна отримати напружено-
деформований стан у будь-якій точці пружних поєднаних тіл. Зад-
ля цього до базисних розв’язків задачі також застосовується узага-
льнений метод Фур’є. По результатах чисельних досліджень мо-
жемо стверджувати, що задачу можна розв’язати із заданою то-
чністю, яка залежить від порядку системи рівнянь. Числовий аналіз 
напруженого стану розглянуто з варіацією відстані між трубами. 
Отримані графіки розподілення внутрішніх напружень у трубах і 
шарі. Результати показують зворотну залежність між величиною 
напружень і відстанню між трубами. Крім абсолютної величини 
напружень, можливі зміни в характері епюр і знаку. Запропонова-
ний метод розв’язання може бути використаний під час проєкту-
вання деталей і механізмів, розрахункова модель яких представляє 
собою шар із циліндричними трубами, в машино- й авіабудуванні. 
Отриманий напружено-деформований стан дає змогу попередньої 
оцінки геометричні параметри конструкції. Подальший розгляд 
теми дослідження необхідний для моделі, де труби комбінуються з 
іншими типами неоднорідностей. 
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Вступ 
Волокнисті композити часто використовуються в машино- й авіабудуванні, що підвищує ви-

моги до оцінки напружено-деформованого стану таких тіл і змушує шукати найефективніші методи 
розрахунку. Модель волокнистих композитів представляється як нескінчений шар із поздовжніми 
включеннями. Перерізи включень можуть бути різної форми, повнотілі або з порожнинами. Крім то-
го, на поверхнях моделі, зокрема, поверхнях спряження, можуть задаватися різні граничні умови. 

Модель шару з врізаними трубами застосовується: в охолоджувальних системах (у двигунах 
та інших механізмах труби можуть бути вбудовані в шари конструкцій для циркуляції охолоджува-
льної рідини), паливних системах (у деяких конструкціях трубки можуть бути вбудовані в металеві 
шари для транспортування палива до двигунів або інших вузлів машин), для шумопоглинання й віб-
роізоляції (у трубах, вбудованих у шари конструкцій, можуть циркулювати повітря або інші гази, що 
сприяє зниженню вібрацій або шумів у механічних системах), у турбокомпресорах (у турбінах і ком-
пресорах труби можуть бути вбудовані в шари корпусу для подачі повітря або газу під тиском у сис-
теми турбонаддуву), у системах змащування (у машинобудуванні трубки, вбудовані в шари метале-
вих конструкцій, можуть забезпечувати подачу мастила до критично важливих частин машин і меха-
нізмів, зменшуючи тертя та зношування). 

Одним із підходів до розв’язання задач із композитом є випробування зразків із готових лис-
тів [1]. У цьому випадку армований шар представляється як фізично нелінійний матеріал з анізотроп-
ними характеристиками. Це добре підходить для стохастичної структури або для шару з великою кі-
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лькістю армування [2]. Проте такий підхід значно ускладнює проєктування при змінних геометрич-
них характеристиках композиту або змінних граничних умов. Беручи вказане до уваги, у більшості 
робіт композит розглядається як сукупність спряжених елементів. З огляду на це при розв’язанні за-
дач із композитом застосовують аналітичні, аналітико-числові або числові методи, іноді ці методи 
комбінуються між собою і з випробуваннями.  

Як показує досвід, найчастіше при розв’язанні таких задач стають у нагоді числові методи [3] і 
комп’ютерні програми на їх основі [4]. Так, у роботі [5] до задачі для півпростору, армованого оболон-
кою та вертикальною циліндричною порожниною, застосований метод скінчених елементів. Проте чи-
слові методи дають наближені значення напружено-деформованого стану, що не додає впевненості, 
коли потрібен високоточний результат. Вказане змушує шукати інші методи або додаткові підходи. 

Точними вважаються класичні аналітичні методи [6, 7]. Вони базуються на розкладі 
розв’язків у ряд Фур’є. Однак класичні методи не дозволяють розв’язувати просторові задачі, коли 
модель містить більше ніж три граничних поверхні, що характерно для композитів. 

Є низка робіт [8–11], в яких розглянуто задачі для композитів із врахуванням нелінійності моделі. 
Так, у дослідженні [8] розв’язано задачу визначення динамічного напруженого стану для двох 

стрижнів різної довжини, що з’єднані внахлест, а до одного зі стрижнів прикладено повздовжнє наван-
таження. Для моделювання клейового з’єднання використано модель Голанда-Рейснера, в якій опорні 
шари розглядаються як балки в наближенні Бернуллі, а клейовий шар – як пружна основа Вінклера. 

У роботі [9] проаналізовано багатошарову конструкцію під дією динамічного поперечного нава-
нтаження. Розв’язок полягав у використанні двовимірної дискретної структури, а вектор переміщень бу-
ло розкладено у степеневий ряд. Рішення корелюється з результатами експериментального дослідження. 

У публікації [10] запропоновано метод розрахунку термонапруженого стану склопакета літака. 
При цьому склопакет розглянуто як циліндричну ламіновану незамкнену оболонку постійної товщини 
при дії конвекційного теплообміну. Аналогічно до попереднього дослідження результати відповідають 
експериментальним даним. 

Робота [11] презентує методику аналізу напружено-деформованого стану ламінованого компози-
ту при зіткненні з птахом і дії внутрішнього надлишкового тиску. Модель ламінованого склопакета ба-
зується на теорії, яка враховує поперечні зсувні деформації, зменшення товщини й інерційні явища. Ма-
тематична модель тиску, яка відтворює удар птаха, ґрунтується на експериментальних дослідженнях. 

У той саме час методи, що застосовуються в роботах [8–11], не дозволяють врахувати цилінд-
ричних порожнин або включень. 

У працях [12–17] розглядаються циліндричні неоднорідності, розташовані перпендикулярно 
межам шару. 

Так, у роботі [12] задача розв’язується за допомогою припущення про ідеальні умови контак-
ту на верхній і нижній межах шару. У дослідженні [13] використано подібний підхід, але за умови, 
що нижня поверхня шару жорстко защемлена. Задача про шар із циліндричним включенням або по-
рожниною, що проходить паралельно межам шару, не може бути вирішена методами, запропонова-
ними в цих роботах, оскільки використання інтегральних перетворень Лапласу й інтегральних синус- 
і косинус-перетворень Фур’є до граничних умов і рівнянь руху створює одновимірну векторну неод-
норідну крайову задачу, яка може дати розв’язки лише для задач дифракції хвиль. 

Для пластини з перфорацією в роботі [14] були застосовані аналіз напружень за допомогою 
генетичного алгоритму (GA), алгоритму гравітаційного пошуку (GSA) і алгоритму Bat (BA), але за-
пропонований підхід також є наближеним. 

У роботі [15] розглядалося кручення пружного півпростору з вертикальною циліндричною 
порожниною, коаксіальним штампом. Задача розв’язувалася двома новаторськими методами, що зво-
дили розв’язок до звичайних інтегральних рівнянь другого роду. При цьому рішення є досить набли-
женим і має деякі розбіжності з розв’язанням задачі Рейснера-Сагоці. 

У дослідженні [16] для композитних ламінованих перфорованих пластин розроблено аналітич-
ний розв’язок на основі методу шарового збивання. Надійність і точність запропонованого методу підт-
верджено порівнянням зі скінченно-елементним розрахунком. У роботі [17] розв’язано задачу крутиль-
них коливань плоского круглого штампа, зчепленого з верхньою межею багатошарової пружної осно-
ви, яка містить вертикальну циліндричну порожнину з віссю, перпендикулярною межі шарів. Для 
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розв’язання використовується інтегральне перетворення Вебера і парні інтегральні рівняння. Методи, 
про які йдеться в дослідженнях [16, 17], не підходять для розв’язку задач з неоднорідностями, розташо-
ваними паралельно шару. 

Метою цієї роботи є створення високоточного методу розв’язання задачі теорії пружності для 
шару з двома поздовжніми циліндричними товстостінними трубами. На поверхнях шару і на внутрі-
шніх поверхнях труб задані напруження. Шар і труби жорстко спряжені. 

Найбільш ефективним методом, що дозволяє отримати точні результати вказаної моделі, є 
аналітико-числовий узагальнений метод Фур’є [18]. Основною його перевагою є те, що він дозволяє 
отримувати розв’язок для групи тіл, кожне з яких має свою систему координат. При цьому, викорис-
товуючи функції переходу між базисними розв’язками рівняння Ламе, можна застосувати одночасно 
різні типи систем координат. 

За допомогою узагальненого методу Фур’є отримані розв’язки для пружного циліндра з цилін-
дричними порожнинами [19, 20] й циліндричними включеннями [21], а також для півпростору зі сферо-
їдальною порожниною [22]. Розв'язання представлене як суперпозиція точних базисних розв'язків рів-
няння Ламе для циліндра в системах координат, віднесених до центрів граничних поверхонь тіла. 

Подальшим розвитком методу є застосування формул переходу базисних розв’язків між цилін-
дричною й декартовою системами координат. Прикладом можуть бути наступні наробки: у роботі [23] 
такі формули запропоновані для півпростору з циліндричною порожниною, у [24] – для шару з порож-
ниною, на поверхні якої задані напруження, у [25] показано розв’язок для шару з циліндричним вклю-
ченням. Проте загальним недоліком робот [23–25] є наявність тільки двох незалежних систем коорди-
нат: декартової для шару чи півпростору й циліндричною для неоднорідності. При цьому не застосову-
ються формули переходу між локальними циліндричними системами координат, що не дозволяє 
розв’язувати задачу з декількома неоднорідностями. 

Збільшенню кількості тіл, що враховуються в розрахунковій моделі, присвячені роботи [26–28]. 
Причому в роботі [26] розглядається ситуація, коли для двох тіл (шар і півпростір) використовуються 
декартові системи координат, для неоднорідності – циліндрична. Задачі, в яких шар закріплено на двох 
опорах, розв’язуються в [27], а для шару з двома циліндричними включеннями, що має змішані крайові 
умови, – [28]. Однак застосований в роботах [26–28] підхід не дозволяє враховувати включення у вигляді 
товстостінної труби. Підхід, що враховує товстостінні труби, реалізований в роботах [29, 30], де розгля-
дається шар з однієї товстостінною трубою. Даний підхід, як сказано вище, дозволяє більш точно про-
моделювати саму опору й умови закріплення на ній, але недоліком цих робот є, як і для робот [23–25], 
відсутність формул переходу між циліндричними системами координат, в яких точки початку координат 
не співпадають. Застосування таких формул і розгляд задач, де опори промодельовані у вигляді декіль-
кох труб, є предметом цього дослідження. 

Постановка задачі 
Модель являє собою композит у вигляді пруж-

ного шару з двома циліндричними товстостінними тру-
бами, розташованими паралельно його межам (рис. 1). 

Граничні умови представлено у вигляді напру-
жень на плоских поверхнях шару і внутрішніх поверх-
нях труб. Зовнішні радіуси труб позначено Rp, а внут-

рішні pR
~

, де p – номер труби. Шар розглядався у дека-

ртовій системі координат (x, y, z), труби – у локальних 
циліндричних системах координат (ρp, φp, z). Відстань 

до меж шару y=h та y= – h
~

. 

 
Рис. 1. Шар з двома циліндричними 

товстостінними трубами 

Для розв’язання задачі необхідно знайти розв’язок рівнянь Ламе у вигляді 
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На верхній та нижній межах шару, а також на внутрішніх поверхнях труб задані напруження 
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де U


 – переміщення в шарі;  
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2  – оператор напруження; 
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 – відомі функції. (1)  

Шар жорстко поєднаний з кожною трубою, де виконуються умови спряження 
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
, (2) 

    
pp RpR zUFzUF   ,,0


, (3) 

де  zU ,0 


 – розв’язок для шару;  zU p ,


 – розв’язок для труб. 

Усі задані функції будемо вважати швидкоспадаючими від початку координат по осі z і осі x. 

Метод розв’язання 
Під час розв’язання задачі переміщення в шарі було представлено у вигляді, запропонованому 

в роботі [28] 
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  (4) 

Вид функції переміщень у трубах у було представлено у вигляді запропонованому в роботі [30] 
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де  ,kH ,  ,
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,

~
mkA  – невідомі функції, які необхідно 

знайти з крайових умов (1). 

Базисні розв’язки рівняння Ламе   ;,,, zS ppmk
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де  – коефіцієнт Пуассона; Im(x), Km(x) – модифіковані функції Бесселя. 
У результаті отримано нескінчену систему інтегро-алгебраїчних рівнянь, яка має 8 невідомих. 

Чотири рівняння цієї системи отримано із граничних умов (1) і ще чотири – з умов спряження між 
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шаром і трубами (2) і (3). Відомі функції (1) попередньо представлені через подвійний інтеграл Фур’є 
для шару, а для внутрішніх поверхонь труб – через ряд та інтеграл Фур’є. Після цього права та ліва 
частини рівнянь звільнені від інтегралів і рядів Фур’є. З огляду на те, що означені рівняння представ-
лено в різних системах координат, то для приведення їх до однієї системи координат було використа-
но формули переходу між базисними розв’язками [18]: 

– від зовнішніх розв’язків для циліндра mkS ,
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 до розв’язків для шару  
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де αpq – кут між віссю xp та відрізком ℓqp,       xKxsignxK m
m

m 
~

. 

Таким чином, після використання формул переходу базисних розв’язків між системами коор-
динат (6)–(8) кожне рівняння було записано у своїй локальній системі координат. У результаті пере-
творень отримано нескінченну систему лінійних алгебраїчних рівнянь другого роду, до якої застосо-
вано метод редукції. Виконання граничних умов при чисельному дослідженні показало високу точ-
ність і збіжність результатів під час її розв’язання. 

Чисельні дослідження напруженого стану 
Пружний ізотропний шар має дві товстостінні циліндричні труби із зовнішнім радіусом 

R1=R2=16 мм, внутрішнім 1
~
R = 2

~
R =11 мм (рис. 1). Фізичні характеристики шару: алюмінієвий сплав 
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Д16Т, коефіцієнт Пуассона 0=0,3, модуль пружності E0=7,1×104 МПа. Фізичні характеристики труб: 
сталь ШХ15, коефіцієнт Пуассона 0=0,28, модуль пружності E0=2,16×105 МПа. Геометричні параметри 

моделі: h= h
~

=32 мм, α12=0. Відстань між трубами обрана у двох варіантах: l12=50 мм та l12=100 мм. 
На верхній і нижній межах шару задані нормальні напруження у вигляді одиничної хвилі 
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Нескінчена система була зрізана по параметру m=5 (кількість членів ряду Фур’є і порядок си-
стеми рівнянь).  

Точність виконання граничних умов при зазначених m і заданих геометричних параметрах 
становить не менше ніж 10-5 при значеннях від 0 до 1. 

На рис. 2 представлені напруження  на внутрішній поверхні лівої труби залежно від відста-
ні між трубами. 

Графік напруження  (рис. 2) показує зворотну залежність величини напружень від відстані 
між опорами, тобто при зменшенні відстані між включеннями напруження зростають. Також при ку-
тах, близьких до φ=/3 та φ=2/3, на графіках для відстані між трубами l12=50 мм спостерігається яв-
но виражений максимум додатних напружень, який при збільшенні відстані відсутній. Максимальні 
напруження є від’ємними при φ=0 та дорівнюють (max)=0,5069 МПа. 

Крім того, з порівнянь графіків окружних напружень (рис. 2) при l12=50 мм, і при l12=100 мм 
видно, що залежно від відстані між трубами змінюються не тільки значення напружень, а й характер 
епюри, причому знак напружень може мінятися на протилежний. 

На рис. 3 представлені напруження z на внутрішній поверхні лівої труби залежно від відстані 
між трубами. 

Напруження z на внутрішній поверхні труби (рис. 3), як і напруження  (рис. 2), мають зворот-
ну залежність величини напружень від відстані між опорами. При кутах, близьких до φ=/3, φ=2/3, та 
при відстані між трубами l12=50 мм спостерігаються явно максимальні значення напружень z, які при 
збільшенні відстані значно зменшуються, а максимальні напруження при цьому зміщуються до φ=0. 

На межі спряження напруження z затухають. 
На рис. 4 представлені напруження ρ на спряженні між трубою (p=1) і шаром (у тілі труби) 

залежно від відстані між трубами. 
На внутрішній поверхні труби напруження ρ задані рівними нулю. Проте зовнішня поверхня 

труби (поверхня спряження) стиснута і ці напруження значно зростають. Стискання на поверхні спря-
ження є фізично коректним, оскільки шар стискається навантаженнями на верхній і нижній межах шару. 

При збільшенні відстані між трубами на поверхні спряження напруження ρ суттєво спада-
ють. Максимальні стискаючі напруження при l12=50 мм дорівнюють σρ= –0.084 МПа (рис. 4), при 
l12=100 мм – ρ

 
= –0.013 МПа. 
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Рис. 2. Напруження  на внутрішній поверхні труби:  
1 – відстань l12=50 мм, 2 – відстань l12=100 мм 
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Рис. 3. Напруження z на внутрішній поверхні труби: 
1 – відстань l12=50 мм, 2 – відстань l12=100 мм 
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Рис. 4. Напруження ρ на зовнішній поверхні труби: 
1 – відстань l12=50 мм, 2 – відстань l12=100 мм 
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Рис. 5. Напруження :  
1 – на внутрішній поверхні труби, 2 – на зовнішній 

Напруження  при l12=50 мм на внутрішній та зовнішній поверхнях труби p=1 представлені 
на рис. 5. 

Порівнюючи напруження  на внутрішній і зовнішній поверхнях труби (рис. 5), можна зро-
бити висновок, що на відміну від напруження ρ, напруження  зменшуються на межі спряження (у 
тілі труби). Також ці напруження стають постійно стиснуті. 

На поверхні спряження (у тілі труби) при l12=100 мм характер розподілу напруження  зали-
шається схожим, зображеному на рис. 5, але з меншими значеннями. 

Висновки 
Створено аналітико-числовий метод розв’язання задачі для шару з двома товстостінними тру-

бами при заданих на поверхнях шару і внутрішніх поверхнях труб напруженнях. У задачі враховані 
умови спряження шару й труб – жорстке з’єднання, при якому переміщення та напруження уздовж 
поверхні з’єднання в шарі дорівнюють, відповідно, переміщенням та напруженням в трубах.  

Вперше в аналітичному вигляді записаний розв’язок для шару з циліндричними трубами. 
Задачу зведено до нескінченної системи лінійних алгебраїчних рівнянь, що допускає застосу-

вання до неї методу редукції, після чого вона була розв’язана за допомогою аналітико-числового уза-
гальненого методу Фур’є. Це дало змогу отримати розв’язок задачі із заданою точністю. 

Виконано числовий аналіз напруженого стану з варіацією відстані між трубами. Отримані 
графіки розподілення внутрішніх напружень у трубах і шарі. Результати показують зворотну залеж-
ність між величиною напружень і відстанню між трубами: при збільшенні відстані величина напру-
жень зменшується. Причому, крім величини, можливі зміни в характері епюр і знаку напружень.  

Запропонований метод розв’язання дає можливість отримувати результати напружено-
деформованого стану для більшості труб, а також оцінювати вплив геометричних параметрів на ве-
личини й розподілення напружень у конструкціях, які можуть бути представлені у вигляді моделей, 
подібних розглянутій.  

У подальшому при вивченні означеної теми необхідно розглянути моделі, де труби комбіну-
ються з іншими типами неоднорідностей (порожнини, опори та ін.). 
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