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МОДЕЛИРОВАНИЕ НЕСТАЦИОНАРНЫХ ДЕФОРМАЦИЙ 
ПАКЕТНОГО ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ИЗЛУЧАТЕЛЯ 
МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

Представлены результаты конечноэлементного моделирования переходных процессов 

деформирования пакетного «продольно-изгибного» пьезопреобразователя, погруженно-

го в безграничную идеальную сжимаемую жидкую среду. Исследовано влияние акусти-

ческой среды на деформации преобразователя при различных законах изменения во вре-

мени подводимого к его токопроводящим покрытиям электрического сигнала. 

Наведені результати скінченноелементного моделювання перехідних процесів деформу-

вання пакетного «поздовжньо-згинного» п'єзоперетворювача, зануреного в безмежне 

ідеальне стисливе рідке середовище. Досліджено вплив акустичного середовища на де-

формації перетворювача за різних законів зміни у часі електричного сигналу, що підво-

диться до його струмопровідних покриттів. 

Введение 

Интерес к исследованиям динамических режимов работы технических устройств, 

функционирующих на основе пьезоэффекта, обусловлен широкой номенклатурой их прак-

тических приложений, в частности, в прикладной гидроакустике для излучения и приема 

ультразвуковых волн. Расчет эксплуатационных параметров таких устройств зачастую про-

водится методами «эквивалентных электрических цепей» или «четырехполюсника» [1]. 

Впрочем, использование этих методов лишает возможности детального анализа закономер-

ностей деформирования входящих в состав указанных устройств пьезоэлектрических преоб-

разователей, а также оценки механической и диэлектрической их прочности с учетом взаи-

модействия с акустическими средами. К тому же замещение пьезопреобразователя эквива-

лентной схемой проводится с привлечением ряда упрощающих предположений, что ведет к 

неизбежным погрешностям, а полученные на основе этих методов результаты расчета ос-

новных характеристик пьезопреобразователя справедливы для достаточно узкого диапазона 

изменения внешних воздействий. Поэтому в настоящее время повышенное внимание уделя-

ется развитию метода «связанных полей» [1], когда изучение процессов в гидроэлектроуп-

ругих системах проводится через совместное решение уравнений колебаний пьезопреобра-

зователя как деформируемого тела [2], уравнений движения акустической среды и теорети-

ческих основ электротехники [3] (в случае учета процессов в электрических цепях). 

Однако анизотропия пьезоэлектрических материалов и связанность полевых величин 

различной физической природы определяет значительные математические трудности при 

построении строгих аналитических решений краевых задач гидроэлектроупругости даже для 

геометрически простых моделей пьезопреобразователей. Из публикаций последних лет по 
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данной проблематике следует отметить 

[4–9]. Этим объясняется интерес к при-

влечению численных процедур иссле-

дования, в частности, методом конеч-

ных элементов (МКЭ) [10–14]. Подав-

ляющая часть полученных в рамках 

этих исследований результатов соот-

ветствуют режиму периодического во 

времени внешнего нагружения. Вместе 

с тем интенсификация условий экс-

плуатации пьезопреобразователей и 

возможность расширения их функцио-

нальных возможностей делает актуальными работы в области нестационарной гидроэлек-

троупругости. Анализ динамического поведения импульсно нагружаемых пьезопреобразо-

вателей, прогнозирование их динамической прочности и решение различных по постанов-

кам оптимизационных задач на основе МКЭ не получили достаточного отражения в научной 

литературе. 

В настоящей работе представлено конечноэлементное решение задачи о нестацио-

нарных колебаниях погруженного в акустическую среду пакетного «продольно-изгибного» 

пьезоэлектрического излучателя [1], схема которого изображена на рис. 1. Конструктивно 

рассматриваемый пьезопреобразователь представляет собой набор из четного количества 

отдельных пьезокерамических (как наиболее технологичного пьезоэлектрика с высокими и 

стабильными показателями) элементов призматической формы, расположенных вдоль 

большей оси эллиптической оболочки из упругого, пьезоэлектрически пассивного материа-

ла. Пьезоэлементы в пакете установлены по принципу встречной поляризации, а электриче-

ски соединены между собой параллельно. При этом внешние электроды набора и соответст-

вующие им внутренние электроды поддерживаются на нулевом потенциале (рис. 1), а к ос-

тальным электродам подводится нестационарный электрический потенциал V(t). В результа-

те электрического возбуждения пьезоэлементов возникают продольные колебания составно-

го стержня, которые обуславливают изгибные колебания расположенных по обе его стороны 

фрагментов оболочки, тем самым генерируя во внешней безграничной акустической среде 

звуковые волны. 

Постановка задачи 

Колебания пьезокерамических элементов излучателя как механический процесс опи-

сывается классическим уравнением [15] 

 u&&ρ=σ⋅∇ ˆ , (1) 

а с точки зрения электрических явлений – уравнениями вынужденной электростатики 

 ,0;0 =×∇=⋅∇ ED  (2) 

которые записаны в предположении отсутствия объемных сил и свободных электрических 

зарядов при следующих обозначениях: σ̂  – тензор механических напряжений; u  – вектор 

перемещений; D , E  – векторы электрической индукции и напряженности электрического 

поля; ∇  – оператор Гамильтона; ρ  – плотность материала; точка над переменной обознача-

ет производную по времени t; "⋅", "×" – знаки скалярного и векторного произведений. 

Если ввести в рассмотрение (псевдо-) вектор [11] деформаций 

[ ]
T

121323332211
2,2,2,,, εεεεεε=ε  и (псевдо-) вектор напряжений [ ]

T

121323332211
,,,,, σσσσσσ=σ , 

содержащие независимые компоненты соответствующих тензорных величин (при этом 

( )∇+∇=ε uu5,0ˆ , индексом T обозначена операция транспонирования), то связанность меха-

нических переменных (1) с переменными электрического поля (2) определяется посредством 

уравнений состояния пьезоэлектрической среды 

V (t)

y

x

 

Рис. 1. Схема пакетного 

«продольно-изгибного» пьезоизлучателя 
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 ,ε, EDE
T SE

eec +ε=−ε=σ ;    , (3) 

где c
E
 – симметричная матрица модулей упругости, измеренных при нулевой напряженности 

электрического поля; e – матрица пьезоэлектрических модулей; εεεε
S
 – матрица коэффициентов 

диэлектрической проницаемости при постоянных деформациях. 

Для упругого элемента исследуемого пьезопреобразователя применимы аналогич-

ные (1) и (3) выражения, в которых пренебрегают электрическими полевыми величинами. 

Возмущенное движение внешней жидкой среды моделируется уравнением акустиче-

ской теории 

 φ=φ∇
&&22

w
c , (4) 

в котором φ – потенциальная функция; cw – скорость распространения звука; ∇
2
 – оператор 

Лапласа. При этом для вектора скорости v  и звукового давления p будут справедливы ра-

венства 

 φρ−=φ∇=
&

w
pv , , (5) 

где ρw – равновесное значение плотности. 

При решении задачи дифференциальные уравнения (1) и (4) дополняются начальны-

ми условиями для полей перемещений и скоростей и граничными условиями, с помощью 

которых распределяются параметры на граничных поверхностях элементов, в т. ч. на грани-

це контакта с внешней средой, а также на бесконечности. Применительно к задачам гидро-

электроупругости граничные условия группируют на условия для механических переменных 

и электрических, первые из которых формулируются аналогично условиям в задачах гидро-

упругости [16]. Условия электрической природы зависят от расположения токопроводящих 

покрытий (электродов) и способа подвода или съема электрической энергии [2]. В частно-

сти, при возбуждении пьезокерамических элементов с помощью генератора электрического 

напряжения на электродах Γi (Γi∩Γj = ∅, i ≠ j) задаются значения электростатического по-

тенциала ψ – 
i

V
i

=ψ
Γ

 (через ψ выражается напряженность электрического поля – 

ψ∇−=E ). При этом относительно электродов делаются предположения, что они являются 

весьма тонкими идеальными проводниками с пренебрежимо малой массой и жесткостью на 

изгиб и растяжение. 

Исследование нестационарных колебаний 

Решение задачи (1)–(5) строится с помощью программного комплекса ANSYS, реа-

лизующего МКЭ. В предположении, что электрическая и механическая нагрузки не зависят 

от координаты, измеряемой вдоль образующей рассматриваемого пьезоизлучателя, векторы 

предварительной поляризации элементов составного стержня находятся в перпендикуляр-

ной этой образующей плоскости, принято допущение о плоском деформированном состоя-

нии. Также ввиду симметрии схемы электромеханического нагружения и деформаций излу-

чателя относительно большой и малой осей упругой оболочки за расчетную геометрическую 

область к задаче принимается 1/4 часть полной, построение которой выполнено на основа-

нии подхода «снизу вверх» – задавались ключевые точки подобластей, через эти точки про-

водились линии и формировались площади из ограничивающих их линий. КЭ-сетка созда-

валась в режиме упорядоченного разбиения с использованием квадратичных конечных эле-

ментов, при этом занимаемые пьезокерамическими элементами площади разбивались на КЭ 

с компонентами вектора перемещений u  (ux и uy) и электрическим потенциалом ψ в качест-

ве узловых степеней свободы, а площадь под упругую оболочку – на аналогичные КЭ, но не 

содержащие переменную электрического поля. 

Следует отметить, что при составлении на языке APDL (ANSYS Parametric Design 

Language) массивов материальных свойств пьезокерамики отталкивались от следующих 

матриц упругих, пьезоэлектрических и диэлектрических постоянных (см. (3)) 
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которые записаны для поляризованного вдоль оси абсцисс пьезоэлектрика гексагонального 

класса симметрии 6 mm [15] с учетом принятого в ANSYS формата представления псевдо-

векторов механических напряжений σ  и деформаций ε . Однако в результате запуска про-

цедуры разбиения занимаемых пьезоэлементами площадей системы координат получаемых 

при этом КЭ будут совпадать с глобальной, что не отвечает варианту чередующегося векто-

ра предварительной поляризации (при условии отсутствия каких-либо подготовительных 

процедур). Поэтому разбиение замыкалось изменением оси Ox соответствующих элемент-

ных систем координат на противоположную глобальной. Изложенный прием, безусловно, не 

является единственным способом создания КЭ-моделей составных пьезопреобразователей с 

различным направлением поляризации, однако с точки зрения удобства создания расчетной 

APDL-программы его следует рассматривать как рациональный. 

Геометрическая область под акустическую среду была искусственно ограничена ду-

гой произвольного, но большего, чем габаритные размеры излучателя радиуса с центром в 

начале глобальной системы координат. При разбиении области использовались КЭ с давле-

нием p в качестве определяющей степени свободы узлов переменной, а контактирующие с 

упругой структурой акустические элементы имеют степени свободы ux, uy и p. 

Механические граничные условия заключались в задании условий симметрии для 

расположенных на осях глобальной системы координат (x = 0, y = 0) узлов. Моделирование 

отсутствия границ акустической среды на дуге выполнено с помощью специальных акусти-

ческих КЭ, позволяющих реализовать отсутствие отраженных от искусственной границы 

расчетной КЭ-модели акустических волн за счет полного их «поглощения». Для узлов, яв-

ляющихся общими как для элементов твердотельной структуры, так и акустических элемен-

тов, выполнена команда активации взаимодействия сред. При создании электрической груп-

пы граничных условий узлы на эквипотенциальных поверхностях объединялись по степени 

свободы ψ и в узлах с наименьшим номером из соответствующих множеств задавалось зна-

чение электрического потенциала (0 или V(t)) на каждом расчетном шаге нагружения. 

Располагая КЭ-моделью неизвестные функции механического перемещения ),( txu  

( ];[ yxx =  – вектор пространственных координат), электрического потенциала ),( txψ  и из-

быточного давления в акустической среде ),( txp  аппроксимируются в форме 

 ( ) )()(),(),(Ψ)(),(),()(),( ψ txxtxptxtxtxtxu
TTT

PNNUN pu ⋅=⋅=ψ⋅= , (6) 

где Nu – матрица, а 
T

ψN , 
T

pN  – векторы-строки функций формы для соответствующих пере-

менных; U(t), ΨΨΨΨ(t), P(t) – глобальные векторы узловых степеней свободы. 

Посредством вариационного принципа задача (1)–(5) с учетом КЭ-дискретизации (6) 

и граничных условий сводится к системе дифференциальных уравнений следующего вида: 

 FaKaDaM =⋅+⋅+⋅ &&& , (7) 

которая дополняется начальными условиями 
0

a  и 
0

a& , вытекающими из соответствующих 

континуальных начальных условий. В (7) a = [U, ΨΨΨΨ, P]
T
 – вектор, содержащий узловые зна-

чения расчетных величин для всей области их определения; M, В и K – глобальные матрицы 

масс, «демпфирования» и жесткости, обобщенные на случай гидроэлектромеханики; F – 

вектор внешних электромеханических воздействий. В рассматриваемом случае, когда не 
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учитываются диссипативные эффекты (D = 0), клеточную структуру входящих в систему (7) 

матриц и правой части можно представить как 

 ,,, ψψψψ
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причем матрица Muu отражает инерционные свойства твердотельной среды; матрицы Kuu, 

Kuψψψψ
, K

ψψψψψψψψ
 включают упругие, пьезоэлектрические и диэлектрические свойства системы; Mpp, 

Kpp – матрицы масс и жесткости акустической среды; Rup – «связующая» матрица; Fu, Fψψψψ
 – 

векторы приведенных к узловым механических нагрузок и электрических зарядов. 

Следует отметить, что конечноэлементная аппроксимация (6), формирование систе-

мы уравнений (7) и ее решение выполняются программным комплексом в автоматическом 

режиме и, соответственно, не требуют вмешательства пользователя. При этом решение (7) 

строится на каждом шаге по времени m∆t (m = 1, 2, …; ∆t – шаг интегрирования) с использо-

ванием классической схемы Ньюмарка при обеспечивающих устойчивость вычислительного 

процесса параметрах. 

Численные результаты 

Расчеты проводились при нулевых начальных условиях для преобразователя, сре-

динная поверхность оболочки которого имеет близкую к эллиптической форму, при этом 

большая и малая оси эллипса равны 56 мм и 18 мм соответственно, толщина оболочки – 

2 мм. Составной стержень включает 16 элементов толщиной 3 мм и высотой 10 мм. Матери-

ал оболочки – титановый сплав ВТ-6, элементов стержня – пьезокерамика марки PZT-5 (фи-

зические характеристики приведены в [5]). Акустическая среда – вода с ρw = 1000 кг/м
3
 и 

cw = 1500 м/с. 

На рис. 2 изображен фрагмент готовой конечноэлементной модели расчетной облас-

ти, на которой с использованием встроенных в ANSYS обозначений показаны граничные 

условия, направления элементных систем координат и взаимное расположение КЭ, которые 

имели место на этапе запуска на счет. Цифрами 1 и 2 на этом рисунке отмечены наиболее 

характерные точки излучателя, отцентровые перемещения которых (
)1(

x
u  и 

)2(

y
u ) позволят 

оценить продольные колебания составного стержня и изгибные колебания упругой оболоч-

ки. 

На рис. 3 представлены результаты расчета перемещений точки 1 (кривая 1') и точки 

2 (кривая 2') при возбуждении излучателя электрическим сигналом ступенчатого профиля 

(V(t) = V0H(t), где V0 ≈ 70,71 В; H(t) – единичная функция Хевисайда). Для сравнения линия-

ми 1 и 2 приведены эпюры перемещений одноименных точек, когда снаружи преобразовате-

ля вакуум. Из приведенных графиков видно, что наличие жидкой среды приводит к некото-

рому снижению уровня отцентровых перемещений точки в средней части излучающего 

фрагмента оболочки (для принятых исходных данных отличие экстремальных значений дос-

тигает примерно 12%) и увеличению перио-

да низшей формы ее изгибных колебаний 

(T1 ≈ 1,34⋅10
–4

 с – в вакууме; T2 ≈ 2,62⋅10
–4

 с 

– в воде). При этом для выбранной конфи-

гурации электрического сигнала находя-

щийся в акустической среде пьезопреобра-

зователь достаточно быстро выходит на ста-

тическое деформированное состояние (кри-

вые 1' и 2'), относительно которого имеют 

место периодические его колебания в случае 

отсутствия внешней среды (кривые 1 и 2).  

Рис. 2. Фрагмент КЭ-модели 
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При приложении к электродам погруженного в воду преобразователя синусоидаль-

ной электрической нагрузки V(t) = V0sin(ωt) с частотой ω = 2π/T2 ≈ 24⋅10
3
 1/c амплитуда ко-

лебаний точки 2 на начальном этапе исследования нарастает, затем наблюдаются практиче-

ски установившиеся во времени деформации (кривая 2', рис. 3, б). Эффективность "продоль-

но-изгибного" преобразования колебаний при таком варианте нагружения пьезоизлучателя 

позволяет оценить сопоставление кривых 2' и 1', последняя из которых отражает динамику 

изменения перемещений точки 1. Из анализа этих кривых следует, что на исследуемом про-

межутке времени максимальные перемещения точки 2, характеризующей уровень изгибных 

колебаний оболочки, превышают максимальные значения продольных перемещений состав-

ного стержня приблизительно в 14 раз. Следует отметить, что в случае возбуждения нахо-

дящегося в вакууме пьезопреобразователя синусоидальным сигналом с частотой 

ω = 2π/T1 ≈ 47⋅10
3
 1/c происходит линейное нарастание значений перемещений точки 2 с 

ростом t (кривая 2 на рис. 3, б построена с масштабным коэффициентом 0,1 для удобства 

иллюстрации результатов). Возбуждение этой же нагрузкой погруженного в жидкую среду 

преобразователя приводит к принципиально иной картине динамического поведения иссле-

дуемой точки (кривая 3, рис. 3, б). 

Выводы 

Выполненная серия расчетов и анализ результатов показали, что КЭ-модель с круп-

ной сеткой дает несколько заниженные значения. КЭ-сетка средней плотности, составленная 

из квадратичных КЭ или из соответствующих им линейных, приводит к достаточно близким 

между собой результатам при вычислении механических перемещений и электрического 

потенциала. Полученный числовой материал свидетельствует о необходимости исследова-

ния динамических процессов в пьезоизлучателе и расчете его эксплуатационных параметров 

с учетом контактирующей с ним жидкой среды. Существенное влияние на характер изгиб-

ных колебаний упругой оболочки оказывает конфигурация подводимого к электродам излу-

чателя электрического сигнала. Так, при приложении ступенчатой нагрузки деформации 

оболочки погруженного в акустическую среду преобразователя при t > 2T2 выходят на ста-

тический уровень, а для преобразователя в вакууме имеют место практически периодиче-

ские колебания относительно некоторого статического деформированного состояния. При 

воздействии синусоидальным импульсом характер изменения во времени деформаций пье-

зопреобразователя зависит от частоты электрического сигнала. Для погруженного в акусти-

ческую среду пьезопреобразователя через приближенно равный 2T2 промежуток времени с 

момента приложения нагрузки наблюдаются практически установившиеся его колебания, а 

для преобразователя в вакууме при совпадении частоты нагружения с низшей частотой из-

гибных колебаний рабочей части упругой оболочки имеет место линейное нарастание зна-

чений отцентровых перемещений в ее середине. 
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Рис. 3. Результаты КЭ-анализа 

а) – V(t) = V0; б) – V(t) = V0sin(ωt) 
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В целом, располагая КЭ-моделью, созданной через APDL-программирование, можно 

решать также различные по постановкам задачи оптимизации геометрии пьезоизлучателя 

уже на этапе его проектирования, тем самым существенно сокращать объем дорогостоящих 

натурных экспериментов или обоснованно определять рациональную программу их прове-

дения. 
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