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РЕЗОНАНСНЫЕ 
СУБГАРМОНИЧЕСКИЕ 
КОЛЕБАНИЯ БАЛКИ С ДЫШАЩЕЙ 

УСТАЛОСТНОЙ ТРЕЩИНОЙ 

Для опису коливань балки з поперечною тріщиною 

отримана квазілінійна динамічна система зі скінченним 

числом ступенів вільності. Для отримання цієї системи 

розв’язок розкладався за формами лінійних коливань. 

Метод Гальоркіна використовувався до рівнянь з час-

тинними похідними, які описують коливання балки з 

тріщиною. Аналізувались нелінійні динамічні системи з 

двома та трьома ступенями вільності, які мають вну-

трішні резонанси. В квазілінійній динамічній системі за 

допомогою методу багатьох масштабів досліджува-

лись субгармонійні коливання в області другого основ-

ного резонансу. 

Ключові слова: рівняння коливань балки з дихаю-

чою тріщиною, метод Гальоркіна, динамічна модель 

зі скінченним числом ступенів вільності, метод ба-

гатьох масштабів, основний резонанс. 

Введение 

Методы неразрушающего контроля часто основываются на анализе динамического отклика. 

Более того, некоторые современные методы основаны на анализе нелинейных колебаний конструк-

ции с трещиной [1]. Поэтому не удивительно, что предпринято много усилий для исследования коле-

баний конструкций с трещинами. В статье [2] исследуются колебания балок с двумя одинаковыми 

открытыми поперечными трещинами, которые располагаются с двух противоположных сторон бал-

ки. Шен и Пьер [3] для описания отклонения напряженно-деформируемого состояния конструкции от 

модели балки Эйлера–Бернулли ввели функции трещин и функции перемещений. В работах [4, 5] 

получена система с одной степенью свободы, описывающая колебания балки с поперечной трещи-

ной. В статье [6] представлен подробный вывод уравнений в частных производных, описывающих 

движение балки с поперечной открытой трещиной. 

В данной статье получена модель с произвольным числом степеней свободы, описывающая 

изгибные колебания балки с дышащей поперечной трещиной. Для вывода этой системы колебания 

балки раскладываются по формам собственных колебаний. Это разложение содержит параметр кон-

такта. Рассматривается случай малой трещины. Показывается, что нелинейные колебания балки с ма-

лой трещиной описываются квазилинейной динамической системой. Эта динамическая система со-

держит внутренний резонанс. Анализу подвергается динамическая система с двумя и тремя степеня-

ми свободы. Вынужденные колебания в области второго основного резонанса исследуются с помо-

щью метода многих масштабов. Показывается, что в области второго основного резонанса колебания 

являются субгармоническими.  

1. Формулировка задачи и основные уравнения колебаний 

Рассмотрим стержень, совершающий изгибные колебания. На расстоянии xc от его левого 

конца стержня расположена вертикальная трещина глубиной a. Стержень шарнирно оперт и имеет 

прямоугольное попереч-

ное сечение. Его матери-

ал изотропный и описы-

вается законом Гука. Де-

формации и перемеще-

ния точек стержня малы. 

Поэтому связь между 

ними является линейной. 

                                                      
 К. В. Аврамов, Т. П. Раимбердиев, М. Шехватова, 2016 
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Рис. 1. Эскиз балки с трещиной 
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Когда трещина закрыта, напряженно-деформируемое состояние (НДС) балки удовлетворяет гипоте-

зам Эйлера–Бернулли. Если трещина открыта, около ее вершины наблюдаются значительные возму-

щения в НДС и изменяется положение нейтральной линия стержня. Возмущения в НДС около вер-

шины трещины описываются функцией f(x, z), а изменение в положении нейтральной оси – функцией 

перемещений (x, z). Такой подход к моделированию динамического НДС стержней с трещиной рас-

сматривается в статьях [2, 4]. При колебаниях стержня берега трещины смыкаются и размыкаются. 

Такие движения описываются нелинейной моделью колебаний балки. Ближайшей целью является 

получение модели колебаний стержня с трещиной. Для описания дышания трещины вводится пара-

метр контакта . Если  = 1, трещина открыта, а при  = 0 трещина закрыта, что описывается так: 
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где xx – продольные деформации точек стержня. Напряжения и деформации в точках балки с трещи-

ной имеют вид 

 xx(x, z, t) = [–z +  f(x,z)]T(x, t)     xx(x, z, t) = [–z +  f(x,z)]S(x, t), (2) 

где xx – нормальные напряжения; T(x, t), S(x, t) – некоторые функции. Так как нейтральная линия 

балки изменяет свое местоположение вследствие трещины, то продольные перемещения u(x, z, t) 

опишутся так: u'(x, z, t) = (–z + (x, z))w''(x, t) где u' = u/x; w(x, t) – поперечные перемещения. Вид 

функции трещин f(x, z) и функции перемещений (x, z) предложен в работе [4]. Для получения урав-

нений изгибных колебаний стержня используется вариационный принцип Васидзу. В результате его 

применения уравнение изгибных колебаний с дышащей трещиной принимает следующий вид [4]: 
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где E –модуль Юнга;  – плотность материала балки; A – площадь поперечного сечения; F(x, t) – по-

перечная периодическая нагрузка, действующая на балку. Параметры модели (3)  

I, L1, K, K1, L3, L2, K2, Q1, L4, L5 представлены в работах [6, 3]. В дальнейшем рассмотрим вынужден-

ные колебания стержня под действием сосредоточенной силы: F(x, t) = F0(x – l*)cos(t), где l* – зна-

чение координаты  приложения сосредоточенной силы; () – дельта функция. Систему уравнений 

(3) представим в другой удобной для анализа форме 
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Для получения уравнений колебаний балки с дышащей трещиной с конечным числом степе-

ней свободы воспользуемся методом Бубнова–Галеркина. Тогда поперечные колебания стержня 

представим так: 

   
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где u(t), u2(t), … – обобщенные координаты системы; Wj(x) – собственные формы колебаний непо-

вреждённого стержня; Cj(x) – собственные формы колебаний балки с трещиной. Итак, при  = 1 коле-

бания раскладываются по собственным формам стержня с трещиной, а при  = 0 движение расклады-

вается по собственным формам балки без трещины. 

Для исследования колебаний стержня с дышащей трещиной воспользуемся уравнениями 

движения (4). Поперечные перемещения стержня представим в виде разложения (5). В результате 

применения метода Бубнова–Галеркина получим нелинейную динамическую систему с конечным 

числом степеней свободы. Эту систему в матричной форме представим так: 



ДИНАМИКА И ПРОЧНОСТЬ МАШИН 

ISSN 0131–2928. Пробл. машиностроения, 2016, Т. 19, № 2 27 

 










,0)(;)cos(

0)(;)cos(

uGtuuuu

uGtuuu

(C)(u)
C

(s)
C

(c)

(UN)(s)
UN

(un)

fGGDM

fGDM




 (6) 

где i

N

i

uiiuG 



1

2 π)5,0sin()( ; ij
UN

ij ALM δρ5,0)(  ; ji
S

ijUN
L

ij
EIG δ

π
5,0

3

422
)(
,  ; ;)(0

)(
 lWFf i

UN
i  



L

iij
C

ij xdCAM

0

2)( ρδ ; )(0
)(

 lCFf i
C

i ; 
1γ1γ 

QQ ; 
1γγ 

 BB . Слагаемое uD  описывает внутреннее 

трение в материале стержня. 

Получена кусочно-линейная динамическая система (6) с N степенями свободы. Подчеркнем, 

что часть этой системы, которая описывает движение балки с закрытой трещиной, удовлетворяет 

условию G(u) < 0. В этом случае матрицы масс и жесткости системы (UN)
M  и (S)

UNG  являются диаго-

нальными. Движения с открытой трещиной описываются системой (6) при G(u) > 0. В этом случае 

матрица масс системы 
(C)

M  является диагональной, а матрица жесткости состоит из суммы симмет-

ричной (S)
CG  и несимметричной (UN)

CG  матриц. 

Приведем динамическую систему (6) к безразмерным переменным и параметрам с помощью 

соотношений 
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где 1 – собственная частота изгибных колебаний неповрежденного стержня. 

Теперь покажем, что при малых поперечных трещинах система (6) является квазилинейной. 

Условие малости трещины представим так: a/d = , где 0 <  << 1 – малый параметр. Можно пока-

зать, что выполняется следующее матричное соотношение: 
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Подчеркнем, что матрица (S)
UNΔG  является симметричной. Отметим, что выполняются следу-

ющие матричные соотношения: 
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где M – диагональная матрица. Балка имеет малое демпфирование, что описывается матричным со-

отношением DD
~

ε . Рассмотрим случай малой сосредоточенной поперечной силы (UN)(UN)
ff
~

ε , 
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ε . Тогда динамическую систему (6) представим так: 
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где H(x) – функция Хевесайда. Подчеркнем, что порождающая часть системы (10) является линей-

ной. Она представлена в главных координатах. 

2. Асимптотический анализ резонансных колебаний 

Для исследования нелинейных колебаний оставим два слагаемых в разложении (5). Тогда не-

линейная динамическая система (10) имеет две степени свободы. Функция  ξG  этой системы при-

нимает следующий вид:   1ξξ G . Отметим, что безразмерные собственные частоты порождающей 

линейной системы (10) 
2ω jj   удовлетворяют условию внутреннего резонанса 21 ωω4  . В даль-

нейшем рассмотрим вынужденные колебания конструкции в условиях второго основного резонанса 
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где  – параметр расстройки. Для исследования нелинейной динамической системы (10) воспользу-

емся методом многих масштабов [7]. Введем временные масштабы 0 = , 1 = , … . Движение ди-

намической системы (10) представим так: ...,,...)τ,(τε,...)τ,(τ 1010  ξξξ 0  где )ξ,...,(ξ ,01,0 N0ξ , 

)ξ,...,ξ( 1 Nξ . В результате получим следующие системы уравнений в частных производных, кото-

рые в матричном виде таковы: 
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где E – единичная матрица; ),diag(
~

21 ddD . Решение уравнений (12) представим так: 

),τωexp()(τ)τωexp()(τξ 0101,0 jjjjj iAiA   где функция )(τ1jA  является комплексно- сопряженной к 

Aj(1); i – мнимая единица. Введем следующую замену переменных: Aj(1) = 0,5aj(1)exp[ij(1)]. В 

дальнейшем анализе воспользуемся разложением 
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Решения (14) введем в систему уравнений (13) и приравняем нулю секулярные слагаемые, по-

лучим систему модуляционных уравнений относительно действительных переменных (a1, a2, 1, 2) в 

следующем виде: 
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где элементы матрицы G находятся так: G = {Gij}; 
(U)
C

(S)
UN GΔGG

~
 . 

Обобщенные координаты динамической системы (10) и переменные системы модуляционных 

уравнений (15) связаны между собой  

 )()cos(ξ);(
44

cosξ 222
1

11 






 



 OaOa .  (16) 

Периодические колебания в динамической системе (10) описываются неподвижными точками 

автономной системы модуляционных уравнений (15)  2211 ,,,  aa , которые удовлетворяют соотно-

шениям 02121  aa . Эти неподвижные точки находятся из системы четырех нелинейных 

алгебраических уравнений, которая решается численно. 
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Теперь исследуем устойчивость периодических движений в механической системе (10). Ана-

лиз устойчивости периодических движений сводится к исследованию устойчивости неподвижных 

точек модуляционных уравнений (15). Для анализа устойчивости неподвижных точек  2211 ,,,  aa  

определим их характеристические показатели . Для этого введем малые возмущения около непо-

движных точек  22221111 ,,,  aaaa . Эволюция этих малых возмущений с течением 

времени описывается системой уравнений в вариациях, которая является системой обыкновенных 

дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами 

  
 
 

 TT
aaaa 21212121 






2121

4321

,,a,a

F,F,F,F
, (17) 

где 
 
 2121

4321

,,a,a

F,F,F,F




 – матрица Якоби векторного поля (15), вычисленная при  2211 ,,,  aa ; верхний 

индекс T обозначает транспонирование вектора. 

Прогиб балки w(x, ) при колебаниях представим так: 

      .)()cos()(γ1)(γ
44

cos)(γ1)(γτ),( 2222
1

111
1 







 



 OaxWxCaxWxCdxw  (18) 

Итак, период колебаний балки в четыре раза больше периода внешней силы. В колебаниях 

балки присутствуют две гармоники с частотами 0,25 и . Подчеркнем, что в рассматриваемом резо-

нансе колебания балки субгармонические, что объясняется наличием трещины. 

3. Численный анализ 

Численные расчеты проводились для следующих значений параметров конструкции: 

 2d = 110
–2

 м;     b = 110
–2

 м;     E = 2,110
11

 Па;      = 7800 кг/м
3
;     L = 0,2 м; 

 l*/L = 0,2;     xc = L/2;     a = 0,0310
–2

 м;      = 110
–2

;     d1 = d2 = 0,4;     004,0
ωρ5,0 2

1

0 
ALd

F
. 

где b –ширина поперечного сечения балки. 

 

a2 

 

 

Рис. 2. Амплитудно-частотные характеристики в области второго основного резонанса 
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Для исследования колебаний в области второго основного резонанса численно определялись 

неподвижные точки системы модуляционных уравнений (15). Для этого решалась система нелиней-

ных алгебраических уравнений при различных значениях параметра расстройки . Результаты расче-

та представлены на амплитудно-частотной характеристике (рис. 2). Здесь по оси ординат показывает-

ся a2, а по оси абсцисс – параметр расстройки . Исследовалась устойчивость неподвижных точек 

модуляционных уравнений. Для этого рассчитывались характеристические показатели из проблемы 

собственных значений для матрицы Якоби (17). Подчеркнем, что все решения, представленные на 

рис. 2, являются устойчивыми. На амплитудно-частотной характеристике наблюдается один пик ко-

лебаний при  = 0. Подчеркнем, что вид амплитудно-частотной характеристики в области второго 

основного резонанса близок к линейному. Однако эта характеристика описывает субгармонические 

колебания балки (18), которые являются нелинейными. 

Для проверки асимптотических результатов, полученных методом многих масштабов, прово-

дилось прямое численное интегрирование динамической системы (10). Начальные условия для чис-

ленного интегрирования определялись из асимптотических решений. Движение на временном интер-

вале t  [0; 100000] рассматривалось как переходной процесс и поэтому не анализировалось. Чис-

ленно исследовались вынужденные колебания в диапазоне   [–5; 5]. Во всей этой области наблю-

дались моногармонические периодические колебания. Амплитуды периодических колебаний пред-

ставлены на рис. 2 маленькими ромбами. Результаты прямого численного интегрирования динамиче-

ской системы (10) и асимптотические данные близки, что свидетельствует о правильности асимпто-

тических решений. 

Итак, появление субгармонических колебаний в области одного из основных резонансов мо-

жет быть диагностическим признаком наличия трещины в конструкции. 

Выводы 

Используя уравнение в частных производных, описывающее колебания стержня с поперечной 

трещиной, получена нелинейная модель с конечным числом степеней свободы, описывающая коле-

бания конструкции. Для вывода этой модели используется метод Галеркина. Поперечный прогиб 

раскладывается по собственным формам. Подчеркнем, что полученная динамическая модель имеет 

произвольное число степеней свободы. В статье рассматривались динамические системы с двумя 

степенями свободы. Показано, что колебания стержня с малыми трещинами описываются квазили-

нейной динамической системой. 

Метод многих масштабов применялся для исследования резонансных колебаний в области 

второго основного резонанса, где наблюдаются субгармонические колебания стержня. Амплитудно-

частотная характеристика системы имеет один экстремум. Все колебания, представленные на ней, 

являются устойчивыми. 
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