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ОБ ОДНОМ НОВОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ 
ПРОСТРАНСТВЕННОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ УПРУГОГО СЛОЯ 

Строится точное решение смешанной задачи теории упругости для пространственно-
го слоя с учетом наличия внутри слоя произвольно ориентированной сосредоточенной 
силы, когда на одной грани заданы напряжения, а другая закреплена. В отличие от 
традиционных подходов к такой задаче, основанных на использовании методов Папко-
вича–Нейбера и Трефтца, сводящих уравнения Ламе к последовательности гармониче-
ских с неразделенными граничными условиями, что существенно усложняет технику 
построения решения. Здесь используется новый подход, основанный на приведении 
уравнений Ламе к одному независимо решаемому и двум совместно решаемым уравне-
ниям. При этом граничные условия тоже разделяются. Методом интегральных преоб-
разований указанные два уравнения приводятся к одномерной векторной краевой задаче. 

Будується точний розв’язок змішаної задачі теорії пружності для просторового шару з 
урахуванням наявності усередині шару довільно орієнтовної зосередженої сили, коли на 
одній грані задаються напруження, а інша закріплена. На відміну від традиційних під-
ходів до розв’язання такої задачі, які базуються на використанні методів Папковича–
Нейбера і Трефтца, що зводять рівняння Ламе до послідовності гармонійних з нерозді-
леними граничними умовами, що суттєво ускладнює техніку побудови розв’язку. Тут 
використовується новий метод, який базується на зведенні рівнянь Ламе до одного, що 
незалежно розв’язується, і двох сумісно розв’язуваних. При цьому граничні умови та-
кож розділяються. Методом інтегральних перетворень вказані два рівняння зводяться 
до одновимірної векторної крайової задачі. 

1. Введение 
Решение задачи о напряженном состоянии в упругом полупространстве, создавае-

мом сосредоточенной в его точке силой, получено в работе [1]. Поповым Г. Я. в работе [2], 
при помощи метода [3] строится точное решение смешанной задачи теории упругости для 
четверти пространства. В данной работе приводится обобщение указанного подхода к задаче 
для слоя с учетом наличия внутри него произвольно ориентированной сосредоточенной си-
лы. В отличие от четверти пространства, в задаче для слоя необходимо учитывать не только 
убывающее решение, но и растущее, а наличие объемных сил приводит к неоднородности 
приведенной системы уравнений Ламе, что в общем существенно усложняет расчет. 

2. Постановка задачи 
Для пространственного слоя −∞ < x < ∞, −∞ < у < ∞, 0 < z < h ставится такая задача: 

на грани z = 0 задаются напряжения 
 σz|z=0 = −p(x,y),     τzx|z=0 = 0,     τzy|z=0 = 0; (1) 
на грани z = h – смещения 
 uz|z=h = 0,     ux|z=h = 0,     uy|z=h = 0. (2) 

Кроме того, в точке слоя (x = a, y = 0, z = c) приложена произвольно ориентирован-
ная сосредоточенная сила P = (P1, 0, P3), которую можно трактовать как задание в уравнени-
ях Ламе интенсивностей объемных сил 
 qx = P1δ(x–a)δ(y)δ(z–c),     qу = 0,     qz = P3δ(x–a)δ(y)δ(z–c), 
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Требуется определить поле смещений в упругой среде. 

3. Метод решения 
Согласно [2], [3] введем обозначения  

 ux, uy, uz = u, v, w, 
и для функции f(x, y, z) 

 
x
f
∂
∂ = f 

′
,     

y
f
∂
∂ = f˙,     

z
f
∂
∂ = f

’
. 

Введем две новые функции 
 Z = u′ + v•,     Z* = v′ – u•. 

Система уравнений Ламе после введения обозначений примет вид 
 ∆u + µ0(Z + w’)' = −qx·G–1 
 ∆v + µ0(Z + w’)· = 0, (3) 
 ∆w + µ0(Z + w’)’ = −qz·G–1, 
где Δ – оператор Лапласа, G – модуль сдвига, µ0 = (1 – 2µ)−1. 

Уравнения (3) расщепляются на следующие совместно решаемые 
 ∆w + µ0(Z + w’)’ = −qz·G–1,     ∆Z + µ0�xy(Z + w’) = −qx'·G–1, (4) 
где �xyf(x, y, z) = f ″ + f ¨. 

Независимо решаемое уравнение 

 ∆Z*= Gqx
•

. (5) 
Если функции w и Z будут найдены из системы (4), а Z* из уравнения (5), то для оты-

скания смещений u и v следует решить уравнения Пуассона 
 �xy u = Z' – Z*˙,     �xy v = Z˙ – Z*' (6) 

Граничные условия (1) запишем в виде [2] 
 2Gµ0[µZ + (1 – µ)w’]z=0 = −p(x, y) (7) 
 G[�xyw + Z ’]z=0 = 0,     Z*’|z=0 = 0, 
а граничные условия (2), используя введенные функции, примут вид 
 w|z=h = 0,     Z|z=h = 0,     Z*|z=h = 0. (8) 

4. Сведение поставленной задачи к векторной одномерной краевой задаче 
Перейдем в приведенных соотношениях от искомых и заданных функций к транс-

формантам Фурье по переменным y и x 

 wβα(z) = w
∞

−∞
∫ (x,y,z)eiβyeiαxdydx, Zβα(z)= Z

∞

−∞
∫ (x,y,z)eiβyeiαxdydx. (9) 

Аналогично определяются трансформанты uβα(z), vβα(z), Z*
βα(z), pβα, qx

βα(z), qx
βα(z). 

На языке введенных трансформант уравнения (4) запишутся в виде одномерной сис-
темы 
 w″βα(z) − µ*

−1N2wβα(z) + µ*
−1µ0Z′βα(z) = −(2Gµ0)–1·qz

βα(z),     0 < z < h (10) 
 Z″βα(z) − N2[µ*Zβα(z) + µ0w′βα(z)] = iαG–1·qx

βα(z),     N2 = α2 + β2,     µ* = 2(1 − µ)µ0, 
а граничные условия для этой системы (7), (8) примут вид 
 −N2wβα(0) + Z′βα(0) = 0, 
 2G[µZβα(0) + (1 − µ)w′βα(0)] = −(1 − 2µ)pβα, (11) 
 wβα(h) = 0,     Zβα(h) = 0. 

Если будет решена краевая задача (10), (11), то трансформанты смещений uβα(z) и 
vβα(z) найдем из уравнений (6), применив к ним преобразование Фурье (9). В результате по-
лучим 
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 uβα(z) = iN–2(αZβα(z) − βZ*
βα(z)),     vβα(z) = iN–2(βZβα(z) + αZ*

βα(z)). (12) 

5. Решение векторной задачи (10), (11) 
Для решения краевой задачи введем искомый вектор y(z) и матрицы 

 y(z)=
w
Z
βα

βα

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

     Q=
1

*
2

0
0N
μ−⎛ ⎞

⎜ ⎟
−⎝ ⎠

     P=
1

*

*

0
0
μ

μ

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

тогда систему (10) можно записать в векторном виде 
 L2y(z) ≡ I·y″(z) + µ0Qy′(z) − N2Py(z) = f(z),     0 < z < h. (13) 

Найдем убывающее Y–(z) и растущее Y+(z) (z→∞) решение уравнения  
 L2Y(z) = 0 (14) 
в виде (постоянный множитель отбрасываем) 

 0 1
2

0 1

ѓ К( ѓИ) ѓ К
( )

ѓ Кѓ К( ѓИ)
Nz Nz z

Y z e
N z Nz

± + ±⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
m

m

m

m m
,     κ = 3 − 4µ,     µ1 = (2 − 2µ)−1. 

Так как задача поставлена для слоя, при построении решения учитываются оба ре-
шения уравнения (14) Y–(z), Y+(z), в отличие от [2], где для четверти пространства растущее 
решение отбрасывалось. 

Решение задачи (10), (11) будем искать в виде 

 y(z) = ∫Φ
h

0

(z,ξ)fβα(ξ)dξ + Y–(z)C0 + Y+(z)C1, 

где fβα(ξ) = G–1δ(ξ – c)eiαa 3

1ѓ
P

i P
−⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

,     C0 = (C0
0, C0

1)T,     C1 = (C1
0, C1

1)T. 

Фундаментальную матрицу уравнения (13) Φ(z, ξ) будем искать с помощью инте-
грального преобразования Фурье [4]. 

 yσ= ∫
∞

∞−

y (z)eiσzdz. (15) 

Применив преобразование (15) к уравнению (13): 
 –σ2I·yσ – µ0Qiσyσ – N2Pyσ = fσ 
с учетом того, что –σ2 = (–iσ)2, получим ((–iσ)2I + µ0Q(–iσ) − N2P)yσ = fσ или 
 yσ = M–1(–iσ) fσ (16) 
применим к (16) обратное преобразование Фурье с подстановкой (15) 

 y(z)= ∫
∞

∞−
σπ

y
2
1 e–iσzdσ= ∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−

−

π
1

2
1 M (–iσ)fσe–iσ(z–ξ)dσdξ. 

Тогда по определению фундаментальной матрицы получим 

 Φ(z – ξ) = ∫
∞

∞−

−

π
1

2
1 M (–iσ)e–iσ(z–ξ)dσ. 

Если сделать замену переменных s = −iσ, получим формулу в общем виде 

 Φ(z–ξ)=± ∫
±

−π
C

T

i Ns
M

2222
1

)(
es(z–ξ)ds, 

ѓ М0
ѓ М0

z
z
− >
− <

  

Где C± – замкнутый контур, охватывающий полюса s = ±|N| или σ = m iN. Найдем 
вычеты в точках σ = iN и σ = –iN соответственно 
 φ+ = eNy(4N3)–1(1 – Ny),     φ– = e–Ny(4N3)–1(1 + Ny),     y = z – ξ 
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Построим матрицы Φ+, Φ–  по формулам [2] 
 Φ± = Iφ±

″ – µ0Qφ±
′ – N2P–1φ± 

после вычислений получим  

 Φ± = µ0(4N)–1e±Ny
1

2 1

ѓ Иѓ К
ѓ К( ѓИ)

Ny y
yN Ny

−
∗

−
∗

⎛ ⎞− ±
⎜ ⎟
− −⎝ ⎠m

, 
ѓ М0
ѓ М0

z
z
− >
− <

 

В результате фундаментальная матрица уравнения (13) примет вид 

 Φ(z – ξ) = µ0(4N)–1e–N|z–ξ| 
1

2 1

ѓ Иѓ Мѓ К( ѓМ)
( ѓМ) ѓ К( ѓ МѓИ)

N z z
z N N z

−
∗

−
∗

⎛ ⎞− − − −
⎜ ⎟⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠

. 

Вектора C0 = (C0
0, C0

1)T, и C1 = (C1
0, C1

1)T найдем, удовлетворив граничные условия 
(11) задачи. 

В результате получена система алгебраических уравнений: 
 μ1

–1NC0
0 + (µ*μ0)–1C0

1 + μ1
–1NC1

0 – (µ*μ0)–1C1
1 = – (μ0G)–1pβα– 

 –(4NG)–1eiαae–Nc(N2P3c + μ1
–1NP3 – µ*

–1iαNP1c + (µ*μ0)–1iαP1), 
 NC0

0 + C0
1 – NC1

0 + C1
1 = (4NG)–1eiαae–Nc(μ0N2P3c + NP3 – μ1iαNP1c + iαP1), 

 –e–Nhμ0(Nh + κ)C0
0 + e–Nhhμ1C0

1 + eNhμ0(–Nh + κ)C1
0 – eNhhμ1C1

1 = 
 = –(4NG)–1eiαae–N(h–c)(μ0NP3(h – c) + μ0P3κ + μ1(h – c)iαP1), 
 –e–Nhμ0N2hC0

0 + e–Nhμ1(Nh – κ)C0
1 + eNhμ0N2hC1

0 + eNhμ1(Nh + κ)C1
1 = 

 = –(4NG)–1eiαae–N(h–c)(μ0N2P3(h – c) + μ1N(h – c)iαP1 – μ1iκP1), 
решение которой имеет вид 
 C0

0 = –(μ0μ1GNDβα)–1pβα(e4Nh + e2NhTN
–) – 

 –(4μ0GN2Dβα)–1eiαae–Nc[e2NcNDN
– + e2Nh{2(Nh)2κ–1AN

– – NCN
–(2Nhκ–1 – 1)} + 

 + e2Nhe2Nc{–2(Nh)2AN
+ + 2Nhκ–1(NcκAN

+ + PN
–) + Ncκ–1AN

+ – PN
+} + e4Nh(NcκAN

– + PN
+)], 

 C0
1 = (μ0μ1GDβα)–1pβα(e4Nh – e2NhLN

+) + 
 + (4μ1GNDβα)–1eiαae–Nc[–e2NcFN

+ + e2Nh{–2(Nh)2κ–1AN
– + FN

–(2Nhκ–1 + 1)} + 
 + e2Nhe2Nc{–2(Nh)2AN

+ + 2Nhκ–1(NcκAN
+ + KN

–) + Ncκ–1AN
+ – KN

+} + e4Nh(NcκAN
– + KN

+)], 
 C1

0 = –(μ0μ1GNDβα)–1pβα(e2NhTN
+ + 1) – (4μ0GN2Dβα)–1eiαae–Nc[NCN

– – e2Nc(NcκAN
+ + PN

–) + 
 + e2Nh{2(Nh)2κ–1(κAN

+ + Nc(2μ0P3N – μ1iαP1)) + (2Nhκ–1 + 1)(NcκAN
– + PN

+)} – 
 –e2Nhe2Nc{2(Nh)2AN

+ – (2Nhκ–1 + 1)NDN
–}], 

 C1
1 = (μ0μ1GDβα)–1pβα(e2NhLN

– – 1) + (4μ1GNDβα)–1eiαae–Nc[FN
– + e2Nc(NcκAN

+ + KN
–) + 

 + e2Nh{2(Nh)2κ–1(κAN
+ + Nc(2μ0P3N – μ1iαP1)) + (–2Nhκ–1 + 1)(NcκAN

– + KN
+)} + 

 + e2Nhe2Nc{2(Nh)2AN
+ + (–2Nhκ–1 + 1)FN

+}], 
где Dβα = κ(e4Nh + 1) + e2Nh(4(Nh)2 + κ2 + 1), TN

± = 2μ1κ–1(Nh)2 ± 2κ–1Nh + 1, 
LN

± = 2μ0κ–1(Nh)2 ± 2κ–1Nh + 1, AN
± = NP3μ0 ± iαP1μ1, FN

± = NcAN
± + iαP1μ1κ, DN

± = cAN
+ ± κP1μ0, 

CN
– = cAN

– + κP1μ0, KN
± = ½μ1(1 + κ2)iαP1 ± 2μ1

–1NP3, PN
± = 2μ0

–1iαP1 ± ½μ0(1 + κ2)NP3. 
Введем дополнительно обозначения 

 BN
± = 2NcAN

μ ± κAN
±,     SN

± = κBN
μ ± AN

±,     S'N± = κBN
± ± AN

μ,     Mβα
± = eNzBN

± – e–NzAN
μ, 

 Rβα
± = eNzAN

± + e–NzBN
μ,     Vβα

± = ½eNzSN
– ± e–NzFN

–,     Wβα
± = ½eNzSN

+ ± e–NzFN
+, 

 wβα
0(z) = (GDβα)–1pβα[4Nh(z – h)e2NhshNz + 2(z – 2μ1

–1h)e2NhchNz – 
 – 2(μ1N)–1κe2NhshNz + κzeNz – (μ1N)–1κeNz + κzeN(4h–z) + (μ1N)–1κeN(4h–z)], 
 Zβα

0(z) = (GDβα)–1pβα[4N2h(h – z)e2NhchNz – 2N(z + 2μ0
–1h)e2NhshNz + 

 + 2μ0
–1κe2NhchNz – κzNeNz – μ0

–1κeNz + κzNeN(4h–z) – μ0
–1κeN(4h–z)], 
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 Εβα(z) = Zβα
0(z) + (4NGDβα)–1eiαae–Nc[Nz﴾eN(4h–z)(2NcAN

– + κ2AN
+) + 2Nhe2NhMβα

+ + e2NhRβα
–– 

 –κe2NcMβα
– – 4(Nh)2AN

+eN(2h+2c–z) – 2NheN(2h+2c)Rβα
+ – eN(2h+2c){eNz(2NcAN

+ + κAN
–) + 

 + κ2e–NzAN
+}﴿ + κeNzFN

– – ½κeN(4h–z)SN
– + 2(Nh)2e2NhMβα

+ + 2Nhe2N(h+c)Wβα
– – 2Nhe2NhVβα

+ + 
 + κe2NhVβα

– + κe2NcWβα
+ + 4(Nh)2e2N(h+c)AN

+chNz + ½κe2N(h+c){eNzSN
– + e–Nz(κ–1BN

–+½κ2AN
+)}]. 

Получим решение задачи 
 wβα(z) = wβα

0(z) + (4NG)–1eiαae–N|z–c|(μ0P3κ + |z – c|AN
±)+ 

 +(4NGDβα)–1eiαae–Nc[κzeN(4h–z)BN
+ + κzeNzAN

– + 2Nhze2NhMβα
+ + ze2NhRβα

– – 
–κze2Nc{eNzBN

– + e–NzAN
+} – 4z(Nh)2AN

+eN(2h+2c–z) + 2zNhRβα
+e2N(h+c) – ze2N(h+c){eNzBN

– + κ2e–NzAN
+} – 

 – κeNzCN
– – 2Nh2e2NhMβα

+ – 2he2Nh{½eNzS'N+ + e–NzNDN
+} + κeN(2h–z)CN

– +  
 +κeN(2c–z)DN

+–4Nh2chNze2N(h+c)AN
++2he2N(h+c){NeNzDN

–+½e–NzS'N–}+κeN(2h+2c+z)DN
–+ 

 + κ(2N)–1[{eN(4h–z) – eN(2h+z)}S'N+ + eN(2c+z)SN
+ + eN(2h+2c–z){κ–1BN

– – κ2AN
–}]], 

 Zβα(z) = (4NG)–1eiαae–N|z–c|(NzAN
± – FN

±) + Εβα(z). 

6. Отыскание Z*(x,y,z) и завершение построения решения задачи 
Относительно функции Z*(x, y, z) получена краевая задача 

 ∆Z*= G
qx

•

,     Z*’|z=0 = 0,     Z*|z=h = 0, 

которая в трансформантах Фурье выглядит так: 
 Z*

βα
″(z) − N2Z*

βα(z) = −iG–1βqx
βα(z),     0 < z < h,     Z*

βα
′(z) = 0,     Z*

βα(h) = 0. (17) 
Решение задачи (17) будем искать в виде 

 Z*
βα(z) = ∫

h

G
0

(z,ξ)fβα(ξ)dξ 

где G(z, ξ) – функция Грина [4], в данном случае 

 G(z, ξ) =
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
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 fβα(ξ) = −iG–1βqx
βα(z), 

 qx
βα(ξ) = ∫ ∫

∞
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∞

∞−
xq (x,y,z)eiαx+iβydxdy = P1δ(ξ–c) ∫

∞

∞−

δ (x–a)eiαxdx ∫
∞

∞−

δ (y) eiβydy = P1δ(ξ–c)eiαa 

После вычислений решение примет вид 
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преобразуем его 

 Z*
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Если к первой строке, т. е. где z−c > 0 прибавить и отнять e−N(h-c+z), а ко второй 
(z − c < 0) – eN(z-h-c) и преобразовать, то получим решение 

 Z*
βα(z) =

chNhNG
Pei ai

⋅
β α

2
1 [e−N|z-c|chNh − chNh·e−N(h-z) + shN(h − c)·e−Nz] (18) 

Учитывая (12) и (18) решение поставленной задачи запишем в виде 
 uβα(z) = ieiαa(4N3G)–1[e–N|z–c|{αμ0P3N2(z – c) + iα2μ1P1N|z – c| + iμ1P1(β2 + κ(β2 – α2))} – 
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 –2iP1β2(chNh)–1(chNc·e–N(h–z) – shN(h – c)eNz)] + iαN–2Εβα(z), 
 vβα(z) = ieiαa(4N3G)–1[e–N|z–c|{βμ0P3N2(z – c) + iαβμ1P1N|z – c| – iαβμ1(1 + 2κ)P1)} + 
 + 2iP1αβ(chNh)–1(chNc·e–N(h–z) – shN(h – c)eNz)] + iβN–2Εβα(z). 

7. Проверка решения 
Решение построено на основе уравнений, полученных путем дифференцирования 

первых двух уравнений из системы уравнений Ламе. Поэтому может оказаться, что эти 
уравнения могут быть не удовлетворены [5]. Для того чтобы доказать правильность полу-
ченного решения, нужно показать, что оригиналы трансформант удовлетворяют первым 
двум уравнениям из системы уравнений Ламе или, что функции (12) удовлетворяют указан-
ным уравнениям, трансформированными по Фурье, т. е. уравнениям 
 u″βα(z) − N2uβα(z) − iαµ0[w′βα(z) + Zβα(z)] = −G–1·qx

βα(z), 
 v″βα(z) − N2vβα(z) − iβµ0[w′βα(z) + Zβα(z)] = 0. 

Если подставить сюда (12), а также вытекающие из (12) равенства 
 u″βα(z) = iN–2(αZ″βα(z) − βZ*

βα″(z)),     v″βα(z) = iN–2(βZ″βα(z) + αZ*
βα″(z)), 

то оба уравнения, учитывая (17), перейдут во второе уравнение из (10), которое было удов-
летворено при получении решения (12). Таким образом, правильность решения обоснована. 

8. Два случая сосредоточенной силы P = (P1, 0, P3): 1) P1 ≠ 0, P3 = 0, 2) P3 ≠ 0, P1 = 0 
Введем обозначения 

 Mi = κzeN(4h–z)(κμ2Nc)μκzeNz + 2Nhze2Nh{eNz(κμ2Nc) ± e–Nz} + ze2Nh{μeNz + e–Nz(κμ2Nc)} – 
 –κze2Nc{eNz(κ + 2Nc) + e–Nz} – 4z(Nh)2eN(2h+2c–z) + 2zNhe2N(h+c){eNz + e–Nz(κ ± 2Nc)}μ 
μ ze2N(h+c){eNz(κ ± 2Nc) ± κ2e–Nz} ± κceNzμκ2ceN(4h–c) – 4Nh2chNze2N(h+c) – 2Nh2e2Nh{eNz(κμ2Nc) ± 
 ± e–Nz} ±2he2Nh{eNz(Ncκ + ½(1μκ2)) + e–NzNc} + 2he2N(h+c){eNzNc + e–Nz(Ncκμ½(1μκ2))} ± 
 ± cκ2eN(2h+z)μcκeN(2h–z) + cκ2eN(2c+z) + cκeN(2c–z) + cκeN(2h+2c+z) + ceN(2h+2c–z) – 
 –½(1μκ2)κN–1{±eN(4h–z)μeN(2h+z) + eN(2c+z)μ(1 + κ2)(1μκ2)–1eN(2h+2c–z)},     i=1,2. 
 Hi = Nz[eN(4h–z)(κ2μ2Nc)μκeNz + 2Nhe2Nh{eNz(κμ2Nc) ±e–Nz} + e2Nh{μeNz – e–Nz(κμ2Nc)} + 
 + κe2Nc{μeNz(κ ± 2Nc) + e–Nz} – 4(Nh)2eN(2h+2c–z) + 2Nhe2N(h+c){eNz + e–Nz(±κ + 2Nc)} – 
– e2N(h+c){eNz(μκ + 2Nc) + κ2e–Nz}]μeNzNcκ – κeN(4h–z)(μNcκ + ½(1 ± κ2)) + 2(Nh)2e2Nh{eNz(κμ2Nc) ± 
 ± e–Nz} – 2Nhe2Nh{eNz(μNcκ + ½(1 ± κ2)) + e–NzNc} + κe2Nh{eNz(μNcκ + ½(1 ± κ2)) – e–NzNc} + 
 + 2Nhe2N(h+c){–eNzNc + e–Nz(Ncκ + ½(1 ± κ2))} + κe2N(h+c){eNz(μNcκ + ½(1 ± κ2)) + 
 + e–Nz(Ncκ–1 + ½(1 ± κ2))},     i = 1, 2. 

В случае P1 ≠ 0, P3 = 0 решение имеет вид 
 wβα(z) = wβα

0(z) + iαµ1eiαa(4NG)–1P1[e–N|z–c|(z – c) + e–NcDβα
–1M1], 

 Zβα(z) = Zβα
0(z) + iαµ1eiαa(4NG)–1P1[–e–N|z–c|(κ – N|z – c|) + 

 + e–NcDβα
–1﴾H1 – 2Nhκ(eN(2h–z) + eN(2h+2c–z)) + κ2{eNz – eN(2h–z) + eN(2c–z)}﴿]. 

Во втором случае P3 ≠ 0, P1 = 0 
 wβα(z) = wβα

0(z) + µ0eiαa(4G)–1P3[Ne–N|z–c|(N|z – c| + κ) + 
 + e–NcDβα

–1﴾M2 + 2hκ(eN(2h+2c+z) – eN(2h–z)) – κ2N–1{eNz – eN(2h–z) + eN(2c–z) – eN(2h+2c+z)}﴿], 
 Zβα(z) = Zβα

0(z) + µ0eiαa(4G)–1P3[Ne–N|z–c|(z – c) + e–NcDβα
–1H2]. 

Трансформанты смещений найдены. Воспользуемся формулами обращения 

 w(x, y, z) = 2
1

4
( )w z

∞ ∞

βαπ
−∞ −∞
∫ ∫ e–iβye–iαxdβdα,     Z(x, y, z) = 2

1
4

( )Z z
∞ ∞

βαπ
−∞ −∞
∫ ∫  e–iβye–iαxdβdα, 

Для перехода от двухмерного интеграла к одномерному применим формулу [6] 
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∞

∞−

∞

∞−
π F e–iαx–iβydαdβ = ( )dtyxtJttF 22

0
0)( +∫

∞

 

Тогда решение примет вид 

 w(x, y, z) = [ ( ) ηξηξη−+ξ−⋅ ∫ ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞
−
βαπ ddpyxtJDG ),()()( 22

0
0

1
2

1 [4th(z – h)e2thshtz + 2(z – 

 –2μ1
–1h)e2thchtz – 2(tμ1)–1κe2thshtz + κzetz – (tμ1)–1κetz + κzet(4h–z) + (tμ1)–1κet(4h–z)] + 

 ¼ ( )22
0 )( yaxtJ +− ﴾e–t|z–c|(μ0P3κ + |z – c|AN

±) + e–tcDt
–1[κzet(4h–z)Bt

+ + κzetzAt
– + 

 + 2thze2thMt
+ + ze2thRt

– – κze2tc{etzBt
– + e–tzAt

+} – 4z(th)2At
+et(2h+2c–z) + 2zthRt

+e2t(h+c) – 
 – ze2t(h+c){etzBt

– + κ2e–tzAt
+} – κetzCt

– – 2th2e2thMt
+ – 2he2th{½etzS't+ + e–tztDt

+} + κet(2h–z)Ct
– +  

 κet(2c–z)Dt
+ – 4th2chNze2N(h+c)At

+ + 2he2t(h+c){tetzDt
– + ½e–tzS't–} + κet(2h+2c+z)Dt

– + 
 + κ(2t)–1[{et(4h–z) – et(2h+z)}S't+ + et(2c+z)St

+ + et(2h+2c–z){κ–1Bt
– – κ2At

–}]]﴿]dt, 

 Z(x, y, z) = [ ( ) ηξηξη−+ξ−⋅ ∫ ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞
−
βαπ ddpyxtJDG ),()()( 22

0
0

1
2

1 [4t2h(h – z)e2thchtz – 

 – 2t(z + 2μ0
–1h)e2thshtz + 2μ0

–1κe2thchtz – κztetz – μ0
–1κetz + κztet(4h–z) – μ0

–1κet(4h–z)] + 

+¼ ( )22
0 )( yaxtJ +− ﴾e–t|z–c|(tzAt

± – Ft
±) + e–tcDt

–1[tz﴾et(4h–z)(2tcAt
– + κ2At

+) + 2the2thMt
+ + e2thRt

– – 

 – κe2tcMt
– – 4(th)2At

+et(2h+2c–z) – 2thet(2h+2c)Rt
+ – et(2h+2c){etz(2tcAt

+ + κAt
–) + κ2e–tzAt

+}﴿ + 
 + κetzFt

– – ½κet(4h–z)St
– + 2(th)2e2thMt

+ + 2the2t(h+c)Wt
– – 2the2thVt

+ + κe2thVt
– + κe2tcWt

+ +  
 + 4(th)2e2t(h+c)At

+chtz + ½κe2t(h+c){etzSt
– + e–tz(κ–1Bt

– + ½κ2At
+)}]]dt. 

9. Заключение 
Точное решение построено в виде квадратур. По построенным смещениям можно 

определить напряжения. Полученное в работе решение может быть использовано при реше-
нии контактных задач о вдавливании штампа в упругое основание в виде толстой полубес-
конечной плиты и задач изгиба пластин на упругом основании. 
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