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РЕШЕНИЕ КОНТАКТНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ 

ПЛОСКОСТИ, ОСЛАБЛЕННОЙ ЩЕЛЬЮ 

ПЕРЕМЕННОЙ ШИРИНЫ, В 

НЕОДНОРОДНОМ НАПРЯЖЕННОМ 

ПОЛЕ     

Математично описано часткове закриття щілини змінної ши-

рини в неоднорідному напруженому полі. Досліджується виник-

нення декількох ділянок контакту берегів щілини. Вважається, 

що на площадці контакту частково виникає зчеплення берегів, 

частково – їх проковзування. Задача про рівновагу щілини зво-

диться до задачі лінійного спряження аналітичних функцій. 

Знайдені контактні напруження та границі контакту. 

Введение 

Рассмотрим равновесие упругой изотропной плоскости, ослабленной прямолинейной щелью 

переменной ширины, сравнимой с упругими деформациями. Щель подвергнута частичному залечи-

ванию, т. е. поверхности щели локально вошли в контакт. Это привело к возникновению контактных 

напряжений на участке контакта берегов щели. В последние годы опубликован ряд работ [1–33], по-

священных исследованию сред с трещинами с учетом их частичного контакта. 

Известно, что получить решение задачи механики разрушения с учетом частичного контакта 

берегов трещины (щели) значительно сложнее. Это связано с увеличением числа неизвестных пара-

метров задачи (контактные напряжения, границы контакта и т. п.). С другой стороны, эти проблемы 

представляют важный интерес при исследовании композитных материалов, горных пород, автомо-

бильных дорог и т. д. Проблема частичного контактирования берегов щели переменной ширины к 

настоящему времени мало изучена. Учет переменности ширины щели при контакте ее берегов прак-

тически не исследован. В настоящей работе дается общая постановка задачи, в которой учитываются 

переменности ширины щели, трение и сцепление ее берегов при действии неоднородного напряжен-

ного поля. 

Постановка задачи 

Пусть в изотропной упругой среде имеется щель переменной ширины h(x), сравнимой с упру-

гими деформациями. Среда занимает плоскость хОу, ось абсцисс которой направлена вдоль линии 

щели. На бесконечности действуют напряжения, являющиеся полиномиальными функциями декар-

товых координат х и у. 

В исследуемом случае в нагружаемой упругой плоскости возникают зоны сжимающих на-

пряжений, в которых берега щели входят в контакт, что приводит к появлению контактных напряже-

ний. Принимаем, что в процессе деформирования берега щели вступают в контакт на участках 

),( kk βα  (k = 1, 2, …, n). Считается, что каждая площадка контакта состоит из участка сцепления бе-

регов ),( kk dc  и двух участков проскальзывания ),( kk cα , ),( kkd β . 

Обозначим: L1 – совокупность участков сцепления; L2 – совокупность участков проскальзыва-

ния; L3 – совокупность участков, свободных от нагрузки (рис. 1). 

В процессе деформирования упругой плоскости, где берега щели вошли в контакт, возникают 

нормальные )(xpy  и касательные напряжения )(xpxy . Значения этих напряжений заранее неизвестны 

и подлежат определению. 

Граничные условия на берегах щели для рассматриваемой задачи имеют вид 

xyyxyy ippi −=τ−σ  на L1, 
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 yyxyy pxifpi )(−=τ−σ  на L2, (1) 

0=τ−σ xyy i  на L3, 

 )()( xhvv
x

′−=−
∂

∂ −+  на L1 + L2, (2) 

0)( =−
∂

∂ −+
uu

x
 на L3. 

Здесь принято, что на участках проскальзывания имеют место силы сухого трения (закон тре-

ния принят в форме Кулона); f(x) – коэффициент трения; )( −+ − vv  – нормальная, )( −+ − uu  – каса-

тельная составляющие раскрытия берегов щели; 1−=i . 

Границы зон контакта также заранее неизвестны и подлежат определению. 

Метод решения задачи 
Напряженное состояние в плоскости с щелью представим в виде суммы двух напряженных 

состояний с помощью принципа суперпозиции 
10
xxx σ+σ=σ , 

10
yyy σ+σ=σ , 

10
xyxyxy σ+σ=τ . 

Здесь 0
xσ , 

0
yσ , 

0
xyτ  – компоненты тензора напряжений в сплошной плоскости, когда на беско-

нечности действуют напряжения, являющиеся полиноминальными функциями декартовых координат 

x и y; 1
xσ , 

1
yσ , 

1
xyτ  – компоненты тензора напряжений для среды с щелью с исчезающими на беско-

нечности напряжениями. 

Для напряжений 0
xσ , 

0
yσ , 

0
xyτ  имеем 

)(Re4 0
00

zyx Φ=σ+σ , iyxz += , 

)()()()(2 000
000 zzzzzi xyxy Φ′−+Ω+Φ=τ+σ−σ , 

 m
mmm

AzAzAzAz ++++=Φ −−
...)(

2
2

1
100 , (3) 

m
mmm

BzBzBzBz ++++=Ω −−
...)(

2
2

1
100 . 

Функции (3) в зависимости от значений коэффициентов Aj и Bj ( mj ...,,2,1= ) определяют на-

пряженное состояние в плоскости без щели. 

С учетом формул (3) граничные условия (1) запишем в виде 

( ) ( )0011
xyyxyyxyy iippi τ−σ−−=τ−σ  на L1, 

( ) ( )0011 )1( xyyyxyy ipifi τ−σ−−=τ−σ  на L2, 

 

x
c2 d2 

β2 α2

cn 

αn 

с1 d1 

β1 α1 
a

dn 

βn 
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Рис. 1. Расчетная схема задачи о частичном закрытии щели переменной ширины 
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( ) ( )0011
xyyxyy ii τ−σ−=τ−σ  на L3. 

Компоненты тензора напряжений 1
xσ , 

1
yσ , 

1
xyτ  и вектора перемещений 1u , 1v  выразим через 

две кусочно-аналитические функции )(zΦ  и )(zΨ  [34] 

)()()()(11 zzzzzi xyy Φ′−+Ω+Φ=τ−σ , 

 )()()()()(2 11 zzzzzivu
x

Φ′−−Ω−Φκ=+
∂

∂
µ , (4) 

где µ – модуль сдвига материала; )1()3( ν+ν−=κ  для плосконапряженного состояния; ν−=κ 3  

для плоской деформации; ν – коэффициент Пуассона материала. 

На основании граничных условий (1) приходим [34] к задаче линейного сопряжения с раз-

рывными коэффициентами 

 [ ] [ ] )(2)()()()( 0 xFxxxx =Ω+Φ+Ω+Φ
−+

, (5) 

[ ] [ ] 0)()()()( =Ω−Φ−Ω−Φ
−+

xxxx . 

Здесь 

( )
( )

( )








τ−σ−

τ−σ−−

τ−σ−−

=

3
00

2
00

1
00

0

на     

на)1(

на 

)(

Li

Lipif

Liipp

xF

xyy

xyyy

xyyxyy

. 

Решение краевой задачи (5) запишется в виде 

 ∫ −

−−

−−π
=Ω=Φ

b

a

dt
zt

tFbtat

bzazi
zz

)())((

))((2

1
)()( 0

. (6) 

При z→∞ 







+=−−=

z
OzbzazzX

1
))(()( . Корень под знаком интеграла представляет собой 

значение ветви соответствующей функции, выделяемой приведенным условием на верхнем берегу 

щели. 

В формулу (6) входят неизвестные контактные напряжения )(xpy  и )(xpxy . Эти напряжения 

определяются соотношениями (2). Для их определения построим интегральные уравнения следую-

щим образом. 

Используя формулу (4) и граничные значения функций Φ(z), Ω(z) на отрезке a < х < b1 при 

у = 0, получаем 

 ( ) ( )







−

∂

∂
+−

∂

∂

κ+

µ
=Φ−Φ −+−+−+

vv
x

iuu
x

xx
1

2
)()( . (7) 

Теперь, используя формулы Сохоцкого-Племеля [34] и учитывая соотношение (6), находим 

 ∫ −π
−=Φ−Φ

+

+

−+

b

a

dt
xt

tFtX

xX

i
xx

)()(

)(
)()( 0 . (8) 

С учетом соотношений (2), (7) и (8) после некоторых преобразований находим систему инте-

гральных уравнений относительно неизвестных функций )(xpy  и )(xpxy  

 )(
1

2)()()(

)(

1
0

11

1
21

xhdt
xt

tX
dt

xt

tptX

xX

b

a

y

LL

y ′
κ+

µ
=















−

σ
−

−π ∫∫
+

+

+

+
, (9) 

 0
)()()()()()( 0

111

21

=
−

τ
−

−
+

− ∫∫∫
+++ b

a

xy

L

y

L

xy
dt

xt

ttX
dt

xt

tfptX
dt

xt

tptX
, (10) 
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где ))(()(1 tbattX −−=+ . 

Решение сингулярного интегрального уравнения (9) получим путем решения соответствую-

щей задачи Римана [34]. Представим уравнение (9) в виде 

)(
)(

*

21

tfd
t

q

LL

y
=τ

−τ

τ
∫
+

, 

где )()()( 1 tXtptq yy
+= ; ∫ τ

−τ

στ
+

κ+

′µ
=

++ b

a

y
d

t

XtXth
tf

0
11

*

)(

1

)()(2
)( . 

Введем кусочно-аналитическую функцию 

∫
+

τ
−τ

τ

π
=

21

)(

2

1
)(*

LL

y
d

z

q

i
zF , 

заданную интегралом Коши, плотность которого является искомым решением интегрального уравне-

ния. Эта функция представляет собой решение задачи линейного сопряжения граничных значений 

 
i

f
FF

π

τ
=τ+τ ++ )(

)()( *
** . (11) 

Решение краевой задачи (11) в классе всюду ограниченных функций имеет следующий вид: 

∫
+

+
τ

−ττ

τ

π
=

21

))((

)(

2

)(
)(

2

1
*2

*

LL

d
zX

f

i

zX
zF . 

Здесь ∏
=

β−α−=
n

k

kk zzzX
1

2 ))(()( , 

∏
=

+ β−τα−τ=τ
n

k

kkX
1

2 ))(()( , 
i

f
f

π

τ
=τ

)(
)( *1

* . 

Используя формулы Сохоцкого-Племеля, получаем решение сингулярного интегрального 

уравнения (9) 

)()()( ** tFtFtqy
−+ −= , 














τ

−ττ

τ

π
+= ∫

+

++

++

21

))((

)(

2

1

)(

)(

2

1
)()(

2

1
*

2

1
*

2*

LL

d
tX

f

itX

tf
tXtF , 














τ

−ττ

τ

π
+−= ∫

+

++

−−

21

))((

)(

2

1

)(

)(

2

1
)()(

2

1
*

2

1
*

2*

LL

d
tX

f

itX

tf
tXtF . 

Поскольку 1)()( 22 −=+−
tXtX , имеем 

∫
+

+

+

τ
−ττ

τ

π
=

21

))((

)()(
)(

2

1
*2

LL

y d
tX

f

i

tX
tq , 

Из последней формулы следует 

∫
+

++

+

τ
−ττ

τ

π
=

21

))((

)(

)(

)(1
)(

2

1
*

1

2

LL

y d
tX

f

tX

tX

i
tp . 

Для определения границы контакта берегов щели, т. е. неизвестных величин αk и βk, имеем 

уравнения 

0
)(

)(

21

1

2

* =∫
+

−

+

LL

k
dtt

tX

tf
, nk ,...,2,1= . 
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Не хватает n уравнений для определения координат концов участков контакта. Получим их из 

условий 

)()()( kkk hvv α−=α−α −+ , nk ...,,2,1= . 

Имеем 

[ ] [ ]{ }∫
α

−+−+ Φ+Φ−Φ+Φ
µ

κ+
=α−α

x

kk dt
i

vv

1

4

1
)()( . 

С помощью предыдущих формул получим недостающие уравнения 

[ ] [ ]{ }
κ+

αµ
−=Φ+Φ−Φ+Φ∫

α
−+

1

)(4 1

1
hi

dt

a

, 

[ ] [ ]{ } [ ])()(
1

4
1

1

kk hh
i

dt

k

k

β−α
κ+

µ
−=Φ+Φ−Φ+Φ +

α

β

−+

∫
+

, 1...,,2,1 −= nk . 

Таким же образом, решая сингулярное интегральное уравнение (10), найдем 

∫ τ
−ττ

τ

π
=

++

+

1

))((

)(

)(

)(
)(

31
2

3

L

xy

xy d
xX

f

xX

xX
xp . 

Здесь ∏
=

+ −−=
m

k

kk dxcxxX
1

3 ))(()( ; ∫∫ −

τ
+

−
−=

++ b

a

xy

L

y

xy dt
xt

ttX
dt

xt

tfptX
xf

)()()()(
)(

0
11

2

. 

Для нахождения границы сцепления берегов щели (неизвестных величин ck, dk) имеем 

0
)(

)(

1

1

3

=∫
−

+

L

kxy
dtt

tX

tf
, mk ,...,2,1= . 

Недостающие m уравнений для определения координат концов участков сцепления получим 

из следующих условий: 

[ ] 0)()( =−
∂

∂
=− ∫

−+−+
kc

a

kk dtuu
t

cucu , mk ...,,2,1= . 

Имеем 

[ ]
κ+

µ
−=Φ−Φ∫

−+

1

)(2 1

1
chi

dt

c

a

, 

[ ] [ ])()(
1

2
1

1

kk

c

d

dhch
i

dt

k

k

−
κ+

µ
−=Φ−Φ +

−+

∫
+

, 1...,,2,1 −= mk . 

Для нахождения участков сцепления берегов щели получили полную систему уравнений. 

Выбирая полиномы (3) определенного вида, получим решения ряда практически важных за-

дач. В частности, когда в формулах (3) 

00 =A , 01 =A , 
I

M
A

4
2 = , 03 =A , 

00 =B , 01 =B , 
I

M
B

4

3
2 = , 03 =B , 

где I – момент инерции площади сечения полосы; функции )(0 zΦ  и )(0 zΩ  дают решение задачи о 

чистом изгибе моментами М бесконечной полосы (балки) без щели. 

При 
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I

q
A

24
0 = , 01 =A , 










+=

5

2

8

2
2

2

c
L

I

q
A , 

I

qc
A

12

3

3 −= , 

I

q
B

24

7
0 = , 01 =B , 










−=

5

11
3

8

2
2

2

c
L

I

q
B , 

I

qc
B

12

3

3 =  

функции (3) дают решение задачи об изгибе полосы (балки) длиной 2L без щели, нагруженной рав-

номерным давлением интенсивности q, для случая, когда балка свободно расположена на двух опо-

рах, а опорные реакции определяются как касательные усилия, приложенные к торцам балки. 

Необходимые интегралы, содержащие функции )(1 tX
+

, )(2 tX
+

 и )(3 tX
+

, вычислялись прие-

мом, предложенным Н. И. Мусхелишвили [34]. 

Проведен параметрический анализ зависимости контактных напряжений )(xpy  и )(xpxy . В 

качестве примера рассмотрен случай щели, ширина которой изменяется по линейному закону 

ab

xb
hhhxh

−

−
−+= )()( 212 , 

ab

hh
xh

−

−
−=′ 21)( . 

Коэффициент трения был при-

нят постоянным 0)( ρ=xf . 

На рис. 2, 3 представлены гра-

фики контактных напряжений для 

случая )(0005,01 abh −= ; 12 15,0 hh =  

( )( abxx −=∗ ). На рис. 2 цифры у 

кривых соответствуют значениям 

E0
4

10 σ  ( WM=σ0 ; E – модуль уп-

ругости материала; W – момент сопро-

тивления площади сечения). 

На рис. 3 для обеих кривых 

E
4

0 102
−⋅=σ . 

Расчеты показывают, что 

уменьшение угла между линией щели 

и линией действия внешней нагрузки 

приводит к уменьшению зоны сцепле-

ния. 

Выводы 
Предложена эффективная схе-

ма расчета частично закрытой внеш-

ними нагрузками щели переменной 

ширины. Решение контактной задачи 

получено в квадратурах. Анализ моде-

ли частичного контактирования щели 

переменной ширины в изотропной 

среде при действии внешнего неодно-

родного напряженного поля сводится к 

параметрическому исследованию по-

лученных формул при различных гео-

метрических и физических параметрах 

среды. 
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Рис. 2. Распределение нормальных контактных 

напряжений на участке контакта 
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Рис. 3. Распределение тангенциальных контактных 

напряжений на участке контакта 
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УДК 539.3 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ 

ВЫНУЖДЕННЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ 

КОЛЕБАНИЙ СТЕРЖНЕЙ С 

ПОПЕРЕЧНЫМИ ДЫШАЩИМИ 

ТРЕЩИНАМИ     

Експериментально досліджуються вимушені коливання стриж-

нів з поперечними тріщинами великої глибини, що дихають. 

Коливання стрижнів збуджуються кінематичним рухом закла-

дення, що відтворюється за допомогою вібростенда. Результа-

ти аналізу коливань зображені на амплітудно-частотній харак-

теристиці. Аналізуються Фур’є спектри періодичних коливань. 

Досліджуються області багатозначності коливань. 

Введение 

Наличие трещин является одной из наиболее распространенных причин разрушения конст-

рукций. Для того чтобы избежать этих разрушений, проводятся исследования для разработки диагно-

стических критериев появления трещин. Параметры нелинейных колебаний конструкций чрезвычай-

но чувствительны к образованию дышащих трещин, поэтому могут использоваться в качестве диаг-

ностических критериев при образовании трещин. Много усилий предпринято для исследования не-
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