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Рассмотрена задача о действии на трансверсально-изотропную пластину локальной силовой нагрузки. 
Нагрузка распределена равномерно и действует в нормальном к срединной плоскости пластины направ-
лении. Рассмотрены выражения для внутренних силовых факторов, полученные на базе уточненной 
теории {1,2}-аппроксимации. Проанализировано влияние упругих постоянных трансверсально-
изотропного материала на внутренние силовые факторы 
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1. Введение 
При рассмотрении задач о концентрации 

напряжений в тонкостенных элементах конструкций 
большой интерес вызывают локальные силовые 
нагрузки. Конструкции, изготовленные из материа-
лов, обладающих трансверсальной изотропией упру-
гих свойств, широко применяются в современном 
машиностроении, авиастроении и других отраслях 
промышленности. Для исследования прочности та-
ких конструкций в местах концентрации напряжений 
требуются подходы, более современные, чем класси-
ческая теория Кирхгофа-Лява. В отличие от класси-
ческой теории, обобщенная теория в варианте {m,n}-
аппроксимации [1], основанная на методе И. Н. Ве-
куа разложения искомых функций в ряды Фурье по 
полиномам Лежандра, позволяет учесть явления, свя-
занные с поперечными сдвигами и обжатием. 

 
2. Литературный обзор 
Исследования задач динамики пластин и обо-

лочек, которые находятся под действием локальных 
нагрузок, представлены в работах [2, 3]. В публика-
ции [2] рассмотрена задача о действии на тонкую ор-
тотропную пластину локальной динамической 
нагрузки, распределенной по произвольной области. 
В статье [3] решена задача о действии на оболочку 
внезапно приложенной локальной распределенной по 
кругу нагрузки. 

Работы [4, 5] посвящены локальным импуль-
сным воздействиям на оболочечные элементы кон-
струкций. В публикации [4] используется теория  
С. П. Тимошенко для цилиндрических, конических 
и сферических оболочек. В зоне воздействия ло-
кальной нагрузки применяется модель трехмерного 
тела. В статье [5] рассмотрена оболочка, находя-
щаяся под действием локальных нагрузок, которые 
распределены на малых площадках и изменяются 

на заданном коротком отрезке времени по ступен-
чатому закону.  

В публикациях [6, 7] рассмотрены задачи тер-
моупругости, в которых источники тепла распреде-
лены равномерно по локальной области. 

В данной работе впервые проанализировано 
влияние упругих постоянных трансверсально-
изотропного материала и геометрии области локаль-
ного нагружения на внутренние силовые факторы, 
полученные на базе обобщенной теории {1,2}-
аппроксимации. 

 
3. Цель и задачи исследования 
Цель данной работы состоит в исследовании 

поведения внутренних силовых факторов в трансвер-
сально-изотропной пластине, которая находится под 
действием локальных силовых нагрузок, в зависимо-
сти от упругих постоянных. 

Для достижения цели были поставлены сле-
дующие задачи: 

1. Получить выражения для внутренних сило-
вых факторов в различных случаях действия компо-
ненты объемной силы zF ; 

2. Проанализировать поведение полученных 
выражений в зависимости от упругих постоянных 
трансверсально-изотропного материала и геометрии 
области локального нагружения. 

 
4. Материалы и методы исследований пове-

дения внутренних силовых факторов для транс-
версально-изотропной пластины  

4.1. Основные соотношения и математиче-
ская формулировка задачи 

Рассмотрим трансверсально-изотропную пла-
стину толщиной 2h . Отнесём пластину к ортого-
нальной системе безразмерных координат ix  
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 1,3i  , определенных с точностью до полутолщи-

ны пластины h . Пластина подвергается локальному 
силовому воздействию по области, размер которой 
намного меньше характерного размера пластины. 
Края пластины находятся на значительном удалении 
от места приложения силовой нагрузки. Данная 
нагрузка распределена равномерно и действует в 
нормальном к срединной плоскости пластины 
направлении. 

Одним из эффективных методов определения 
локального напряжённо-деформированного состоя-
ния тонкостенных конструкций является метод фун-
даментальных решений [8]. Он основан на использо-
вании формулы свёртки, которая применительно к 
задачам локального нагружения, записывается таким 
образом 

 

      ,r r t W t d


    
  

                           (1) 

 
где   – внутренние силовые факторы;   – силовые 
компоненты фундаментального решения для транс-
версально-изотропной пластины;   – область ло-
кального нагружения; r


 и t


– вектора текущей точ-
ки и точки интегрирования соответственно. 

 

4.2. Изложение метода исследования 
Фундаментальное решение уравнений статики 

для трансверсально-изотропных пластин на базе 
уточнённой теории {1,2}-аппроксимации построено в 
работе [9]. Поскольку предполагаем, что сила дей-
ствует на пластину только в перпендикулярном к 
срединной плоскости направлении, то в выражениях 
для внутренних силовых факторов, приведенных в 
[9], следует положить * * * *

1 1 2 2 0q m q m    . В рам-

ках {1,2}-аппроксимации закон распределения ком-
поненты объемной силы zF  по толщине пластины 

имеет вид [1] 
 

3 54
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3 5
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q qq
F P P P    

где  *
1 2,i iq q x x   3,5i  ,  1 2,x x  – двумерная 

дельта-функция Дирака, iP   0,2i   – полиномы 

Лежандра; компонента вектора объемной силы zF  

определена с точностью до величины Eh . Запишем 
выражения для внутренних силовых факторов в по-
лярной системе координат в таких трех случаях: 
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II. *
4 1q  , * *

3 5 0q q  , тогда 
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III. *

5 1q  , * *
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В формулах (2) – (4) использованы обозначения: 
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где E , E  – модули Юнга для растяжения-сжатия по 
направлениям в плоскости изотропии и перпендику-
лярно к этой плоскости;  ,   , G , G  – соответ-
ствующие этим направлениям и плоскостям коэффи-
циенты Пуассона и модули сдвига; 

ln 0,5772...C    – константа Эйлера;  ,n mG z  – 

специальная G-функция [10], по своим свойствам по-
добная функции Макдональда. 

 
5. Результаты исследования и их обсуждение 
Численные исследования проведены для 

трансверсально-изотропной пластины при таких зна-
чениях параметров: * 5E  ; 0,3  ; 0,07   . Также 
рассмотрена пластина из изотропного материала, для 
которого * 1E  ; / 2,6E G  ; 0,3    . На рис. 1–
5 представлены графики изменения внутренних си-
ловых факторов 1R , riQ   0,2i   в зависимости от 

параметра сдвиговой податливости /E G . При этом 

рис. 1–3 соответствуют случаю II ( *
4 1q  , 

* *
3 5 0q q  ), а рис. 4, 5 – случаю III ( *

5 1q  , 
* *
3 4 0q q  ). На всех рисунках кривые под номером 1 

отвечают изотропному материалу, а кривые под но-

мерами 2, 3 и 4 демонстрируют поведение внутрен-
них силовых факторов трансверсально-изотропной 
пластины в зависимости от таких значений параметра 
сдвиговой податливости /E G : 40; 80; 120. 

В качестве примера рассмотрено действие си-
лы, равномерно распределенной  1W   по области 

 , представляющей собой отрезок длины 2a , рас-
положенный вдоль оси абсцисс симметрично относи-
тельно начала координат. Формула свёртки (1) для 
области   примет вид 

 

     1 2 1 1 2 1 1, , .
a

a

x x x t x W t dt


     

 
Для рассматриваемой области рассчитаны зна-

чения внутренних силовых факторов вдоль оси орди-
нат при 3a  . Ввиду сложной структуры выражений 
для внутренних силовых факторов их значения полу-
чены путём численного интегрирования. При этом 
удерживалось десять членов бесконечного ряда, что 
вполне достаточно для проведения практических 
расчётов. 

 

 
Рис. 1. Внутренний силовой фактор 0rQ  (случай II) 
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Рис. 2. Внутренний силовой фактор 2rQ  (случай II) 

 

 
Рис. 3. Внутренний силовой фактор 1R  (случай II) 

 

 
Рис. 4. Внутренний силовой фактор 2rQ  (случай III) 

 

 
Рис. 5. Внутренний силовой фактор 1R  (случай III) 

 
Данные, представленные на рис. 1–5, свиде-

тельствуют о том, что обобщенные усилия 1R , riQ  

 0,2i   (а, следовательно, и поперечные касатель-

ные напряжения xz , yz  и нормальное напряжение 

z ) зависят от параметра сдвиговой податливости 

/E G . С его увеличением 0rQ  и 1R  возрастают по 

абсолютной величине. Модуль 2rQ  в случае III с ро-

стом /E G  убывает, а в случае II возрастает в непо-
средственной близости от области локального сило-
вого воздействия. 

 
6. Выводы 
В данной работе было сделано следующее: 
1. Рассмотрена задача о действии на трансвер-

сально-изотропную пластину локальной силовой 
нагрузки. Получены выражения для внутренних си-
ловых факторов в полярной системе координат в раз-
личных случаях действия компоненты объемной си-
лы zF ; 

2. Проанализировано поведение полученных 
выражений в зависимости от упругих постоянных 
трансверсально-изотропного материала и геометрии 
области локального нагружения, в виде отрезка, рас-
положенного вдоль оси абсцисс симметрично отно-
сительно начала координат. 

Проведенные исследования позволили заклю-
чить, что при расчете тонкостенных элементов кон-
струкций, изготовленных из современных композит-
ных материалов, обладающих трансверсальной изо-
тропией упругих свойств, на сосредоточенные и ло-
кальные силовые воздействия необходимо использо-
вать уточненные теории. Это позволит оценить 
напряжения, связанные с учетом поперечных сдвигов 
и обжатия. 
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