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ІМІТАЦІЙНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ДИНАМІКИ ЕКОСИСТЕМ НА ПРИКЛАДІ  

СИСТЕМИ «ХИЖАК - ЖЕРТВА»  

 

© Ю. Б. Бродський, О. В. Маєвський, Ю. О. Тимонін 
 

Представлені результати імітаційного моделювання динаміки популяцій для екосистеми «хижак – же-

ртва» Житомирської області на прикладі пари лис – заєць. Обґрунтована можливість застосування 

ймовірнісного підходу для розв’язання задачі збільшення терміну прогнозування динаміки екологічних си-

стем. Отримані результати мають практичну цінність для передбачення процесів взаємодії в системі 

«хижак – жертва» з метою оцінювання змін чисельності популяцій протягом п’яти років, що дозво-

лить своєчасно виявляти загрози екологічної безпеки 

Ключові слова: узагальнена модель «хижак – жертва», нелінійні диференціальні рівняння, імітаційна 

модель, екологічна безпека 

 

1. Вступ 

Складність екологічних систем, залежність їх 

розвитку від багатьох чинників різної фізичної при-

роди, відносна недосконалість методів дослідження 

механізмів їх взаємодії, значний вплив кризових 

явищ, походження яких пов‟язано зі зміною фізико-

хімічних характеристик зовнішнього середовища, ва-

гоме антропогенне навантаження вносить фактор не-

визначеності в оцінювання динаміки екосистем.  

Як наслідок виникає проблема оптимального 

використання природних ресурсів і прийняття ефек-

тивних управлінських рішень з метою забезпечення 
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екологічної безпеки, що суттєво підвищує пріоритет 

задачі пошуку шляхів збільшення терміну прогнозу-

вання розвитку екосистем та процесів їх взаємодії. 

В статті запропоновано підхід, який дозволяє 

розв‟язати поставлену задачу збільшення терміну про-

гнозування динаміки екосистем на прикладі системи 

«хижак – жертва» (для пари лис – заєць на території 

Житомирської області ), що дозволить в потрібний мо-

мент прийняти рішення щодо організації заходів уник-

нення можливих наслідків погіршення екологічної си-

туації в регіоні, або навіть екологічної катастрофи. 

 

2. Аналіз літературних даних 

Розв‟язок задачі короткострокового прогнозу-

вання процесу взаємодії в системі «хижак – жертва» 

реалізовано шляхом розробки математичної моделі 

побудованої на основі узагальненої моделі еволюції 

систем [1], проведений обчислювальний експеримент 

і доведено адекватність отриманої моделі [2]. Однак, 

необхідно зазначити, що короткострокове прогнозу-

вання не завжди відображає повну картину можливо-

го стану досліджуваної системи. 

Аналізуючи результати проведеного обчислюва-

льного експерименту при збільшенні терміну прогнозу-

вання, запропонована математична модель взаємодії 

«хижак – жертва» для розрахованого діапазону робочих 

параметрів [6] втрачає стійкість [3, 4], що унеможлив-

лює довгострокове адекватне прогнозування динаміки в 

екосистемах взаємодії «хижак – жертва». 

Одним з ефективних методів прогнозування 

поведінки нелінійних систем є побудова їх фазових 

портретів [5]. Але у випадку апріорі невідомих робо-

чих параметрів математичної моделі, неможливо по-

будувати фазовий портрет системи. Зокрема необхід-

но враховувати, що для кожного набору параметрів 

існує своя фазова траєкторія розвитку процесу. Окрім 

цього, розрахований діапазон робочих параметрів 

передбачає короткостроковий термін прогнозування, 

для якого побудова фазових портретів недоцільна. 

Для розв‟язку задачі прогнозування динаміки 

взаємодії «хижак – жертва» можна запропонувати 

два підходи: перший базується на феноменолізації [7] 

запропонованих математичних моделей, з подаль-

шою організацією обчислювального експерименту 

для них; другій основується на оцінках ймовірності 

чисельності популяцій. 

Перший підхід потребує аналітичного обґрун-

тування запропонованих математичних моделей і ві-

дповідних комп‟ютерних ресурсів, а також час для 

розробки нових моделей, який може виявитися не ре-

гламентованим.  

Використання ймовірнісного підходу дозволяє 

збільшити термін прогнозування динаміки взаємодії 

«хижак – жертва» без побудови фазових портретів 

нелінійних систем та феноменолізації запропонова-

них математичних моделей.  
 

3. Мета та задачі досліджень 

Метою дослідження є пошук способу збіль-

шення терміну прогнозування динаміки системи 

«хижак – жертва» в припущенні, що щільність суміс

ного розподілу чисельності жертви та хижака може 

вважатися рівномірною [8] у визначеному діапазоні 

значень. 

Для досягнення мети були поставлені наступні 

задачі: 

1. Розв‟язати задачу збільшення терміну про-

гнозування динаміки системи «хижак – жертва». 

2. Обгрунтувати імітаційну модель динаміки 

взаємодії «хижак – жертва» в екосистемі. 

3. Розробити алгоритм обчислення випадкових 

значень чисельності хижака та жертви і розрахувати 

відповідні ймовірності їх сумісного розподілу. 

 

4. Прогнозування динаміки популяцій на 

прикладі системи «хижак – жертва» в Житомир-

ській області 

Математична модель взаємодії «хижак – жерт-

ва» на основі узагальненої моделі еволюції систем [1] 

представлена системою нелінійних диференціальних 

рівнянь першого порядку 

 

 

 

2

1 0

2

1 0

1 ;

1 ,

dx
a x a x x z

dt

dz
b x b z x x

dt

 

 


    


    


                       (1) 

 

де x  і z  − чисельність жертв і хижаків відповідно,   

та  − потенціали зростання, 
1a , 

1b , 
0a , 

0b  − пара-

метри, які стримують розвиток природних систем [6]. 

Для ймовірнісної оцінки результатів моделю-

вання отриманих за допомогою математичної моделі 

(1) пропонується імітаційний підхід, що базується на 

геометричній інтерпретації динаміки взаємодії «хи-

жак – жертва». 

Нехай в деякий момент часу, чисельність 

жертв становить x  особин, а чисельність хижаків z  

особин. Введемо імітаційну модель у вигляді вектора 

r , квадрат модуля якого дорівнює сумі квадратів чи-

сельності жертви та хижака в заданий момент часу 

2 2 2r x z  , звідки 2 2r x z   ( maxr r , 

2 2

max max maxr x z  ), рис.°1.  
 

 
Рис.°1. Схематичне зображення чисельності жертви 

та хижака для довільних значень r  
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Модуль випадкового вектора r , що показує 

чисельність хижаків та жертв в довільний момент ча-

су, дозволяє визначити відповідну імовірність. 

Задача полягає в знаходженні сумісного роз-

поділу для величин x  та z , елемент ймовірності 

якого можна записати у вигляді 
 

( , )dP f x z dxdz .                                              (2) 
 

Оскільки кінець випадкового вектора r  може 

знаходитись в довільній точці обмеженої області 

maxr , то елемент ймовірності dP  пропорційний еле-

менту площі цієї області dS dxdz  
 

( , )f x z dxdz B dS  ,                                          (3) 
 

де B  – коефіцієнт пропорційності, який підлягає ви-

значенню.  

Умову нормування можна записати у вигляді [9]:  
 

max max

0 0

( , ) 1

X Z

f x z dxdz   .                                      (4) 

 

Перепишемо (4) в полярній системі координат, 

враховуючи (3): 
 

max/2

0 0

1

r

Brdrd



   .                                              (5) 

 

Звідки знаходимо коефіцієнт B : 
 

2

max( , ) 4 / .B f x z r                                          (6) 
 

Тоді, для заданих границь області (в полярній 

системі координат) можна оцінити ймовірність чисе-

льності хижака та жертви  
 

2 2

1 1

2

2 2 2 2

max max 2 1 2 1

(( , ) )

(4 / ) (2 / )( )( ),

r

r

P r R

r rdrd r r r

 
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





     (7) 

 

де кут   визначається в радіанах. 

Для градусної міри, відповідно, отримаємо: 
 

2 2 2 2

max 2 1 2 1(( , ) ) (1/ 90 )( )( ).P r R r r r         (8) 
 

Функція розподілу для шуканої ймовірності 

матиме вигляд: 
 

max

2 2 2

max max

0 0

(( , / 2)

(4 / ) (1/ 90 )( ) ,

r

F r r

r rdrd r r

  

  


 

             (9) 

 

де ( / )arctg x z  . 

У випадку трьохкомпонентної системи взає-

модії «хижак – жертва» (наприклад, додатково хижак 

для одного компонента і одночасно жертва для іншо-

го), розрахунки аналогічні. Радіус-вектор, який хара-

ктеризує точку тривимірного простору інтерпретує 

загальний стан чисельності взаємодіючих компонен-

тів у конкретний момент часу  
 

1 2 2 2 3 2( ) ( ) ( ) ,r x x x                                  (10) 
 

де 1 3( ),..., ( )x x  − кількість взаємодіючих елементів в 

досліджуваній системі. 

Елемент простору dV в декартових координа-

тах виражається як  
 

1 3... ,i l

ikldV dx dx                                          (11) 
 

де ikl  − абсолютно антисиметричний об‟єкт (тензор-

на щільність Леві−Чивіти). 

Перейдемо до узагальненої системи координат 

( 1 3,...,q q ) заміною  

1 1 1 3( ,.... )x f q q , .. , 3 3 1 3( ,.... )x f q q , відповідно (11) 

перепишемо у вигляді 
 

1 3...dV gdq dq   ,                                        (12) 
 

де 
s s

ik i k

f f
g

q q

 
 
 

 − фундаментальний об‟єкт [10], 

, , 1,2,3s i k  . 

Із умови нормування знайдемо сумісну щіль-

ність розподілу  
 

1 3
max max

1 3

0 0

... ( ,.. ) 1

q q

f q q dV    .                            (13) 

 

Тоді, відповідну ймовірність чисельності по-

пуляцій 1 3( ),..., ( )x x  знаходитись у визначених гра-

ницях можна оцінити за формулою: 
 

31
2 2

1 3
1 1

1 3 3 1 3 1 3(( ,.. ) ) ... ( ,.. ) .. .

q q

q q

P q q R f q q gdq dq        (14) 

 

При розрахунках були використані відомі стати-

стичні дані чисельності хижака (лис) і жертви (заєць) в 

Житомирській області за 2006 рік та результати моде-

лювання для математичної моделі (1): статистичні дані 

чисельності хижака становлять 7345,8±1049,4 особин, а 

результати моделювання 6530±2199 особин; статистика 

для жертви становить 66484,95±9497,85 особин, а ре-

зультати моделювання, відповідно, 69750±8272 особин. 

Ймовірність чисельності популяцій хижака та жертви 

для статистичних даних при рівномірній щільності їх 

сумісного розподілу становить: Рmax=0,846, Рmin=0,461. 

Розроблений алгоритм обчислює 300 випадко-

вих значень чисельності хижака та жертви з встанов-

леного діапазону статистичних і модельних даних та 

будує поверхню з 90000 точок розрахованих ймовір-

ностей. Результати обчислювального експерименту 

представлені на рис. 2–5. 
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Рис.°2. Сумісна ймовірність для значень статистичної 

чисельності хижака та жертви 

 

 
а 

 
б 

Рис. 3. Маргінальні розподіли для значень статистич-

ної чисельності жертви та хижака: а – для жертви; б – 

для хижака 

 

 
Рис.°4. Сумісна ймовірність чисельності хижака та же-

ртви за результатами моделювання з використанням 

математичної моделі (1) 

 
а 

 

 
б 

Рис.°5. Маргінальні розподіли результатів моделюван-

ня з використанням математичної моделі (1): а – для 

жертви; б – для хижака 

 

 

 
Рис.°6. Сумісний розподіл ймовірностей для прогнозу-

вання чисельності хижака ( max0 z ) та жертви 

( max0 x ), при умові max 80000x  особин і 

max 10000z   особин. Щільність сумісного розподілу 

рівномірна 

 

5. Результати досліджень 

За результатами досліджень встановлено, що 

прогнозування динаміки популяцій для системи «хи-

жак – жертва» можна виконувати з урахуванням ві- 
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домої величини верхньої границі модуля випадково-

го вектору 
maxr . Для визначення величини 

maxr  необ-

хідні апріорні статистичні дані про чисельність попу-

ляцій та результати моделювання на основі матема-

тичної моделі (1) при умові, що верхня границя вели-

чини 
maxr  є повільно змінюваною функцією часу про-

тягом періоду прогнозування. 

Так, для 2 9

max 6,5 10r    особин2, а відповідно 

max 80000x  особин (жертва - заєць) і max 10000z   осо-

бин (хижак - лис), сумісна ймовірність чисельності 

лежить в діапазоні від 0,535 до 0,906. 

Розрахована матриця ймовірностей (300×300 еле-

ментів – поверхня 90000 точок) для різних значень 

чисельності хижака та жертви за визначений період.  

Отримані результати мають практичну цінність 

для передбачення процесів взаємодії в системі «хижак – 

жертва» з метою оцінювання змін чисельності популя-

цій протягом п‟яти років, що дозволить ефективніше 

використовувати природні ресурси та дасть можливість 

своєчасно виявляти загрози екологічної безпеки. 

 

6. Висновки 

1. Розв‟язано задачу збільшення терміну про-

гнозування динаміки системи «хижак – жертва» на 

період до 5 років. В основу задачі покладено іміта-

ційну модель чисельності хижака та жертви. 

2. Обгрунтовано імітаційну модель, яка базу-

ється на геометричній інтерпретації динаміки взає-

модії «хижак – жертва» в екосистемі. Модуль вве-

деного вектору r , що показує чисельність хижаків 

та жертв в довільний момент часу, дозволяє визна-

чити відповідну ймовірність сумісного розподілу 

хижаків та жертв. 

Задача розв‟язана для двокомпонентної та 

трикомпонентної системи взаємодії «хижак – жерт-

ва» з використанням принципів імітаційного моде-

лювання та математичної моделі, яка враховує вплив 

зовнішнього середовища.  

3. Розроблено алгоритм, який дозволяє обчис-

лити 300 випадкових значень чисельності хижака та 

жертви і на основі розрахованої матриці побудувати 

поверхню відповідних ймовірностей. 
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