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ної величини, що ускладнює визначення часової за-

тримки, внаслідок чого перевагу має ВКФ. 

2. Взаємна кореляційна обробка, з застосуванням 

перетворення Гільберта до однієї з прийнятих акустич-

них хвиль, дозволяє досить точно визначати часову за-

тримку за наявності завад. Зміна знаку функції на про-

тилежний, в момент який дорівнює величині часової за-

тримки, дає можливість використання алгоритму в ди-

ференційних схемах пеленгування. 

3. Алгоритм визначення часової затримки ба-

жано мати адаптивним до діючої величини акустич-

ної завади. 
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ДОСЛІДЖЕННЯ РУХОМОЇ ТРІЩИНИ В АНІЗОТРОПНОМУ МАТЕРІАЛІ 

 

©Д. В. Білий, О. В. Комаров 
 

Розв'язано задачу про визначення напруженого стану в околі тріщини Іоффе, що рухається з усталеною 

швидкістю в пружному однорідному анізотропному просторі під дією зосередженого навантаження, 

прикладеного до її берегів, яке рухається разом із тріщиною. За допомогою методу узагальнених ком-

плексних потенціалів отримано систему задач лінійного спряження, які розв'язано аналітично за відпо-

відним алгоритмом 

Ключові слова: рухома тріщина, анізотропний простір, напруження, задача лінійного спряження, ком-

плексний потенціал 

 

1. Вступ 

В сучасному будівництві, машинобудуванні 

літако- та ракетобудуванні анізотропні матеріали на-

бувають дедалі ширшого застосування завдяки від-

повідним фізичним характеристикам. Як наслідок, 

виникає загроза появи і розповсюдження дефектів, 

які найчастіше являють собою тріщини. Досліджен-

ню особливостей пружно-деформівного стану в околі 

рухомої тріщини в анізотропному матеріалі останнім 

часом приділяється багато уваги як актуальній і 

складній проблемі. 

Таким чином можна зробити висновок, що 

проблема дефектів проникла у всі галузі, які зв'язані з 

роботою над відомими матеріалами. 
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Цим обґрунтовується актуальність проведення 

даних досліджень. 
 

2. Аналіз літературних даних та постановка 

проблеми 

Рух тріщини вперше був розглянутий в роботі 

[1], де була запропонована модель рухомої тріщини 

кінцевої довжини що рухається з усталеною швидкі-

стю в ізотропному матеріалі. Шляхом введення ру-

хомої разом із тріщиною системи координат отрима-

ні рівняння, які формально повністю аналогічні рів-

нянням для статичного випадку при умові, що швид-

кість руху тріщини не перевищує швидкість поверх-

невих хвиль Релея. Це дало можливість використати 

методи, аналогічні статичному випадку, і отримати 

розв'язок поставленої задачі. Далі в монографії [2] 

було детально проаналізовано даний підхід і доведе-

но правомірність його використання при усталених 

швидкостях. В роботі [3] було запропоновано вико-

ристання підходу узагальнених комплексних потен-

ціалів щодо розв‟язання задач усталеного руху трі-

щини. Випадок існування тертя між берегами рухо-

мої тріщини досліджено в роботі [4]. Дослідження 

для напівнескіненої тріщини, що рухається в нескін-

ченому ізотропному просторі проведено в роботі [5]. 

У випадку, коли прямолінійність руху тріщини за-

безпечується заздалегідь, гранична швидкість тріщи-

ни в однорідному матеріалі дорівнює швидкості по-

верхневих хвиль Релея. 
 

3. Мета та задачі дослідження 

Мета дослідження – розробити метод для визна-

чення напружень перед фронтом рухомої в анізотроп-

ному матеріалі тріщини та проаналізувати їх залеж-

ність від швидкості для найбільш загального випадку. 

Для досягнення поставленої мети необхідно 

було вирішити наступні основні задачі: 

1. Представлення напружень в анізотропному 

просторі через узагальнені комплексні потенціали; 

2. Зведення поставленої задачі до системи за-

дач лінійного спряження. 

3. Знаходження узагальнених комплексних по-

тенціалів; 
 

4. Рішення поставленої задачі методом зве-

дення до системи задач лінійного спряження 

Розглянемо тріщину скінченої довжини, яка ру-

хається з усталеною швидкістю Rv v , де Rv  – швид-

кість хвиль Релея з фронтом, паралельним фронту трі-

щини. Тріщина знаходиться в ортотропному просторі, 

осі пружної симетрії якого орієнтовані довільним чи-

ном, під дією зосередженого навантаження прикладе-

ного до її берегів 1 2 3( , , )P P P  (рис. 1). Пружні властиво-

сті простору визначаються елементами матриці коефі-

цієнтів податливості ( ; , 1,6)ija i j  .  

Рівняння руху для ортотропного матеріалу в 

нерухомій системі координат  1 2 3, ,X X X  мають на-

ступний вигляд: 
 

2 2

2
,

 


  

s i

ijsl

l j

u u
C

X X t
  , , , 1,2,3,i j s l

           
 (1) 

де 
ijklC  – компоненти тензора пружних сталих, а  – 

густина матеріалу. Тут і в подальшому по індексам, 

що повторюються, проводиться додавання. 

 

 
 

Рис.1. Схема розташування тріщини в просторі. v  – швид-

кість тріщини; a , b  – ліва і права границя тріщини відпо-

відно; 
1P ,

2P ,
3P  – компоненти вектора навантажень 

 

Визначальні співвідношення для анізотропно-

го матеріалу задаються узагальненим законом Гука: 

,k

i j i j k l

l

u
C

X






 , , , 1,2,3.i j k l                        (2) 

До системи рівнянь додаємо співвідношення 

Коші: 

1
, , 1,2,3

2

ji

ij

j i

uu
i j

X X


 
   

   

                      (3) 

і граничні умови на берегах тріщини: 

2 1( ), 1,2,3i iP X c i    
                           

 (4) 

де 1 [ , ]X a b . 

Представлення напружень в анізотропному 

просторі. Розглянемо тріщину в анізотропному прос-

торі, що рухається усталено зі швидкістю Rv v  , де 

Rv  – швидкість хвиль Релея з фронтом, паралельним 

фронту тріщини (рис. 1). Рухома тріщина, в даному 

випадку, є ідеалізацією запропонованою в роботі [1]. 

Ця ідеалізація є доцільною при вивченні локальних 

особливостей напружено-деформівного стану біля 

вершини усталено рухомої тріщини, це детально по-

казано в дослідженні [2]. 

Рівняння руху для ортотропного матеріалу в не-

рухомій системі координат  1 2 3, ,X X X  мають вигляд 

(1).Визначальні співвідношення для анізотропного ма-

теріалу задаються узагальненим законом Гука (2). 

Зробимо заміну координат  

 

1 1 2 2 3 3, ,x X vt x X x X    .  

 

Тоді рівняння (1) набуває наступного вигляду 
 

 
2

0,s

i j s l

l j

u
c v

x x




 
 , , , 1,2,3,i j s l                 (5) 

 

де   2

1 1i j s l i j s l j l i sc v C v     , 
m n – символ Кро-

некера.  

Вважаємо справедливими наступні рівності: 
 

21 21 22 22 23 23, , ,                                       (6) 
 

які справедливі для більшості типів навантаження. 
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При виконанні умови Rv c  для швидкості 

руху тріщини рівняння (5) є системою однорідних рі-

внянь в частинних похідних еліптичного типу, тому 

для її розв'язку можна застосувати підхід узагальне-

них комплексних потенціалів, запропонований в ро-

боті [6]. Для розв‟язання плоских задач підхід було 

розвинуто в монографії [7]. Аналогічний метод, але з 

постановкою задачі в переміщеннях, викладено авто-

ром [8]. Припустимо, що поле переміщень не зале-

жить від координати 3x , що справедливе для більшо-

сті навантажень, що не залежать від 3x . Представимо 

вказане поле переміщень через довільну функцію 

 1 2,f x x  у вигляді 

 

 
1 2

,u a f x p x                                              (7) 

 

де a  – довільний вектор, 
jp – невідомі поки що пос-

тійні. Далі підставимо (7) в (6), звідки отримаємо си-

стему однорідних лінійних алгебраїчних рівнянь від-

носно компонент вектора a . 

 

  2

1 1 1 2 2 1 2 2 0i k i k i k i k kc c c p c p a                 (8) 

 

Не тривіальне рішення цієї системи буде існу-

вати тільки у випадку, коли визначник матриці кое-

фіцієнтів дорівнює нулю 

 

  2

1 1 1 2 2 1 2 2det 0,i k i k i k i kc c c p c p       

, 1,2,3.i k                                                           (9) 

 

Отриманий вираз представляє собою рівняння 

шостого порядку відносно p, рішенням якого, в зага-

льному випадку, є три пари комплексно спряжених 

коренів, які необхідно знайти чисельно. Обравши три 

корені з додатною уявною частиною, можна записати 

загальний розв'язок системи (8) в наступному вигляді: 

 

( ) ( )u Af z A f z 
                                          

 (10) 

 

де 1 2 3( , , )A a a a  – матриця власних векторів системи 

(8), 1 1 2 2 3 3( ) ( ( ), ( ), ( ))f z f z f z f z  – вектор-функція 

узагальнених комплексних змінних  

 

 1 2 1,2,3 .  i iz x p x i
 

 

Щоб знайти напруження, що діють на площі ін-

терфейсу введемо в розгляд вектор 21 22 23( , , )t    , 

вираз для якого через похідну від функції ( )f z  

отримаємо підставивши (10) в (2) 

 

    ,t B f z B f z  
                                  

  (11) 

 

де  

 2 1 2 2i j k i j jkB c p c A  , , , 1,2,3i j k  ,  

        1 2 3, ,f z f z f z f z    . 

Зведення до лінійно спряженої задачі. Вираз 

(11) запишемо покомпонентно: 

 

2 ' ' .  j jk k jk kB f B f                                      (12) 

 

Введемо в розгляд коефіцієнти 
1m та

2m  на які 

помножимо перший і третій вираз (12) [9], і додамо 

всі три вирази. Отримаємо представлення наступного 

вигляду: 

 

1 21 22 2 23m m       

11 1 21 31 2 1

12 1 22 32 2 2

13 1 23 33 2 3

11 1 21 31 2 1

12 1 22 32 2 2

13 1 23 33 2 3

( ) '

( ) '

( ) '

( ) '

( ) '

( ) ' .













   

   

   

   

   

  

B m B B m f

B m B B m f

B m B B m f

B m B B m f

B m B B m f

B m B B m f                            (13) 

 

Після відповідних алгебраїчних перетворень 

одержимо: 

 

  1 21 22 2 23 ,j j j j j jT F g F m m                (14) 

 

де 

 

1 1 2 3 2' ' ' ,j j jF f S f f S  
                            

 (15) 

 

12 1 22 32 2 ,j j jT B m B B m                                 (16) 

 

1 12 22 2 32

1 12 22 2 32

,
j j

j

j j

m B B m B
g

m B B m B

 


 
                            (17) 

 

1 11 21 2 31 1 11 21 2 31

1

1 12 22 2 321 12 22 2 32

,j

m B B m B m B B m B
S

m B B m Bm B B m B

   
 

  
   (18) 

 

1 13 23 2 33 1 13 23 2 33

2

1 12 22 2 321 12 22 2 32

,j

m B B m B m B B m B
S

m B B m Bm B B m B

   
 

  
(19) 

1,2,3j  . 

 

Необхідно щоб коефіцієнти при ' jf 
 та ' ,jf  

( 1,2,3)j  були рівними, для цього знайдемо коефіціє-

нти 1m та 2m  при яких ця умова буде виконуватись. 

Знайти можемо чисельно, з наступних рівнянь : 
 

1 11 21 2 31 1 11 21 2 31

1 12 22 2 32 1 12 22 2 32

1 13 23 2 33 1 13 23 2 33

1 12 22 2 32 1 12 22 2 32

.

m B B m B m B B m B

m B B m B m B B m B

m B B m B m B B m B

m B B m B m B B m B

    


   


   
       

(20) 

 

При рішенні рівняння (20) виникають три пари 

коренів 1m  та 2m . А це означає що можна записати 

три задачі лінійного спряження напружень, з яких 
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можна визначити напруження. Система рівнянь ма-

тиме такий вигляд: 

 

1 1

1 1 1 2 1 2 3 1

( ( ,0) ( ,0))

( ) ( ) ( ),

  

     

i i i i

i i

T F x g F x

m P x c P x c m P x c   (21) 

 

де 1,2,3i  . 

Рішення цієї задачі лінійного спряження пред-

ставлене в [10] в наступному вигляді: 

 

0

0

0

( ) ( )
( ) ( ) ( ),

2 ( )( )
L

X z f t dt
F z X z P z

i X t t z 
 

       (22) 

 

де ( )P z  – довільний поліном. У випадку, який розг-

лядається в даному дослідженні, за відсутності сил 

інерції, розв'язок (22) набуде наступного вигляду 

 

0

0

( ) ( )
( ) .

2 ( )( )
L

X z f t dt
F z

i X t t z 


                            (21) 

 

Запишемо часткові розв'язки 0 ( )X z  і 
0 1( )X x  в 

загальному вигляді, так як отримані   – комплекс- 

ні числа: 

 
1

0 ( ) ( ) ( ) ,X z z a z b    
 

 
1

0 1 1 1( ) ( ) ( ) .iX x x a b x e                         (22) 

 

Підставляючи (4) і (22) в (21) отримаємо 

 
1

1

1

1 1 1

( ) ( )
( )

2

( )
,

( ) ( ) ( )

 

 

 
 


  

b

i

a

z a z b
F z

i

f x dx

x a b x e x z

 

  



                 (23) 

 

де  

 

1 1 1 1 2 1 3 2 1( ) ( ) ( ) ( ).f x Pm x c P x c Pm x c       
 

 

Для запису кінцевого результату, необхідно 

обчислити інтеграл у виразі (23). Так як підінтегра-

льна функція є дельта-функцією, рішення набуде та-

кого вигляду: 

 
1

1 1 2 3 3

1

( ) ( )
( )

2 ( ) ( )i

Pm P P m z a z b
F z

z ciTe c a b c

 

  

 

 

   


 
,(24) 

 

де Т – постійна отримана за формулою (16). Визна-

чимо, тепер, значення функцій  1iF x
 перед фрон-

том тріщини: 

 

1 1 2 3 3

1 1

1

1 1

1

( )
2 ( ) ( )

( ) ( )
.

 

 

 
 

 

 




i i

i i

Pm P P m
F x

iTe c a b c

x a x b

x c

  

 



            

 (25) 

Після чого розв'язуючи систему (14) відносно 

 2 1,2,3i i   отримуємо напруження.  

 

5. Результати досліджень напруженого ста-

ну в околі вершини тріщини 

Проведена чисельна реалізація по представле-

ному вище алгоритму і отримані результати для ані-

зотропного простору. Розрахунки були виконані для 

вуглепластику при різних значеннях швидкості. 

На наведених графіках (рис. 2–4) зображено 

залежність напружень на площинці з нормаллю x2 від 

відстані до фронту тріщини.  
 

 
Рис. 2. Зміна напружень σ21 із ростом швидкості руху 

тріщини 

 
Рис. 3. Зміна напружень σ22 із ростом швидкості руху 

тріщини 
 

 
Рис. 4. Зміна напружень σ23 із ростом швидкості руху 

тріщини 
 

Кожна з кривих показує значення напружень при 

різних швидкостях руху тріщини, як і можна було 

очікувати, з зростанням швидкості руху тріщини, 

зростають і напруження, безпосередньо перед перед 

кінцем прямуючи до нескінченості. Також можна 

помітити, що напруження σ21 від'ємними безпосе- 

редньо перед самим фронтом тріщини, це може бути 

обумовленим анізотропною структурою простору. Інші 

два напруження, не мають такої особливості і вони 

зажди додатні. Найбільшими напруженнями є σ22, це 
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зумовленне тим що був розглянутий випадок трішіни 

відрива (1 моди деформації). 

 

6. Висновки 

У результаті проведених досліджень: 

– запропоноване рішення задачі лінійного 

спряження для тріщини в анізотропному просторі; 

– розглянутий вплив швидкості руху трі- 

щини на напруження, які виникають перед її 

фронтом; 

– проведено дослідження тріщини в анізотроп- 

ному однорідному просторі; 

– розроблений алгоритм, за допомогої якого 

можна провести числову реалізацію даної задачі. 
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ІНТЕГРУВАННЯ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ  

ДРУГОГО ПОРЯДКУ ЗА ДОПОМОГОЮ ПОДВІЙНИХ РЯДІВ 

 

© О. В. Чорненька, А. С. Гусак 
 

Представлено короткий історичний аналіз питання про побудову асимптотичних розв’язків лінійних 

диференціальних рівнянь та систем з малим параметром. Розроблено метод інтегрування сингулярно 

збурених диференціальних рівнянь другого порядку за допомогою подвійних розвинень. Даний підхід ґрун-

тується на зведенні досліджуваного рівняння до відповідної сингулярно збуреної лінійної системи дифе-

ренціальних рівнянь. Наголошено на перевагах застосування теорії подвійних рядів 

Ключові слова: диференціальне рівняння, подвійні ряди, малий параметр, формальні розв’язки, асимп-

тотичні розв’язки 

 

1. Вступ 

Ряд задач з різних галузей знань зводяться до 

математичних моделей, що описуються звичайними 

лінійними диференціальними рівняннями другого 

порядку. Побудова розв‟язків таких рівнянь зале-

жить від особливостей визначення їх коефіцієнтів. 

Досить часто, приймаючи до уваги постановку при-

кладної задачі, доводиться у відповідній математи-

чній моделі вводити малий параметр. При цьому 

більш складним є випадок сингулярного збурення, 

тобто наявність малого параметра при похідній дру-

гого порядку.  


