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ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ВЫСОКОЧАСТОТНОГО ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО  

ИЗЛУЧЕНИЯ СО СЛОИСТЫМ ЦИЛИНДРОМ 
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Решена задача электродинамики для бесконечно длинного кругового цилиндра и построено обобщение 

решения Ми на слоистые цилиндры с произвольным числом слоев. Для гармонического электромагнит-

ного поля найдены частотные зависимости напряженностей и энергии в слоях. Подробно рассмотрен 

случай взаимодействия плоской волны с цилиндрическим объектом. В нулевом приближении получены 

замкнутые формулы для электрически тонких слоев 

Ключевые слова: слоистый цилиндр, электромагнитная энергия, решение Ми, плоская волна, трансля-

ционные матрицы 
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The electrodynamic problem of infinitely long circular cylinder is solved and generalization of Mie solution for 

layered cylinders with arbitrary number of layers is constructed. Frequency dependences of harmonic electro-

magnetic field and energy in slabs are founded. Interaction of plane wave with cylindrical object is considered 

in detail. Closed formulae for electrically thin slabs are obtained in zeroth approximation 

Keywords: layered cylinder, electromagnetic energy, Mie solution, plane wave, transfer matrices 

 

1. Введение 

Развитие современного научно-технического 

прогресса тесным образом связано с применением 

электромагнитного излучения (ЭМИ) различных 

диапазонов в радиотехнике, радиоэлектронике, кос-

мических исследованиях, ядерной физике, биологии 

и медицине. Слоистые плоские и криволинейные 

покрытия, многослойные наночастицы различной 

формы, новые метаматериалы находят все более ши-

рокое применение в научно-исследовательской прак-

тике. Их применение обусловлено уникальными ра-

диотехническими и оптическими свойствами таких 

объектов. При этом возникает нетривиальная задача 

нахождения распределения электромагнитной энер-

гии (ЭМЭ) в слоях и, в частности, той ее части, кото-

рая вызывает изменение температурных полей. 

Принципиальным в этом вопросе является возникно-

вение внутренних распределенных источников тепла, 

мощность которых для слоистых тел зависит от фи-

зических параметров каждого слоя. При выборе не-

обходимых физических характеристик слоев оказы-

вается возможным создание материалов с требуемы-

ми свойствами. Такие задачи к настоящему времени 

исследованы недостаточно, что позволяет говорить 

об актуальности данного направления. 

В настоящей работе предлагается обобщение 

решения Ми на слоистые цилиндры с произвольным 

числом слоев. Полное решение задачи предполагает 

нахождение частотных зависимостей характеристик 

электромагнитного поля (ЭМП) в слоях, и, в частно-

сти, его энергии. Изложена постановка рассматрива-

емой задачи электродинамики, приведены расчетные 

соотношения для нахождения напряженностей поля и 

энергии в слоях и подробно рассмотрен случай взаи-

модействия с плоской электромагнитной волны 

(ЭМВ). Наряду с точным решением получены при-

ближенные формулы для электрически тонких слоев. 
 

2. Анализ литературных данных 
Для изучения процессов распространения 

ЭМИ в неоднородных средах, взаимодействие с ними 

и воздействие на них хорошо известны апробирован-

ные аналитические и численные методы [1−3]. Для 

плоских слоистых структур обычно используют 3D 

преобразование Фурье для анализа связи простран-

ственных и спектральных областей волн и полей  

[4, 5] или импедансный метод [5, 6]. Для начально-

граничных задач и периодических структур часто 

используют функцию Грина в качестве ядра инте-

грального уравнения. Для сферических и цилиндри-

ческих объектов при получении представлений ЭМП 

применяют подход Лорентца-Ми, основанный на 

схеме разделения переменных [7−10]. 

Взаимодействие ЭМИ со слоистыми телами 

рассматривалось многими авторами [11−14], и при 

этом основное внимание уделено слоистым стенкам 

и диэлектрическому шару в оболочке. В [15] рас-

смотрен цилиндр с диэлектрическим покрытием, а в 

[16−18] − приведено решение электродинамической 

задачи для слоистого цилиндра. 

Настоящая работа продолжает исследования 

автора [19−21], в которых для построения решений 

краевых задач использован метод трансляционных 

матриц (transfer matrixe) [22, 23]. В работе [24] 

найдена ЭМЭ в слоистом шаре. Этот краткий обзор 

показывает, что вопросы, связанные с нахождением 

энергетических характеристик ЭМП, и, в частности, 

тепловой энергии в слоистых объектах, исследованы 

недостаточно. Этим обосновывается актуальность 

настоящих исследований, целью которых является 

нахождение удобных для практического использова-

ния выражений для нахождения ЭМЭ в слоях ради-

ально неоднородного цилиндра. Наряду с точным 

решением, которое предполагает использование 

функций Бесселя, приводятся результаты для длин-

новолнового приближения. 

 

3. Постановка задачи 
Рассматривается бесконечный цилиндр, состо-

ящий из N  соосных круговых цилиндрических по-

верхностей (рис. 1). Задача решается в координатах 

,φ,r z  ( r  − радиальная координата (полярный ради-

ус),   − азимутальный угол круговой цилиндриче-

ской системы координат), связанной с центральной 

осью цилиндра 0z . Радиусы поверхностей цилин-

дров, которые являются поверхностями раздела сло-

ев, обозначаются через 
jr  ( j  − номер слоя и 

1,2,..., )j N ; также используется обозначение 

Na r . Нумерация слоев начинается с центрального 

цилиндра ( 1j  ), а для внешней среды индекс 

1j N  . Слои характеризуются различными отно-

сительными комплексными диэлектрическими и 

магнитными проницаемостями (ДП и МП)  
 

(1 tg )j j j j ji i          , 
 

(1 tg )j j j j ji i          , 
 

где i  − мнимая единица, tg / / ( )j j j j j        , 

j  − проводимость, 2 /c    − круговая частота, 

c  − скорость света,   − длина волны. Отметим, что 

в выражениях для комплексных ДП и МП использу-

ется как знак «+» [1−3], так и знак «−» [15, 25]. Для 

внешней среды принимаются действительные значе-

ния ДП и МП med 1N   , med 1N   . 

В изотропных средах при отсутствии токов и 

зарядов и выборе временной зависимости характери-

стик полей в виде exp( )i t  уравнения Максвелла 

имеют вид 
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0

rot
i

 
 H E , 

0

rot
i

 
E H ,             (1) 

 

где ,E H  − векторы электрической и магнитной 

напряженностей соответственно. Из уравнений (1) 

можно получить векторные уравнения Гельмгольца 

для напряженностей E  и H  
 

2 0k  E E , 2 0k  H H .                (2) 
 

В уравнениях (2) и далее   − оператор Лапла-

са, квадрат волнового числа 2 2 2 2

0/k c k   , 

где c  − скорость света, 
0 0 0k     − постоянная 

распространения в вакууме. Использование ком-

плексных ДП и МП среды распространения ЭМИ 

приводит к тому, что показатель преломления 

n   и волновое число ( ) /k n c  также будут 

комплексными. 

 

 
Рис. 1. Слоистый цилиндр под действием ЭМИ 

 

4. Результаты исследования. Нахождение 

напряженностей полей и электромагнитной энергии 
Решения волновых уравнений (2) в цилин-

дрических координатах выражаются через цилин-

дрические функции, причем при выборе функций 

Бесселя возможен некоторый произвол [1-3, 9, 

15−18]. Предполагается, что на цилиндр падает 

плоская волна, распространяющаяся в положитель-

ном направлении оси x . В статье рассматривается 

случай TM  поляризации, а результаты для TE  по-

ляризации могут быть получены с использованием 

принципа двойственности. Далее, следуя работе 

[17], в которой приведено аналитичское решение 

для металлического цилиндра с двухслойным и 

многослойном покрытием, для представления поля 

в слоях используются функции Бесселя целого по-

рядка I-го и II-го рода ,n nJ Y , а для рассеянного поля 

− функции Ханкеля II-го рода целого порядка (2)

nH , 

в общем случае комплексного аргумента. Напря-

женность электрического поля в падающей волне 
inc

E  представляется в виде суперпозиции цилин-

дрических волн [1−3] 
 

0

0

( )cosinc n

z z z n n

n

E i J k r n 






  E i i .            (3) 

Здесь и далее 
0 1   и 2n   при 1n  . Поле 

в окружающем цилиндр пространстве представляет 

собой сумму падающего и рассеянного sca
E  полей и 

представляется в виде 
 

(2)

0 0

0

( ) ( ) cos

inc sca

n

z n n n n

n

i J k r c H k r n 






  

   

E E E

i , r a ,    (4) 

 

где 
nc  − неизвестные коэффициенты ряда рассеяния. 

Уравнения (2) должны выполняться для каж-

дого слоя, и для j -го слоя ( 1j  ) решения могут 

быть записаны в виде 
 

( ) ( ) ( ) ( )

0

( ) ( ) cos , 






     n

j j n j j

z z z n n n j n j

n

E i A J k r B Y k r nE i i

  

1j jr r r   .                              (5) 
 

Для внутреннего цилиндра поле должно быть 

ограничено при 0r  , и для 1j   решение (5) при-

нимает вид 
 

(1) (1) (1)

1

0

( )cosn

z z z n n n

n

i A J k r n 






  E i E i , 

10 r r  .                               (6) 
 

Напряженность магнитного поля в слоях вы-

ражаетя через напряженность электрического поля 

посредством уравнений Максвелла (1). В частности, 

для угловой компоненты вектора H  будем иметь: 
 

( ) ( ) ( )

0

( ) ( ) cos
n

jj n j j

n n n j j j

nj

k
H i A J k r B Y k r n

i
  








     , 

1 0, 0j jr r r r    ,                         (7) 
 

где штрих здесь и далее означает производные ци-

линдрических функций по своему аргументу. 

На поверхностях раздела слоев должны вы-

полняться условия непрерывности составляющих 
( )j

zE , ( )jH  напряженностей электрического и маг-

нитного полей: 
 

( 1) ( )

j j

j j

z zr r r r
E E

 
 , ( 1) ( )

j j

j j

r r r r
H H 



 
 , 

1 1j N                                 (8) 
 

( )

N N N

N ins sca

z z zr r r r r r
E E E

  
  , 

 

( )

N N N

N ins sca

r r r r r r
H H H    

  .                (9) 

 

Подстановка представлений решений (4)−(6) в 

условия (8), (9) приводит для каждого n  к семейству 

независимых систем алгебраических уравнений для 

нахождения неизвестных коэффициентов разложений 

в рядах 
 

(2) (2) (1)

2 1 2 1 1 1( ) ( ) ( )n n n n n nA J k r B Y k r A J k r  , 
 

(2) (2) (1)

2 1 2 1 2 1 1 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ),    
  n n n n n nk A J k r B Y k r k A J k r  
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( 1) ( 1)

1 1

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ),

 

  

 

j j

n n j j n n j j

j j

n n j j n n j j

A J k r B Y k r
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
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Для нахождения коэффициентов разложений в 

[17] приведена формула, связывающая произвольные 

постоянные соседних слоев 
( ) ( ) ( )

1 1 1,
T

n n n

j j jA B   
    , 

( ) ( ) ( ),
T

n n n

j j jA B      (верхний индекс «Т» означает 

транспонирование) посредством некоторой матрицы. В 

работах [19−21] аналогичная матрица получила назва-

ние «матрицы перехода» от j -го к ( 1j  )-му слою 
 

( ) ( ) ( )

1

n n n

j j jT   ,                           (11) 
 

где элементы матрицы ( )n

jT  в данной задаче в соот-

ветствии с (10) имеют вид 
 

 

Связь между постоянными j -го и ( j m )-го 

слоев дается формулой [19−23] 
 

( ) ( )

1( , )n n

j m n j m j jT r r    ,                    (13) 
 

где использовано обозначение 
 

1 1 2( , ) ...j m j j m j m jT r r T T T         .           (14) 
 

Матрица 
1( , )j j mT r r  

 определяет трансляцион-

ную матрицу при переходе от j -го к ( j m )-му 

слою. Принимая в (14) 1j  , j m N  , получим 

полную трансляционную матрицу при переходе от 

первого к последнему слою [19−24]: 
 

1
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1

1

( , )
N

n n

N N N j

j

T r r T






 , 

( ) ( )

( ) 11 12

1 ( ) ( )

21 22

( , )
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n

N N n n

t t
T r r

t t

 
  
 

.   (15) 

 

С еѐ помощью неизвестные постоянные для N-

го слоя выражаются через произвольные постоянные 

первого слоя (в данном случае сплошного цилиндра) 

с помощью формулы 

 
( ) ( ) ( )

1 1( , )n n n

N N NT r r  .                      (16) 

 

Для внутреннего цилиндра ( ) (1)

1 ,0
T

n

nA     , и 

решение в последнем слое будет зависить только 

от постоянных (1)

nA . Для внешней области неиз-

вестными будут коэффициенты ряда рассеивания 

nc  и  ( )

1 0,
Tn

N nc   . Следовательно, при использо-

вании трансляционных матриц остается только две 

группы неизвестных коэффициентов: (1)

nA , 
nc . Для 

нахождения ряда рассеяния необходимы только 

коэффициенты 
nc , определяющие амплитуды пар-

циальных волн, а значения коэффициентов (1)

nA  

дают возможность найти коэффициенты разложе-

ний напряженностей в слоях. В этом случае систе-

ма линейных алгебраических уравнений для их 

определения аналогична соответствующей системе 

для сплошного цилиндра, и в развернутом виде 

запишется как 
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Из системы (17) находим 
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Теперь для разложений напряженности в слоях 

и рассеянном поле можно записать 
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Вектор напряженности магнитного поля в силу 

уравнений (1) определяется соотношениями 
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Аналогично рассматривается задача и для слу-

чая TM  поляризации. Полученные ряды полностью 

решают задачу взаимодействия плоской волны со 

слоистым цилиндром и позволяют найти все необхо-

димые характеристики. 

В общем случае предполагается, что ДП мате-

риалов слоев является комплексной, и это означает, 

что имеют место потери ЭМЭ. Расстояние 
0 , при 

прохождении которого поле ослабевает в e  раз, при-

нято называть глубиной проникновения поля в среду, 

т. е. имеет место соотношение 
0 1  , где   − ко-

эффициент ослабления ЭМИ [25]. Тогда глубина 

проникновения составит: для диэлектриков 
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и для металлов 
 

0 2 / ( ) / ( )       .            (26) 

 

Таким образом, при постоянной частоте ЭМИ 

глубина его проникновения определяется физиче-

скими характеристиками среды и зависит от частоты: 

чем больше частота, тем меньше 
0 . Следует отме-

тить, что для слоистого материала может возникнуть 

ситуация, когда поле в слоях, удаленных от поверх-

ности облучения, будет практически отсутствовать. 

При известных коэффициентах 
nc  ряда рассе-

яния ( r a ) 
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сечение рассеяния 
s  структуры находится по фор-

муле [2, 3] 
2
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В работе [26] показано, что для электрически 

тонких слоев [10] (малых значениях параметров ди-

фракции) при выполнении сильных неравенств в ря-

де рассеяния (25) доминирует первый коэффициент 

при 0n  . 

Изменяясь во времени, поле может отдавать 

или отбирать энергию какому-либо неэлектромаг-

нитному процессу. Величину ЭМЭ, запасѐнную в 

некотором объѐме V , принято обозначать буквой 

W , а ее объемную плотность w  определять как 

0
lim ( / )
V

w W V
 

   . В макроскопической теории 

ЭМП существует связь между векторами поля и его 

энергетическими характеристиками. Так, объемная 

плотность ЭМЭ представляет собой сумму электри-

ческой и магнитной энергий, и для j -го слоя можно 

записать  
 

( ) ( )j j

j e mw w w  ,                          (29) 
 

где ( ) ( ),j j

e mw w  – объемные плотности энергии электри-

ческого и магнитного полей соответственно, и так 

как векторы электрической 
jD  и магнитной 

jB  ин-

дукций коллиниарны с векторами напряженностей 

jE  и jH , то 
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Таким образом, плотность энергии в слоях за-

висит от координат ,r   и изменяется во времени по 

закону exp( 2 )i t ,т. е. с частотой, вдвое большей, чем 

частота возбуждающего поля. Энергия ЭМП, запасѐн-

ная в объѐме V , вычисляется по следующей формуле: 
 

 
1

2
V V

W wdv dv     D E + B H .         (31) 

 

Вектор Пойнтинга Π  определяет плотность 

потока электромагнитной энергии, которая равно-

значна плотности мощности, и указывает направле-
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ние движения энергии, а плотность энергии в слое 

зависит от координат ,r   
 

. Π E H                                (32) 
 

Прохождение ЭМИ через вещество сопровож-

дается его поглощением в данной среде, т.е. потерей 

энергии волны. Практический интерес представляют 

собой тепловые потери в веществе. Долю энергии 

ЭМП, которая расходуется на нагрев тела, определя-

ет tg , а интенсивность нагрева q  определяется 

формулой 
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В общем случае для вычисления квадратов 

модулей напряженностей необходимо возводить ря-

ды (20)–(24) в квадрат. Но для электрически тонких 

слоев формулы существенно упрощаются, поэтому 

далее считаем центральный цилиндр и последующие 

слои электрически тонкими. Это означает [10] вы-

полнение сильных неравенств 
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2 2 1k r , …, 

1N Nk r , 
0 1jk r . Учитывая результаты работы 

[26], достаточно ограничится случаем 0n  . В этом 

случае можно воспользовать разложениями функций 

Бесселя 
0 ( )J z , 

0 ( )Y z , (2)

0 0 0( ) ( ) ( )H z J z iY z   в ряды 

при малых значениях аргумента. С точностью до 

бесконечно малых высшего порядка для функций и 

их производных имеют место представления [27]: 
 

2

0 ( ) 1 / 4J z z  , 
 

  2 2

0 ( ) (2 / ) ln( / 2) (1 / 4) / 4Y z z z z     , 

 

  

(2) 2

0

2 2

1 / 4 (2 / )

ln( / 2) (1 / 4) / 4 ,





   

   

H z i

z z z
 

 

0 ( ) / 2J z z   , 
 

  0 ( ) (2 / ) (1/ ) / 4 ln( / 2) ( / 2)Y z z z z z      , 

 

  0 ( ) (2 / ) (1/ ) / 4 ln( / 2) ( / 2)Y z z z z z      , 

 

  

(2)

0( ( )) / 2 (2 / )

(1/ ) / 4 ln( / 2) ( / 2) ,





   

   

H z z i

z z z z            (34) 
 

где константа  =0,5772156649… [27]. 

В этом случае элементы матриц перехода (12) 
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jT  и определители (19) принимают вид 
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2 2 11 1 21b b    ,                      (36) 
 

где 
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N N

N
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k
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
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2

1 01 ( ) / 4b k a  , 
2 0( ) / 2N Nb k k a  .         (37) 
 

Тогда выражения для сечения рассеяния (26) и 

напряженностей в слоях (20)−( 24) будут 
 

2
(0) (0)
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10 r r  ,        (39) 
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1
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/

(2 / ) ln( ) ,

      

   

j j

z z z

j j j

E
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E i i
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(1) 0H , 
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1 21,

0

2
/ ln( )j

j j

j

t k r 
  

    H i , 

1j jr r r   .                           (41) 

В свою очередь плотности электромагнитной 

энергии в слоях и объемная плотность тепловых ис-

точников будут равны 
 

2
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0 1 1

1
/

2
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5. Выводы 
Построено решение задачи взаимодействия 

плоских электромагнитных волн со слоистым цилин-
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дром. Получены расчетные соотношения для нахож-

дения характеристик ЭМП в слоях, и, в частности, 

его энергии. В замкнутом виде построено прибли-

женное решение для электрически тонких слоев. Это 

позволяет определять мощность внутренних источ-

ников тепловой энергии для проведения последую-

щих теплофизических расчетов. Замкнутые формулы 

оказываются особенно удобными для нахождения 

температурных полей в слоистых наночастицах из 

золота и серебра. Таки частицы находят все более 

широкое применение в лазерной термотерапии для 

диагностики и лечения онкологических заболеваний. 
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