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РОЗРОБКА СТРУКТУРНОЇ МОДЕЛІ ДОСЛІДЖЕННЯ ЧАСТОТНИХ  
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Розглянуто способи отримання амплітудно-частотних характеристик механічних коливальних систем. 

Проаналізовано області застосування результатів аналізу амплітудно-частотних характеристик ме-

ханічних коливань, на прикладі одноступінчастих зубчастих передач. Для отримання та дослідження 

частотних характеристик евольвентної зубчастої передачі, визначено вигляд структурної моделі, 

склад динамічних ланок, та їх передавальні функції методами операційного числення 

Ключові слова: частотна характеристика, передавальна функція, динамічна ланка, структурна модель, 

операційне числення 

 

The methods of obtaining amplitude-frequency responses of the mechanical oscillation systems are considered. 

The scope of the amplitude-frequency characteristics of mechanical oscillations on the example of single-stage 

gears is analyzed. To obtaining and investigation of the frequency response of involute gear it is determined the 

structure of the structural model, content of dynamic elements and their transfer functions by the methods of op-

erational calculus 
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1. Вступ 

Отримання та вивчення амплітудно-частотних 

характеристик (далі – АЧХ) механічних коливальних 

систем є невід’ємною і важливою частиною дослі-

дження їх динаміки. При розв’язанні задач динаміки і 

міцності механічних конструкцій, зокрема віброзахи-

сту механізмів, що містять зубчасті передачі, важли-

ве місце займають основні частотні характеристики 

(інакше – динамічні характеристики об’єктів) – резо-

нансні (власні) частоти, форми коливань і параметри 

загасання (демпфування). 

АЧХ лінійної коливальної системи може бути 

визначена як відношення амплітуди гармонічного 

сигналу на виході цієї системи до амплітуди сигналу 

на вході, при різних частотах впливу [1], або як гра-

фічна залежність між частотою вимушених коливань 

з одного боку, і амплітудами (швидкостями, приско-

реннями, коливаннями) механічної системи з іншого 

боку [2]. АЧХ можна отримати розрахунковим шля-

хом, на основі розв’язку рівнянь динаміки коливань 

механічної системи [3], або експериментально [4]. 

АЧХ зубчастих передач слугують основою для роз-

рахунку редукторних систем, оскільки дають змогу 

об’єктивно оцінити вплив конструктивних, геомет-

ричних, інерційно-пружних і динамічних параметрів 

зубчастої передачі на характер коливань усієї редук-

торної системи. 

Оцінка можливості появи небажаних перемі-

щень, прискорень, резонансів механічних системи, 

що виникають при певних поєднаннях швидкостей 

обертання вхідного валу та періодами зовнішньої 

навантаженості, теж здійснюється на основі аналізу 

їх амплітудно-частотних характеристик. 

 

2. Аналіз літературних даних та постановка 

проблеми 

При традиційному дослідженні АЧХ механіч-

них коливальних систем (зокрема зубчастих пере-

дач), основна увага приділяється визначенню амплі-

туд коливань зубчастих коліс [5]. Практичний інтерес 

дослідників являє собою також визначення частот 

коливань підшипників опор, як одного з основних 

джерел вібрації механізму зубчастої передачі. Відхи-

лення конструктивних  параметрів підшипників від 

заданих технологічних норм впливають на частоту 

вібрацій, при цьому розрізняють [5]: 

– низькочастотні вібрації (до 10-ти коливань за 

один оберт внутрішнього кільця), з амплітудою до  

15 мКм, викликані ексцентриситетом кільця; 

– вібрації середніх частот (10–60 коливань за 

один оберт кільця), з амплітудою близько 1 мКм, 

викликані хвилястістю бігових доріжок; 

– вібрації високочастотного діапазону (більше 

60-ти коливань за один оберт кільця), з амплітудою 

близько 0,1 мКм, викликані мікронерівностями. 

Дослідження АЧХ коливань зубчастої передачі 

[6–10] показали, що частота основного резонансу 

валу лежить в межах 200–800 Гц, а спектр вібрацій 

підшипника значно ширший – 2–10 кГц. 

Розглянуті дослідження являють собою експе-

риментальний напрям отримання та дослідження 

АЧХ механічних коливальних систем. У даній публі-

кації розвивається розрахунково-теоретичний напрям 

отримання АЧХ механічної коливальної системи на 

основі рівнянь її динаміки, з застосуванням засобів 

комп’ютерного моделювання. 

 

3. Мета і задачі дослідження 

Метою публікації є розробка структурної моде-

лі отримання і дослідження АЧХ коливань елементів 

одноступінчастої евольвентної зубчастої передачі. 

Подальше використання структурної моделі полягає у 

створенні на її основі комп’ютерної імітаційної моделі 

засобами Matlab-Simulink. Для створення структурної 

моделі, необхідно розв’язати ряд задач, зокрема: 

1. На основі аналізу схеми динаміки досліджу-

ваної механічної коливальної системи, необхідно 

виділити окремі елементи коливань; 
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2. Поставити у відповідність кожному елемен-

ту коливань окремий блок (динамічну ланку), з від-

повідною передавальною функцією; 

3. На основі рівнянь динаміки досліджуваної 

механічної системи визначити аналітичні вирази для 

побудови АЧХ коливань кожного структурного еле-

мента системи. Шукані аналітичні вирази можуть 

бути записані як передавальні функції ланок, отри-

мані з диференціальних рівнянь математичної моделі 

динаміки механічної системи методами операційного 

числення (зокрема, перетворення Лапласа [11]). 

4. Виходячи з особливостей побудови матема-

тичної моделі динаміки та структурних зв’язків між її 

рівняннями, враховуючи взаємодію елементів коли-

вань, розробити структурну схему міжблокових 

з’єднань, використовуючи правила та методи теорії 

автоматичного керування [2]. 

 

4. Методика розробки структурної моделі 

Основою для розробки структурної моделі до-

слідження АЧХ зубчастої передачі, є система ліній-

них диференціальних рівнянь [12], що описує її ди-

намічні властивості. Рівняння що утворюють матема-

тичну модель [12] є лінійними диференціальними 

рівняннями другого порядку. Як відомо з теорії ав-

томатичного керування [1, 2], передавальні функції, 

що відповідають таким рівнянням при нульових по-

чаткових умовах, та без врахування зовнішніх збу-

рень мають вигляд 
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а відповідні амплітудно-частотні характеристики 
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де W(p) – обернений диференціальний оператор руху, 

K – коефіцієнт підсилення (коефіцієнт передачі на 

нульовій частоті), Т – постійна часу. 

Структурний поділ механічної системи на 

окремі елементи для побудови їх АЧХ слід здійснити 

таким чином, щоб по-перше, виділити конструктивно 

завершені елементи, по-друге, щоб ці елементи у сво-

їй сукупності утворювали тракт проходження сигна-

лу, який цікавить дослідника. Для розробки структу-

ри моделі, скористаємось такими правилами сполу-

чення динамічних ланок [2]: 

– коливання одного і того ж елемента у різних 

площинах відповідає паралельному з’єднанню дина-

мічних ланок, кожна з яких відповідає окремому ко-

ливанню, з передавальною функцією, отриманою з 

відповідного диференціального рівняння математич-

ної моделі; 

– коливанням окремих елементів з голоном-

ними зв’язками відповідає послідовне з’єднання ди-

намічних ланок, з передавальними функціями, що 

отримані аналогічно попередньому випадку. 

Керуючись наведеними правилами з’єднань 

динамічних ланок, взявши за основу рівняння мате-

матичної моделі [12], отримуємо структурну модель 

механічної коливальної системи для визначення АЧХ 

її елементів, на прикладі одноступінчастої евольвен-

тної зубчастої передачі (рис. 1). 
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Рис. 1. Структурна модель АЧХ механічної системи 

 

Блоки Wx1…Wz2 позначені на рис. 1, відтворю-

ють передавальні функції по відповідних коливаннях, 

визначених математичною моделлю динаміки. Іміта-

ція вимушених коливань здійснюється шляхом пода-

вання на вхід «Х» зовнішнього гармонічного сигналу 

змінної частоти, вихід «Y» імітує коливання приєд-

наної маси. 

Для отримання виразів передавальних функ-

цій динамічних ланок структурної моделі, скориста-

ємось диференціальними рівняннями математичної 

моделі [12], застосувавши до них методи операцій-

ного числення (пряме перетворення Лапласа) [11]. 

Розглянемо перше рівняння системи [12], яке опи-

сує радіальні коливання вхідного валу за нульових 

початкових умов, та без урахування зовнішнього 

збурення 

1 1

1 ,  
     

        
    

k k M

J J J
                   (3) 

 

де   – радіальне прискорення вхідного валу;  , 1 – 

швидкість обертання первинного та вторинного валів 

відповідно; J, M – момент інерції та крутний момент 

двигуна. Застосувавши до (3) пряме перетворення 

Лапласа, отримаємо 
 

2 1 1

1( ) ( )
k k M

p X p p p Y p
J J J

     
        

    
,       (4) 

 

де (p2, p, p1)=L{ 1, ,   }, (L – символ прямого перет-

ворення Лапласа). Прийнявши позначення k1/J=T, 

M/J=K, вираз (4) набуде вигляду 
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2

1

1

( ) ( )

( ) ( ),
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

      

             (5) 
 

звідки отримуємо передавальну функцію, що 

описує крутильні коливання ділянки валу між  

двигуном та зубчастим колесом 
 

2

1

1

( )
( , ) .

( ) ( ) 
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 

Y p p
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X p T p p K
           (6) 

 

Аналогічним чином знаходимо пере-

давальні функції для решти рівнянь матема-

тичної моделі [12]. Для отримання переда-

вальних функцій рівнянь, знайдемо зображення по 

Лапласу відповідних змінних рівнянь системи та їх 

других похідних, відносно яких будуть записані 

передавальні функції: 
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5. Результати розробки структурної моделі 

Враховуючи прийняті позначення змінних си-

стеми, похідних від змінних та їх зображень (7), зна-

ходимо передатні функції для решти диференціаль-

них рівнянь системи [12]. 

– для крутильних коливань зубчастого колеса 

навколо осі x1: 
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– для крутильних коливань шестерні навколо 

осі x2: 
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– для кута закрутки валу навантаження навко-

ло осі x2: 
 

2

3

3 2 3

2 3 3

( , ) ,
( )

p
W p p

T p p K







            (10) 

 

де 32

3

3 3

; ;
Mk

T K
J J



   
    
   

 

 

– для крутильних коливань зубчастого колеса 

навколо осі y1: 
 

 

– для крутильних коливань шестерні навколо 

осі y2: 

 

– для крутильних коливань зубчастого колеса 

навколо осі z1: 
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– для крутильних коливань шестерні навколо 

осі z2: 
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– для осьових коливань зубчастого колеса  

по осі х1: 
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– для осьових коливань шестерні по осі х2: 

 

2

2

9

8 9

1 8 2 9

( , )
x

p
W p p

T p T p



,                 (16) 

 

де 2 0 0

1 2

2 2

( 1) (1 )
; ;x з зC C tg C tg

T T
m m

      
    
   

 

 

– для осьових коливань зубчастого колеса по 

осі y1: 
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– для осьових коливань шестерні по осі y2: 
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– для осьових коливань зубчастого колеса по 
осі z1: 

 

– для осьових коливань шестерні по осі z2: 

 
Від отриманих виразів для передавальних фу-

нкцій коливань елементів механічної системи (6)–
(20), легко перейти до відповідних АЧХ, використову-
ючи вирази (1), (2). Комп’ютерна реалізація отриманої 
структурної моделі дає можливість побудови АЧХ 
будь-якого елемента зубчастої передачі, коливання яко-
го описані рівняннями математичної моделі [12]. 

 
6. Висновки 
1. Проведенo аналіз доцільності та актуальнос-

ті застосування математичного апарату частотних 
характеристик, стосовно задач аналізу динаміки ево-
львентних зубчастих передач. 

2. Окресленo область практичних інтересів до-
слідників динаміки зубчастих передач, де актуальною 
є побудова амплітудно-частотних характеристик. 

3. Створено структурну модель побудови АЧХ 
зубчастої передачі, для якої визначено внутрішню 
структуру, склад динамічних ланок та аналітичний 
вигляд передавальних функцій. 

Подальшим розвитком запропонованої струк-
турної моделі, може являтись розробка імітаційної 
моделі для комп’ютерної реалізації створеної струк-
тури засобами MatLab-Simulink. Така імітаційна мо-
дель надає можливість дослідження АЧХ коливань 
будь-якого елемента механічної системи. 
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