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ПОСТРОЕНИЕ ФУНДАМЕНТАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ СТАТИКИ  

{1,2}-АППРОКСИМАЦИИ БЕЗМОМЕНТНОГО НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ  

ДЛЯ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫХ ПЛАСТИН 

 

© И. П. Боков, Н. С. Бондаренко, Е. А. Стрельникова 

 

Рассмотрена задача статики трансверсально-изотропных пластин, которые находятся под действием 

сосредоточенной силы. Использованы уравнения статики {1,2}-аппроксимации, полученные путем раз-

ложения искомых функций в ряды Фурье по полиномам Лежандра относительно толщинной координа-

ты. Данные уравнения учитывают все компоненты тензора напряжений, включая поперечные сдвиго-

вые и нормальные напряжения. Проведены численные исследования, демонстрирующие влияние упругих 

констант на компоненты напряженно-деформированного состояния трансверсально-изотропной пла-

стины 

Ключевые слова: {1,2}-аппроксимация, фундаментальное решение, тренсверсально-изотропные пла-

стины, уравнения статики, безмоментное напряженное состояние 

 

The problem of static for transversely-isotropic plates, which are under the action of a concentrated force, was 

considered. Static equations of {1,2}-approximation obtained by decomposition of the desired functions in Fou-

rier series in Legendre polynomials in relation to the thickness of the coordinates were used. These equations 

take into account all the components of the stress tensor, including the transverse shear and normal stresses. 

Numerical studies demonstrating the effect of elastic constants on the components of the stress-strain state of a 

transversely- isotropic plate were conducted 

Keywords: {1;2}-approximation; fundamental solution; transversely-isotropic plates; static equations; moment-

less stress state 

 

1. Введение 

В современном машиностроении, авиастрое-

нии и других отраслях промышленности широко 

применяются новые типы материалов, которые обла-

дают трансверсальной изотропией упругих свойств. 

Для исследования прочности тонкостенных элемен-

тов конструкций из таких материалов в местах кон-

центрации напряжений требуются подходы, более 

современные, чем классическая теория Кирхгофа-

Лява. Классическая теория удовлетворительно описы-

вает напряженно-деформированное состояние (НДС)  

 

сравнительно тонких трансверсально-изотропных пла- 

стин, но не учитывает явления, обусловленные сдви-

гами и обжатием. 

В работе для сведения трехмерной задачи для 

трансверсально-изотропных пластин к двумерной 

используется обобщенная теория пластин и оболочек 

в варианте {1,2}-аппроксимации. Данная теория яв-

ляется наиболее приемлемой для использования в 

качестве уточнѐнной теории, поскольку она не осно-

вана на каких-либо гипотезах, а использует метод  

И. Н. Векуа разложения искомых функций в ряды  
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Фурье по полиномам Лежандра. Этот подход позво-

ляет учесть поперечные касательные и нормальные 

напряжения. 

Целью этой работы является не только постро-

ение системы фундаментальных решений, но и ис-

следования демонстрирующие влияние упругих кон-

стант на компоненты НДС трансверсально-изотроп- 

ной пластины. 

 

2. Литературный обзор 

Метод разложения по толщинной координате с 

использованием полиномов Лежандра предложен в 

1955 г. И. Н. Векуа [1]. Здесь проекционным спосо-

бом получены дифференциальные уравнения равно-

весия (движения) призматических оболочек пере-

менной толщины относительно моментов компонент 

напряжений. 

Существует несколько подходов к построению 

фундаментальных решений уравнений тонких упру-

гих пластин и оболочек. 

Первый из них заключается в исследовании 

сингулярных решений однородных дифференциаль-

ных уравнений, соответствующих конкретному со-

средоточенному воздействию. 

Такой подход успешно применяли для сфери-

ческой оболочки А. Л. Гольденвейзер [2], пологих 

сферических и цилиндрических оболочек И. Н. Векуа 

[3], E. Reissner [4], а затем для пологих оболочек дво-

якой кривизны – Н. А. Киль [5] и др. 

Существенным недостатком такого подхода 

является то, что для определения сингулярного ре-

шения, соответствующего конкретному сосредото-

ченному воздействию, необходимо удовлетворить 

системе геометрических и статических условий в 

окрестности особой точки. Иногда, особенно для не-

сферических оболочек, это приводит к ошибочным 

результатам или же к решениям, содержащим лиш-

ние регулярные решения. 

Второй подход приводит к решению диффе-

ренциальных уравнений с правыми частями в виде 

дельта-функции Дирака. При этом применяются раз-

нообразные методы построения фундаментальных 

решений. Наиболее типичные из них – методы инте-

гральных преобразований Фурье – развиты в работах 

П. М. Величко, В. К. Хижняка, В. П. Шевченко [6]. 

Все эти методы были разработаны для изуче-

ния характера особенностей компонент напряженно-

деформированного состояния пластин и оболочек 

или исследования прочности пластин и оболочек при 

локальных нагрузках. 

Фундаментальное решение, с использованием 

уточненной теории, в варианте {1,0}-аппроксимации 

было получено для уравнений статики трансверсально-

изотропных пластин в работе И. П. Бокова, Е. А. Стре- 

льниковой [7]. Фундаментальные решения уравне-

ний термоупругости {1,0}- и {1,2}-аппроксимации 

для трансверсально-изотропных пластин были по-

строены в работах Н. С. Бондаренко [8, 9].  

Из публикаций последних лет, в которых ис-

пользуется обобщенная теория {m,n}-аппроксимации, 

можно отметить статьи [10, 11]. 

В данной работе впервые использованы урав-

нения статики {1,2}-аппроксимации для трансвер-

сально-изотропных пластин, описывающие безмо-

ментное напряженное состояние. 

 

3. Цель и задачи исследования 

Целью данного исследования является разви- 

тие уточненной теории пластин, использующей метод 

разложения по толщинной координате с использова-

нием полиномов Лежандра предложенный И. Н. Ве- 

куа и построение фундаментального решения урав- 

нений статики {1,2}-аппроксимации безмоментного 

напряженного состояния для трансверсально-изотроп- 

ных пластин. 

Достижение поставленной цели предусмат-

ривает: 

– сведение трехмерной задачи теории упруго-

сти к двумерной используя метод И. Н. Векуа; 

– построение фундаментального решения по-

лученной системы уравнений с помощью двумерного 

интегрального преобразования Фурье; 

– проведение оценочных расчетов, демонстри- 

рующих влияние упругих параметров на НДС пла-

стины. 

 

4. Материалы и методы исследований вли-

яния упругих параметров на компоненты НДС 

трансверсально-изотропной пластины 

4. 1. Основные соотношения и математиче-

ская формулировка задачи 

Рассматривается трансверсально-изотропная 

пластина толщины 2h  в прямоугольной декартовой 

системе координат x , y , z . На пластину действует 

сосредоточенная сила F , приложенная в начале ко-

ординат (особой точке). 

В рамках {1,2}-аппроксимации представление 

компонент вектора перемещений и тензора напряже-

ний имеет вид 

 

0xu uP , 0yu vP , 1 1zu w P ; 

 

0
2

x

x

N
P

h
   x y , 

 

0
2

xy

S
P

h
  ,  1

1 3

3

2

x

xz

Q
P P

h
     x y , 

 

 0

0 2
2

z

R
P P

h
   , 

 

где u , v , 1w  – обобщенные перемещения пластины; 

из которых u  и v  являются аналогами перемещений 

точек срединной поверхности пластины; xN , yN , S , 

1xQ , 1yQ , 0R – обобщенные усилия. 

Математическая формулировка задачи содер-

жит полную систему уравнений теории упругости без 

учѐта граничных условий на краях реальной пласти-

ны. Система уравнений для трансверсально-изотроп- 
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ных пластин в варианте {1,2}-аппроксимации, опи-

сывающая безмоментное напряженное состояние 

состоит из: 

– соотношений упругости: 

 

1 0 0 0

1 2

u v
N B R

x x
 

  
   

  
, 

 

2 0 0 0

2 1

v u
N B R

x x
 

  
   

  
, 

 

0

1 2

1

2

v u
S B

x x

    
  
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1

21 0

2

w
Q

x


 


, 

 

0 0 1 0

1 2

u v
R w

x x


   
     

    
,                 (1) 

где  

0 2

2

1
B





, *

0
1

E






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
, 

 

0
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 
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*
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1 /5
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E

E



 


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 
, * E

E
E




. 

 

E , E  – модули Юнга для направлений в плоскости 

изотропии и перпендикулярных к ней;  ,   , G , G  – 

коэффициенты Пуассона и модули сдвига, соответ-

ствующие этим направлениям; 

– уравнений равновесия 
 

1

1

1 2

0
N S

q
x x

 
  

 
, 2

2

2 1

0
N S

q
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11 21

0 3

1 2

0
Q Q

R q
x x

 
   

 
,                     (2) 

 

где  *

1 1 1 2,q q x x ,  *

2 2 1 2,q q x x ,  *

3 3 1 2,q q x x , 

 1 2,x x  – двумерная дельта-функция Дирака [12]. 

Соотношения (1), (2) представлены в безраз-

мерной системе координат ( 1 /x x h , 2 /x y h , 

3 /x z h ). Обобщенные усилия определены с точно-

стью до величины Eh , а обобщенные перемещения – 

до h . 

 

4.2. Изложение метода исследования 

Подставив соотношения упругости (1) в уравне-

ния равновесия (2) и применив двумерное интегральное 

преобразование Фурье к полученной системе, получим 

*

2 2 1
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где  

2
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0 0

1

2
A A B

 
  . 

 

Решив указанную систему, найдем трансфор-

манты обобщенных перемещений: 
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где  
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 1 2,   – координаты точки в пространстве транс-

формант. 

Применив преобразование Фурье к уравнени-

ям закона Гука (1) и подставив трансформанты 

обобщенных перемещений (4) в полученные выра-
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жения, найдем выражения для обобщенных усилий 
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Применяя формулу обращения для двумерного 

интегрального преобразования Фурье [13] к (5) и (6) 
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где  ,nG rz  – специальная G-функция [14]. 

При циклической замене переменных в (8) ( 1x  

на 2x  и 2x  на 1x ), получим соответствующие 

 2 1,i x x  1..10i   

 

5. Результаты исследования и их обсуждение 

Для исследования особенностей НДС транс-

версально-изотропных пластин при сосредоточенных 

силовых воздействиях положим * * *

1 2 3 1q q q   . 

Результаты расчетов представлены в безраз-

мерной декартовой системе координат 1x , 2x . Гра-

фики построены вдоль оси абсцисс ( 2 0x  ). 

Численные исследования были проведены для 

трансверсально-изотропной пластины  
 

 * 5; 0,3; 0,07E      . 

 

Ниже представлены графики изменения обоб-

щенных усилий 11Q , 21Q , 0R  в зависимости от пара-

метра сдвиговой податливости /E G . Результаты 

приведены для таких значений параметра сдвиговой 

податливости: 2,6, 40, 80, 120. Кривая 1 соответству-

ет значению 2,6, а кривые 2, 3 и 4 – значениям 40, 80 

и 120 соответственно. 

Численные исследования показали, что пара-

метры сдвиговой податливости практически не вли-

яют на значения усилий 1N , 2N , S . 

Рис. 1–3 демонстрируют графики изменения 

обобщенных усилий 11Q , 21Q , 0R . Из этих рисунков 

видно, что увеличение параметра сдвиговой податли-

вости ведет к увеличению усилий Q11 и R0, и умень-

шению Q21.  

Данные исследования позволили численно ис-

следовать характер поведения внутренних силовых 

факторов в зависимости от значения параметра сдви-

говой податливости.  
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Рис. 1. Обобщенное усилие Q11 

 

 

Рис. 2. Обобщенное усилие Q21 
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Рис. 3. Обобщенное усилие R0 

 

 

6. Выводы 

В работе для сведения трехмерной задачи для 

трансверсально-изотропных пластин к двумерной 

использовалась обобщенная теория пластин и оболо-

чек в варианте {1,2}-аппроксимации. Соотношения 

для данной аппроксимации получены путем разло-

жения искомых функций в ряды Фурье по полино-

мам Лежандра относительно толщинной координаты. 

Построено фундаментальное решение уравнения ста-

тики трансверсально-изотропных пластин в варианте 

{1,2}-аппроксимации. Проведены численные иссле-

дования, демонстрирующие влияние упругих кон-

стант на компоненты напряженно-деформированного 

состояния трансверсально-изотропной пластины. 
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