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Проведен анализ эллиптических колебаний протонов молекул воды с помощью модели двухчастотного 
маятника. Определена колебательная мода, для которой средние углы отклонения маятника согласу-
ются с углами изгибов водородных связей в воде. Доказана возможность появления в жидкой воде эл-
липтических и эллипсоподобных вращений протонов молекул вокруг осей связей в неоднородном по углу 
поле сил межмолекулярного взаимодействия 
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1. Введение  
Физические свойства вещества зависят как от 

взаимодействий между его атомами и молекулами, 
так и от спектров колебаний этих атомов и молекул, 
от числа колебательных мод в них. Свойства жидкой 
воды, подвижность ее молекул широко изучаются 
экспериментально, а также с помощью компьютерно-
го моделирования методом молекулярной динамики 
[1–6]. Хотя результаты компьютерного моделирования 
статистически хорошо согласуются со свойствами 
воды, многие вопросы физики воды еще требуют изу-
чения. В частности, типам колебательных мод моле-
кул воды и их роли не уделено должного внимания. 

Вопросы влияния колебательных спектров 
атомов и молекул на свойства веществ подробно рас-
сматриваются в рамках теории эффекта Яна – Телле-
ра (ЭЯТ) [7]. В работе [8] предложено применить 
теорию ЭЯТ к колебательным спектрам в воде. В ней 
показано основополагающее влияние на свойства 
воды появление в жидкой фазе новых коллективизи-
рованных вращательных колебаний молекул воды. 
Моделирование вращательных колебаний молекул 
воды проводилось с помощью модели двухчастотно-
го маятника [9, 10], однако еще многие вопросы этих 
колебаний молекул воды требуют своего решения. 

 
2. Литературный обзор 
Хотя колебательные спектры в воде изучаются 

достаточно давно [2–4], однако вследствие отсут-
ствия информации об их модах и сложности ее полу-
чения, эта проблема остается острой как для молекул 
воды, так и для описания траекторий колебаний ядер 
их атомов водорода (далее – протонов). В работе [8] в 
рамках теории ЭЯТ рассматривались возможные мо-
ды колебаний молекул воды в жидкой фазе и резуль-
таты их влияния на свойства воды. Было показано, 
что данные новые коллективизированные моды ко-

лебаний молекул в жидкой фазе относятся к классу 
либрационных мод и являются вращательными коле-
баниями молекул воды («заторможенными вращени-
ями» [2]).  

Вследствие несимметричности молекулы воды 
имеют 3 главных момента инерции вдоль осей x, y, z 
молекулы [2] и, соответственно, 3 частоты собствен-
ных вращательных колебаний. Данные частоты вра-
щательных колебаний молекул в жидкой воде явля-
ются связанными при вращательных колебаниях за-
коном сохранения момента импульса [8]. Траектории 
движения протонов молекулы, имеющих наибольшие 
скорости вращения, могут быть как независимыми 
двухчастотными, так и вращательными на общей 
частоте [9].  

В работе [8] рассмотрено малые вращательные 
колебания молекул воды как многомерные колеба-
ния. Анализ показал, что вращательные колебания 
молекул воды не могут быть одновременно для всех 
трех осей вращения, а только для двух осей вращения 
на двух частотах, при этом, всегда присутствует са-
мая низшая частота вращения – вокруг оси х молеку-
лы. Для анализа двухчастотных колебаний маятника 
вводился параметр k, равный отношению моментов 
инерции молекулы для данных вращательных коле-
баний k=Ix /Ii. Для воды характерны величины этого 
параметра, равные k=1,5 и k=3 [9]. 

При двумерных вращательных колебаниях мо-
лекул воды ее протоны совершают вращения вокруг 
осей водородных связей (Н – связей) с соседними 
молекулами в плоскостях, перпендикулярных к этим 
осям или колебания около оси. Вращения протонов 
около осей Н – связей сопровождается изгибами свя-
зей в воде на некоторый средний угол θ, который 
является динамическим. Он обусловлен действием на 
протоны молекул воды импульсов и моментов им-
пульсов, обусловленных тепловым движением моле-

ФІЗИКО-МАТЕМАТИЧНІ НАУКИ 



Фізико-математичні науки                                                                     Scientific Journal «ScienceRise» №1/2(30)2017 
 

 49 

кул, сил инерции при их вращении вокруг осей свя-
зей и законом сохранения момента импульса.  

Для моделирования направленных валентных 
сил между молекулами предложено их описание с 
помощью неоднородного поля сил (НПС) [9] вида 
G=g·cosnθ, где угол отклонения маятника от положе-
ния равновесия θ равен углу изгиба Н – связей между 
молекулами. Важной особенностью колебаний в 
НПС является быстрый рост периода колебаний с 
ростом угла θ (угла изгиба Н – связи между молеку-
лами θ) [9–11] и показателя (степени) НПС n (по 
оценкам для воды [9] n≈8), что хорошо согласуется с 
изменениями либрационных частот и углов изгиба Н 
– связей в воде с нагревом [2–4, 12].  

В работах [9, 10] проведено моделирование вра-
щательных колебаний молекул воды с помощью моде-
ли двухчастотного сферического маятника в НПС. При 
малых начальных скоростях протоны совершают двух-
частотные независимые колебания по двум взаимно 
перпендикулярным осям. С ростом скоростей и углов 
отклонения маятника по оси Y частоты колебаний в 
НПС сближаются и начинаются вращения маятника 
вокруг его оси (и, аналогично, протонов молекул воды 
вокруг осей Н – связей), что приводит к сильной эллип-
тичности (вытянутости) орбит. При полном совпадении 
периодов колебаний по осям Tx и Ty будут наблюдаться 
чисто эллиптические траектории. При небольшом раз-
личии периодов колебаний по осям появляется прецес-
сия больших осей эллипсов. Причем, в отличие от од-
ночастотного сферического маятника (k=1), вращения 
происходят не в пределах круга [11], а в некоторой эл-
липтической области с длинной осью вдоль оси Y моде-
ли, с наименьшими моментом инерции маятника и 
начальным периодом колебаний Tyо [9]. Эти общие пре-
цессирующие эллипсоподобные колебания продолжа-
ются с ростом начальной скорости маятника вплоть до 
выхода маятника из его потенциальной ямы – из ниж-
ней полусферы.  

В работах [9, 10] есть неточности, в частности, 
частоты вращательных двухчастотных колебаний 
соотносятся между собой как k0,25, а не как k0,5. Это 
сближает эти частоты и уменьшает средние величи-
ны углов отклонения маятника θ [9], которые были 
завышенными сравнительно с экспериментом для 
величин углов изгибов Н – связей в воде [12]. Поэто-
му уточнение расчетов может дать более реальную 
картину о колебаниях молекул воды в жидкой фазе и 
о возможности вращений протонов молекул вокруг 
осей их Н – связей.  

 
3. Цель и задачи исследования 
Цель работы – рассмотрение особенностей 

вращательных колебаний молекул воды путем моде-
лирования их эллиптических колебаний с помощью 
модели двухчастотного сферического маятника. 

Для достижения поставленной цели были ре-
шены следующие задачи: 

1. Определение и уточнение параметров эл-
липтических орбит маятника в зависимости от неод-
нородности поля сил и различия частот маятника. 

 

2. Определение возможности эллиптических 
колебаний молекул воды и вращений протонов ее 
молекул вокруг собственных осей Н – связей. 

 
4. Моделирование колебаний двухчастотно-

го маятника 
Модель колебаний двухчастотного сфериче-

ского маятника в НПС подробно рассмотрена в [9]. 
Она представляет две массы, закрепленные на двух 
стержнях длиной l под углом Θо. Ось Х маятника со-
ответствует оси х молекулы воды [2], а ось Y маятни-
ка – оси y молекулы для отношения моментов инер-
ции k=3 либо оси z молекулы для k=1,5. Отклонения 
маятника рассматриваются через угол θ отклонения 
маятника от вертикальной оси Z либо относительные 
начальные смещения по оси х: δхо=xo/l и оси y: δy=y/ l 
(где l=1 м, 2·m=1 кг). При некоторых заданных 
начальных скоростях vyo при начальных смещениях 
δхо маятник совершает чисто эллиптические колеба-
ния. При этом траектория движения маятника отно-
сительно его оси Z согласуется с траекторией враща-
тельных колебаний протонов молекулы воды относи-
тельно оси Н - связи.  

Локальное моделирование вращательных 
колебаний молекулы воды было проведено в паке-
те MatLab с помощью модели двухчастотного сфе-
рического маятника в неоднородном поле сил вида 
G=g·cosnθ (g=10 м/с2). Это поле сил остается неиз-
менным для всего процесса моделирования коле-
баний. 

Определение параметров траекторий маятника 
проводилось для отношений моментов инерции, ха-
рактерных для молекулы воды k=1,5 и 3, а также 
промежуточных k=1; 1,2 и 2, и для показателей НПС 
n=0 (однородное поле сил) и n=8. При анализе ре-
зультатов использовались и другие значения показа-
телей НПС в интервале n=0…8. Эллипсоподобные 
колебания маятника [9, 10] достаточно сложны для 
рассмотрения, а потому для анализа были выбраны 
эллиптические траектории, как повторяющиеся, 
наиболее наглядные и простые траектории движения 
двухчастотного сферического маятника и пересека-
ющие всю область существования его эллипсоподоб-
ных колебаний [9]. 

На рис. 1 показаны эллиптические орбиты 
двухчастотного маятника в НПС с n=8 и k=3 для 
начальных смещений по оси Х с шагом 0,05. На 
рис. 1,а показаны XY – проекции эллиптических 
орбит, а на рис. 1,б – их объемный вид. Проекции 
орбит симметричны, для компактности показана их 
половина (Y>0).  

На рис. 2 показаны XY – проекции эллиптиче-
ских орбит для отношения моментов инерции k=1,5 и 
показателей n=0 и 8 для различных начальных сме-
щений δхо. Видим пересечение орбит при малых 
начальных смещениях δхо по оси Y для n=0 и умень-
шение величины больших полуосей эллипсов и эл-
липтичности траекторий с ростом величины показа-
теля НПС n. Для больших величин смещений δхо эл-
липтические колебания становятся невозможными. 
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Рис. 1. Вид эллиптических орбит двухчастотного сферического маятника для k=3 и n=8: а – в проекциях коор-
динат XY; б – объемный вид – XYZ 

 

 
 

а                                                                                        б 
 

Рис. 2. XY – проекции эллиптических орбит двухчастотного маятника для отношений k=1,5 и начальных сме-
щений δхо: а – для n=0; б – n=8 

 

Эллиптические колебания можно также рас-
сматривать как переход конических колебаний од-
ночастотного маятника с k=1 при его превращении 
в двухчастотный маятник при росте отношения 
моментов инерции k. На рис. 3 показаны рассчи-
танные зависимости относительных величин боль-
ших полуосей эллипса δy для отношений моментов 
k=1,2; 1,5; 2 и 3 и показателей НПС n=0 и 8 от ве-
личины начальных смещений δхо по оси Х (мини-
мум δхо при моделировании: δхо=0,001). Видим 
наличие минимумов для величин больших полу-
осей эллипсов вблизи малых начальных смещений 
δхо. Снизу все эти, упорядоченные по параметру k, 
кривые ограничены прямой для конического маят-
ника (k=1) и стремятся к ней с ростом величины 
смещений δхо.  

На рис.4 показаны зависимости средних углов 
отклонения маятника при эллиптических колебаниях 
для этих же отношений моментов k и показателей 
НПС n от величины начальных смещений δхо. Ви-
дим, что на их величину оказывает основное влия-
ние величины больших полуосей эллипса δy (рис. 3), 
поскольку время пребывания маятника при 
наибольших отклонениях максимально [8, 9]. При 
этом данные углы для однородного поля сил (n=0) 
примерно вдвое большие, чем для поля сил с показа-
телем НПС n=8. 

На рис. 5 показаны зависимости скоростей в 
точках пересечения эллипса осями для отношений 
k=1; 1,2; 1,5; 2 и 3 и показателей НПС n=0 и 8 от ве-
личины начальных смещений по оси Х. Кривая k=1 
соответствует одночастотному коническому маятни-
ку, для которого скорости на осях равны: vc=vx=vy. 
Видим, что для двухчастотного маятника скорости 
vy>vc и быстро растут с ростом отношения k, а скоро-
сти vx близки к vc, но для однородного поля сил vx≥vc 
(n=0) (рис. 5, а) и vx<vc для НПС с n=8 (рис. 5, б). Рост 
отношения k для НПС с n=8 ведет к смещению мини-
мумов скорости для углов отклонения в сторону ро-
ста смещений δх,, а максимумов – наоборот. 

Для анализа влияния параметров k и n на вели-
чину средних углов отклонения эллипса рассмотрим 
их зависимости вблизи минимумов этих углов (рис. 4). 
Такие величины смещений δхо можно считать харак-
терными для вращательных колебаний молекул воды 
(для смещений δхо>0,2 углы отклонений θ>15º, что 
больше, чем у воды [12], для n=8 и k=1,5 – рис. 4, б).  

На рис. 6 показаны зависимости величин средних 
углов отклонения эллипса от величины отношений мо-
ментов инерции маятника k для начальных смещений 
δхо=0,15. Аналогичный вид от данных параметров име-
ют также зависимости для скоростей vyо и больших по-
луосей маятника. Это говорит об их связанности и при-
близительной пропорциональности. 
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Рис. 3. Зависимости величин больших полуосей эллипсов δy от начальных смещений δхо для отношений 
моментов k=1; 1,2; 1,5; 2 и 3 и для показателей НПС: а – для n=0; б – для n=8 
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Рис. 4. Зависимости средних углов отклонения маятника от смещений δхо для отношений k=1; 1,2; 1,5; 2 и 3 и 
показателей НПС: а – для n=0; б – для n=8 
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Рис. 5. Зависимости скоростей в точках на осях эллипсов для отношений k=1…3 от начальных смещений δхо и 
показателей НПС: а – для n=0, б – для n=8 
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Рис. 6. Зависимости средних углов отклонения для 
эллипсов при начальных смещениях δхо=0,15 от  
отношений k для показателей НПС n=0; 1…8 

 
5. Результаты исследования и их обсуждения 
Плоские XY – проекции эллиптических орбит, 

безусловно, являются упрощением реальных объем-
ных траекторий маятника (рис. 1, б). Однако это поз-
воляет сделать более простыми и наглядными траек-
тории движения, тем более что для малых отклоне-
ний, смещения вдоль оси Z пренебрежимо малы. С 
ростом отношения моментов инерции k растут вели-
чины больших полуосей эллипса δу (рис. 2, 3). Проек-
ции траекторий для отношения моментов инерции 
k=3 имеют почти вдвое большие величины полуосей 
эллипса δу, чем для отношения k=1,5. Это приводит и 
к вдвое большим средним углам отклонения маятника 
(рис. 4). В однородном поле сил (n=0) углы отклоне-
ния маятника также примерно вдвое большие, чем в 
НПС с n=8. Однако если в НПС с n=8 углы отклоне-
ния маятника близки к углам изгибов Н – связей в 
воде [12], то в однородном поле сил они велики для 
молекул воды даже для k=1,5.  

Уменьшение величин больших полуосей эл-
липтических орбит, величин средних углов отклоне-
ний и скоростей в НПС обусловлены сужением по-
тенциальной ямы маятника по углу и уменьшением ее 
глубины с ростом величины показателя НПС n [11]. 
Уменьшение максимальных скоростей по осям с ро-
стом показателя НПС с n=0 до n=8 для начальных 
скоростей vyо видно на рис. 5. Максимумы для скоро-
стей вблизи отклонений δ≈0,5 для n=8 (рис. 5, б) обу-
словлены наличием максимальной скорости с ростом 
отклонений δ в НПС для больших величин показателя 
НПС n [11]. Для больших величин отклонений δ коле-
бания становятся неустойчивыми к малейшим воз-
мущениям.  

Для скоростей на осях эллипса vx и vyо видим, 
что они группируются относительно скорости кониче-
ского маятника vс по разные стороны. Скорости vy все-
гда больше чем коническая, а скорости vx близки к ней. 
Близость скорости vx к конической можно объяснить 
тем, что при движении вдоль оси Y имеется реальный 
потенциальный барьер по высоте (по оси Z – рис. 1, б), 
а вдоль оси Х он отсутствует, если скорость по оси Y 
будет достаточной для преодоления этого барьера. 
Видимо поэтому скорость vх мало отличается от кони-
ческой vс. Уменьшение скоростей vх относительно vс в 
НПС n=8 связано с уменьшением сил при больших 
отклонениях δу (из-за роста k). При начальных скоро-

стях vyо меньших, чем для эллипсов, частоты колеба-
ний по осям станут различными и будут наблюдаться 
независимые колебания по осям на двух частотах [9]. 
Это подчеркивает важность равенства частот по осям 
для появления эллиптических и эллипсоподобных ко-
лебаний.  

Увеличение начальной скорости vyо относи-
тельно скорости конического маятника vс (рис. 5) ве-
дет к более быстрым колебаниям и уменьшению их 
периодов с ростом отношений моментов k и смеще-
ний δхо. Видимо это ведет за счет большой кинетиче-
ской энергии по оси Х вначале, с ростом величины 
смещений δхо, к уменьшению величины больших по-
луосей эллипсов.  

Полученные средние углы отклонения маятни-
ка θ меньшие, чем было в [9] и согласуются с экспе-
риментальными углами изгиба Н – связей в воде [12]. 
Поскольку в воде средние углы изгиба Н – связей при 
комнатной температуре составляют около 15º [12], то 
согласно рис. 4, можно говорить о возбуждении эл-
липтических колебаний в жидкой воде для отношения 
моментов инерции молекулы k=1,5 (углы отклонения 
11…13º для δх≤0,1) и такой возможности для отноше-
ния k=3 (угол отклонения около 18º для δх≤0,1). По-
скольку эллиптические колебания для малых смеще-
ний появляются на нижней границе появления эллип-
соподобных колебаний [9], то можно считать дока-
занным, что для отношения моментов инерции моле-
кулы k=1,5 протоны молекулы начинают совершать 
вращения вокруг своих осей Н – связей. 

Хотя при одинаковой вероятности возбужде-
ния обоих колебаний получим средний угол изгиба 
Н – связей (12+18)/2=15º, который хорошо согласу-
ется с [12], нам надо учесть вероятность этого, ис-
ходя из величины средней тепловой энергии моле-
кулы, большую часть которой составляет кинетиче-
ская энергия вращения [8]. На рисунке 7 приведены 
величины кинетической энергии в точках пересе-
чения эллипса с осями, рассчитанные для опти-
мального для воды показателя НПС n=8 [9] по ско-
ростям на рис. 5, б.  

Вдоль оси Y, с меньшим моментом инерции, 
кинетическая энергия маятника уменьшается в k раз 
(скорости рассчитывается для местоположения массы 
маятника (протона) без учета эффективной длины 
нашего физического маятника). Видим, что хотя ско-
рости быстро растут, происходит сближение кривых 
для кинетической энергии вдоль оси Y с ростом от-
ношений k. Это сближение можно объяснить тем, что 
величина кинетической энергии маятника приближа-
ется к ее максимально возможному значению в по-
тенциальной яме.  

Видим (рис. 7), что для отношения k=3 кине-
тическая энергия примерно в 1,4 раза больше, чем для 
отношения k=1,5 при малых отклонениях δх, что со-
ответствует, с учетом вклада трансляционных коле-
баний в полную энергию колебаний, более высокой 
температуре (273К·1,25≈340 К). Поэтому возбужде-
ние эллиптических колебаний для отношения момен-
тов инерции k=3 в воде при комнатной температуре, 
скорее всего, возможно лишь частично и для малых 
величин смещений δхо (δхo<0,1, рис. 4). При более вы-
соких температурах вследствие хаотического влияния 
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импульсов от соседних молекул, близости углов из-
гиба Н – связей к максимально возможным, а кинети-
ческой энергии – к максимальной в потенциальной 
яме, для отношения моментов инерции молекулы k=3 
существование устойчивых эллиптических орбит ста-
новится маловероятным. 

 

Кинетическая энергия на осях эллипса 
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Рис. 7. Величины кинетической энергии в точках на 
осях эллипсов для показателя НПС n=8 и отношений 

моментов инерции k=1; 1,2; 1,5; 2 и 3 
 

Главной причиною наличия вращений прото-
нов является необходимость совпадения частот по 
обеим осям колебания, что достигается лишь в НПС с 
большой величиною показателя НПС n. В однород-
ном поле сил это возможно лишь при больших вели-
чинах углов изгиба Н – связей, что приведет к ослаб-
лению и разрыву Н – связей молекул в воде. Таким 
образом, результаты расчетов говорят о реальной 
возможности возбуждения в жидкой воде с показате-
лем НПС n=8 эллиптических и эллипсоподобных 
вращений протонов молекул воды вокруг собствен-
ных осей Н – связей.  

Условие для углов изгиба Н – связей при ком-
натной температуре (до 15º) для отклонений δхо=0,15 
(θхо=8,6º) выполняется для показателей НПС n=6 и 8 
(рис. 6). Поэтому интересно обсудить вопрос о воз-
можности существования для молекул воды НПС с 
показателем n=6. В работе [9] обсуждалось, что пока-
затель НПС n в воде для изгибов связей близок к сте-
пени при радиусе в потенциале взаимодействия (1/rn) 
для сил притяжения. Степень n=6 широко применяет-
ся в физических расчетах для потенциалов взаимо-
действия Ленарда – Джонса и Ван-дер-Ваальса. Воз-
можно, что такая степень реальна и для молекул во-
ды, потому что за счет колебаний соседних молекул 
суммарные средние углы изгибов Н – связей будут 
возрастать, сравнительно с нашей моделью. Это будет 
уменьшать силы межмолекулярного взаимодействия 
и этим как бы соответствовать росту эффективной 
величины показателя НПС n. 

Вращательные колебания молекул воды по уг-
лу θ можно считать малыми, что позволяет считать 
результаты моделирования для углов отклонения θ до 
15º достаточно точными. Для относительных откло-
нений маятника δ>0,2 точность расчетов для него 
будет понижаться. Это обусловлено предположения-
ми о постоянстве моментов инерции маятника при 
больших углах отклонения от равновесия, что по раз-
ным причинам не выполняется, а также простой мо-
делью направленных сил, пренебрежением случай-
ными внешними силами (влиянием соседних моле-
кул). А потому можно говорить лишь о качественном 
согласии расчетов для маятника при больших углах 
отклонения с колебаниями молекул воды. Также надо 
помнить, что в воде при отклонениях δ>0,5 могут 
наблюдаться разрывы Н – связей [3].  

Представление НПС в виде G=g·cosnθ без-
условно есть упрощением взаимодействия электрон-
ных орбиталей молекул воды. Такая симметрия мо-
жет соответствовать одной электронной р – орбитали, 
тогда как у молекулы воды имеется 3 независимые р 
– орбитали и множество их комбинаций, создающих, 
в частности, тетраэдрическую симметрию электрон-
ной оболочки молекулы воды и ее связей. Создание 
более сложной модели НПС – задача будущего. 

Необходимо отметить, что в данной локальной 
модели расчета рассматриваются колебания при по-
стоянстве всех параметров модели. Те же эллиптиче-
ские орбиты получаются для скоростей заданных с 
точностью до третьего – четвертого знака. В реаль-
ном окружении молекулы будут испытывать посто-
янное, часто хаотическое, влияние соседних молекул. 
Вследствие этого будут меняться все силовые и гео-
метрические параметры модели, а потому траектории 
движения молекул, их протонов будут заметно изме-
няться. Можно ожидать появления независимых 
двухчастотных и хаотических колебаний, а также 
возникновения разрывов связей. Однако можно счи-
тать, что данная модель будет являться основою, на 
которою накладываются случайные или коллективи-
зированные внешние возмущения.  

 
6. Выводы 
1. Моделированием двухчастотного сфериче-

ского маятника в неоднородном поле сил получены 
зависимости для ряда его параметров, в частности, 
величин больших полуосей эллипсов, обусловлива-
ющих эллиптичность траекторий его колебаний.  

2. Показано, что средние углы отклонения 
двухчастотного маятника хорошо согласуются с уг-
лами изгиба Н – связей в воде для отношения момен-
тов инерции молекулы k=1,5. Для отношения k=3 
углы отклонения велики и данные колебания могут 
возбуждаться лишь частично.  

3. Полученные результаты свидетельствуют о 
возможности возбуждения эллипсоподобных колебаний 
у молекул воды в жидкой фазе, а также о возможности 
вращений их протонов вокруг своих осей Н – связей. 
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