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РОЗРОБКА МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛІ ПРОЦЕСУ ЗАМОРОЖУВАННЯ КЛІТИННОЇ  

СУСПЕНЗІЇ 
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В роботі розглядається математичне моделювання процесу заморожування клітинної суспензії перед 

сублімаційним сушінням. Вплив умов проведення технологічної операції заморожування можна оцінити 

розподіленням температур мікробної суспензії в процесі заморожування. 

Математична модель дозволяє визначити розподіл температур при заморожуванні, а також швид-

кість заморожування в залежності від властивостей середовища, що заморожується, умов відведення 

теплової енергії та геометрії області, в якій протікає процес 

Ключові слова: клітинна суспензія, мікробна маса, математичне моделювання, сублімаційне сушіння, 

температура, швидкість заморожування 

 

1. Вступ 

В біотехнологічних та фармацевтичних виро-

бництвах для зневоднення мікробної маси викорис-

товують сублімаційне сушіння. Сублімаційне су-

шіння, як технологічний процес, складається з декі-

лькох операцій, важливішими з яких є операції за-

морожування мікробної суспензії та її висушування 

при низьких температурах в умовах вакууму. Якість 

готового продукту визначається кількістю життє-

здатних клітин мікроорганізмів на одиницю маси 

або об’єму, кінцевою вологістю, біоактивністю, то-

що, і залежить від способу, температури, швидкості 

заморожування, та умов проведення сублімаційного 

сушіння. Найбільш важливим питанням при виборі 

технологічного обладнання та температур для про-

ведення процесів заморожування клітинних суспен-

зій перед сублімаційним сушінням є швидкість за-

морожування, або швидкість переміщення границі 

розділу рідкої та мерзлої фази суспензії. Швидкість 

заморожування впливає на ріст кристалів льоду, які 

при певних умовах, можуть руйнувати клітини. Для 

визначення розподілу температур в клітинній су-

спензії в процесі заморожування та швидкості пере-

міщення границі розділу рідкої і мерзлої фази в за-

лежності від умов проведення процесу та властиво-

стей суспензії необхідно розробити математичну 

модель процесу заморожування. 

 

2. Літературний огляд 

Математична модель процесу заморожування 

клітинної суспензії перед сублімаційним сушінням 

найбільш відповідає процесу заморожування вологого 

ґрунту або спокійної води у водоймі [1, 2]. Математи-

чна модель складається з диференціальних рівнянь не-

стаціонарної теплопровідності для мерзлого та талого 

шарів початкових умов, граничних умов першого роду 

на зовнішніх границях та граничних умов четвертого 

роду на рухомій границі розділу шарів. Границя розді-
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лу шарів (фаз) змінює своє положення у часі, тому за-

дача математичного моделювання процесу заморожу-

вання клітинної суспензії перед сублімаційним сушін-

ням належить до класу задач Стефана. Постановка і 

розв’язання цієї задачі ускладнюються вибором тем-

ператури фазового переходу при заморожуванні воло-

ги в клітинній суспензії.  

Температура заморожування вологи в клітин-

ній суспензії залежить від виду зв’язку вологи з ма-

теріалом [2–4]. Процес утворення льоду супрово-

джується фізичними, біофізичними та біохімічними 

явищами і впливає на структуру сухого каркасу клі-

тинної маси. Заморожування клітинної суспензії су-

проводжується утворенням кристалів льоду, що мо-

жуть пошкоджувати і руйнувати клітини. Розміри 

кристалів льоду залежать від швидкості заморожу-

вання. Дрібні кристали утворюються при високих 

швидкостях, а великі при низьких. Досвід заморо-

жування клітинної маси різного походження свід-

чить про те, що в першу чергу заморожується вільна 

волога в міжклітинному просторі, в якій розчинені 

мінеральні речовини. Заморожування води в розчині 

відбувається при температурах нижчих за кріоско-

пічну температуру. Значення кріоскопічної темпе-

ратури в процесі заморожування вільної води змен-

шується, внаслідок зростання концентрації розчи-

нених речовин. Крім пошкодження клітин криста-

лами льоду часткова кристалізація води в клітинах 

збільшує концентрацію розчинених речовин в них. 

Концентрування електролітів діє на поліпептидні 

ланцюжки білка, що призводить до його денатурації 

та до порушення метаболізму внаслідок зростання 

різниці концентрації всередині і зовні клітини. Оці-

нити вплив негативних факторів при заморожуванні 

клітинної суспензії можливо при наявності інфор-

мації про розподіл температур та швидкості замо-

рожування. 

Разом з тим у літературі майже відсутні дані, 

щодо теоретичного або експериментального визна-

чення розподілу температур та швидкості заморожу-

вання клітинної суспензії в промислових або лабора-

торних умовах. Таким чином теоретичні дослідження 

процесу заморожування клітинної суспензії шляхом 

розробки математичної моделі є актуальним. 

 

3. Мета та задачі дослідження 

Мета дослідження – визначання розподілення 

температур та швидкості заморожування в клітинній 

суспензії в процесі заморожування перед сублімацій-

ним сушінням. 

Для досягнення мети були поставлені наступ- 

ні задачі: 

1. Аналіз особливостей процесу заморожуван-

ня клітинної суспензії з метою формулювання умов 

однозначності. 

2. Формулювання математичної моделі. 

3. Розв’язання математичної моделі та аналіз 

результатів. 

 

4. Аналіз процесу заморожування клітинної 

суспензії та побудова математичної моделі 

Процес сублімаційного сушіння проводять роз-

ливаючи суспензію в флакони або лотки. Лотки мають 

прямокутну форму. Вони встановлюються на полицях 

камери, в якій відбувається заморожування або поли-

цях сублімаційної сушарки, якщо процес заморожу-

вання і сублімації відбувається в одній камері.  

Розглянемо процес заморожування мікробної 

суспензії в лотку прямокутної форми. 

Лоток має розміри: висоту hк, ширину bк та до-

вжину lк, виготовлений з листового металу товщиною 

δк коефіцієнтом теплопровідності λк  

Лоток наповнений мікробною суспензією на 

висоті hсп, встановлений на плиту товщиною δпл з 

отворами, (рис. 1). Плита виготовлена з матеріалу з 

коефіцієнтом теплопровідності λпл. 

Розмішуємо систему координат як показано на 

рис. 2. 

 

 
Рис. 1. Розрахункова схема заморожування клітинної суспензії 
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Рис. 2. Схема розміщення лотка на плиті 

 

Оцінимо вплив вільної конвекції на процес пе-

реносу теплоти в суспензії. 

За попередніми оцінками добуток критерія 

Прандтля на критерій Грасгофа для клітинної суспен-

зії в лотку в процесі охолодження лежить в межах: 
 

6 310 10 .  Gr Pr  
 

В цьому випадку вплив вільної конвекції на 

перенос теплоти можна оцінити коефіцієнтом εк, а 

коефіцієнт теплопровідності мікробної суспензії буде 

визначитися як λр=εк∙λсп. 

Враховуючи що плита і лоток виконані із ма-

теріалу, що має високий коефіцієнт теплопровідності 

і при умові щільного контакту дна лотка і поверхні 

плити, можна прийняти припущення, що температу-

ра на внутрішній поверхні лотка, що контактує з су-

спензією, tк. – постійна. 

В отвори плити подається теплоносій з серед-

ньою температурою tт. 

Тепловий потік від мікробної суспензії відво-

диться теплоносієм. Позначимо температуру на по-

верхні отворів tотв, температуру на поверхні плити tпл 

та температуру на поверхні лотка tк. Тепловий потік, 

що передається до поверхні отворів від поверхні пли-

ти знаходимо з рівняння:  
 

 
( ),  Т пл пл отвQ K t t

                        
(1) 

 

де Kпл – приведений коефіцієнт тепло переносу для 

плити з отворами, Вт/K. 

Цей коефіцієнт Kпл знаходиться з виразу [5]:  
 

2
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Запишемо по аналогії з рівнянням (1) вирази 

для визначення теплових потоків від теплоносія і для 

стінки лотка:  
 

( ); т отв тQ K t t  
 

( ), к к плQ K t t                            (3) 
 

де  к

к пл

к

K F



 – приведений коефіцієнт тепло пере-

носу для стінки лотка, Вт/K; 

 т т тK F  – приведений коефіцієнт тепло 

переносу для теплоносія, Вт/K; 
2  т тF r z  – бокова поверхня отворів пли-

ти, zт – число отворів в плиті, м2. 

Запишемо рівняння для визначення теплового 

потому від теплоносія до внутрішньої поверхні лотка:  
 

( ),  т пр к тQ K t t                          (4) 
 

де  
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З цього рівняння знаходимо температуру на 

внутрішній поверхні лотка:  
 

. к т

пр

Q
t t

K
                              (5) 

 

Вільна поверхня суспензію контактує з повіт-

рям холодильної камери, після утворення на цій по-

верхні шару льоду теплообмін відбувається за зако-

ном Ньютона-Ріхмана.  

Отже на границі z=hсп, записуємо граничні 

умови третього роду:  
 

( ) .


  


п п м

t
t t

n
 

                        

(6) 

 

В процесі охолодження частина суспензії пе-

реходить в твердий стан, положення границі, що роз-

діляє суспензію в твердому стані і рідину, змінюєть-

ся, крім того процес твердіння суспензії відбувається 

також з вільної поверхні. 

Відведення теплової енергії від мікробної су-

спензії в лотку здійснюється через нижню стінку ло-

тка та від вільної поверхні суспензії. До моменту 

утворення на вільній поверхні мікробної суспензії 

шару льоду теплова енергія в повітря відводиться за 

рахунок конвекції та з вологою, що випаровується. 

Загальна густина теплового потоку з вільної поверхні 

рідини визначається за формулою:  
 

( ) ( ),      п п р п п п пр пq t t r   
            

(7) 

 

де αп – коефіцієнт тепловіддачі з вільної поверхні мік-

робної суспензії, Вт/м2K; tр – температура вільної по-

верхні мікробної суспензії, С°; tп – температура повіт-

ря, С°; rп – питома теплота пароутворення, Дж/кг;  

βп – коефіцієнт масовіддачі, м/с; ρпр та ρп – густина па-

ри, що відповідає температурі насичення та густина 

пари в газовому середовищі відповідно, кг/м3. 

Коефіцієнт тепловіддачі αп з достатньою для 

інженерних розрахунків точність визначають за фор-

мулами для конвекції від твердої поверхні [6]. Кое-

фіцієнт масовіддачі знаходять за формулою [6]:  
 

.


п

п

п пc





                              (8) 

В процесі охолодження та заморожування в 

мікробній суспензії утворюються три шари: 1 та 3 – 

шари мерзлої суспензії, 2 – шар рідкої суспензії. Ко-

ординати шарів, позначимо 1( )твh   та 2 ( )твh  , зале-

жать від часу охолодження.  
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Позначимо фізичні властивості мерзлої мікро-

бної суспензії λм, ρм, см, а фізичні властивості рідкої 

суспензії λр, ρр, ср, тоді зміна температур в шарі рідкої 

мікробної суспензії описується рівнянням: 
 

10 ( )  твz h   і 
2 ( ) h , тв спh z             (9) 

 

а в шарах мерзлої мікробної суспензії рівнянням:  
 

1 2( ) ( ). тв твh z h                      (10) 
 

На границях розділу шарів температури рідкої 

мікробної суспензії та мерзлої мікробної суспензії рі-

вні і дорівнюють температурі замерзання. 

Позначимо питомий тепловий потік, що від-

водиться на границі шарів в мерзлий шар qм, пито-

мий тепловий потік, що відводиться від рідкого 

шару qр. 

Запишемо вирази для визначення qм і qр (11): 
 

;
 

    
м м

t
q d

z
   

 

.
 

    
р р

t
q d

z
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З рівняння теплового балансу кількість тепло-

ти, що відводиться від границі розділу фаз в мерзлий 

шар дорівнює теплоті, що надходить з рідкого шару і 

теплоті фазового переходу qф. Теплота фазового пе-

реходу визначається з рівняння:  
 

,   ф пл м hq W r d                        (12) 
 

де rпл – теплота плавлення, Дж/кг; dh – переміщення 

границі розділу фаз за час dτ, м. 

У випадку замерзання чистих рідин W=1. Вра-

ховуючи, що клітини містять рідини більше 90 % 

приймаємо W=0,9 [2]. 

Запишемо рівняння нестаціонарної теплоп-

ровідності [7–9], що описують розподілення тем-

ператур в процесі заморожування мікробної су-

спензії: 

– для мерзлої зони 1:  
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– для рідкої зони 2:  
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– для мерзлої зони 3:  
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Граничні умови: 
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(18) 

 

Математична модель процесу складається з 

системи диференціальних рівнянь в частинних похі-

дних [10], які відносяться до нелінійних задач Сте-

фана, і описують перенос теплової енергії в рідкій і 

твердій (замороженій) фазах мікробної суспензії. Ці 

рівняння розв’язані методом кінцевих різниць. 
 

 
 

Рис. 3. Графік розподілення температур в мікробній суспензії в процесі охолодження 
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На рис. 3 показані результати числового 

розв’язання математичної моделі процесу заморожу-

вання мікробної суспензії, що дозволило визначити 

розподілення температури по висоті суспензії в зале-

жності від часу охолодження. Приклад графіку цієї 

залежності представлений на рис. 3. 
 

5. Результати досліджень та їх обговорення 

В результаті теоретичних досліджень вста-

новлено, що в процесі охолодження та заморожу-

вання в клітинній суспензії утворюються три шари: 

1 та 3 – шари мерзлої суспензії, 2 – шар рідкої су-

спензії.  

Математична модель процесу заморожування 

складається з трьох диференціальних рівнянь неста-

ціонарної теплопровідності та початкових і гранич-

них умов, що описують розподіл температур в клі-

тинній суспензії в початковий момент часу та пере-

нос теплової енергії на границях шарів. 

Математична модель процесу розв’язана ме-

тодом кінцевих різниць. В результаті розв’язання 

отримані масиви значень температур по висоті су-

спензії в лотку при різних значеннях часу ох- 

олодження.  

Координата границі мерзлого і рідкого шару 

клітинної суспензії відповідає температурі замерзан-

ня і може бути встановлена для кожного значення ча-

су заморожування. 
 

6. Висновки 

1. Розроблена математична модель процесу 

заморожування клітинної суспензії. 

2. Розв’язання математичної моделі процесу 

заморожування клітинної суспензії дозволяє визна-

чити розподілення температури по висоті суспензії, 

швидкість просування границі розділу мерзлої і рід-

кої фази, час промерзання суспензії, що розлита у ло-

тки, в залежності від умов проведення процесу охо-

лодження і властивостей клітинної суспензій.  

3. Результати розв’язку математичної моделі 

можуть використовуватися при аналізі роботи існую-

чого та проектуванні нового обладнання для сублі-

маційного сушіння клітинних суспензій та інших 

продуктів біотехнологічних виробництв. 
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