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6. В исновки

У результаті проведених досліджень було запропо-
новано модель температурного поля металевої плас-
тини з урахування залежності густини, теплоємності 
та теплопровідності матеріалу від температури зразка,  
у якій використано тривимірне нестаціонарне нелінійне 
рівняння теплопровідності. Для розв’язування даного 
рівняння було запропоновано метод покоординатного 
розщеплення з адаптивною сіткою.
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Моделирование температурного поля с учетом 
зависимости физических характеристик  
от температуры

В статье рассмотрен результат компьютерного моделиро-
вания температурного поля пластины под воздействием ла-
зерного луча с учетом зависимости плотности, теплоемкости 
и теплопроводности материала от температуры. В основу модели 
положено трехмерное нестационарное нелинейное уравнение 
теплопроводности, решаемое с помощью метода покоординатного 
расщепления с использованием адаптивной сетки.
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моделювання процесу екстракції 
із використанням алгебричних 
властивостей диференціальних 
спектрів

Представлено моделювання процесу одновимірної дифузії методом на основі алгебричних 
властивостей диференціальних спектрів для нестаціонарних фізичних процесів. Виконано по-
рівняння отриманих результатів із відомими методами і встановлено, що застосування даного 
методу дозволило зменшити обчислювальну складність та підвищити точність до заданого рівня, 
що може бути корисним на етапі проектування екстракційних апаратів.

Ключові слова: екстракція, дифузія, диференціальні перетворення, алгебричні властивості, 
крайова задача, точність.

Молодецька К. В.

1. В ступ

У сучасних виробництвах для добування одного 
або декількох компонентів з розчинів або твердих тіл 
за допомогою вибіркових розчинників використовують 
екстракцію  [1]. У зв’язку із задачами інтенсифікації, 

оптимізації й автоматизації виробничих процесів ви-
никає гостра необхідність у розробці методів розра-
хунку екстракційних процесів, встановлення фізичної 
сутності й основних закономірностей їх протікання. 
Отже, на перший план висуваються питання точності 
математичного опису екстракційного процесу. Відомо,  
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що математичні моделі процесу екстракції описуються 
диференціальними рівняннями із частинними похід-
ними з початковими і граничними умовами  [2]. Мо-
делювання виконується із використанням чисельних 
методів розв’язання, які мають ряд недоліків: погана 
обумовленість, складність алгоритмізації, відсутність 
теоретичних оцінок похибки тощо  [3]. В даний час 
застосування аналітичних і чисельно-аналітичних ме-
тодів розв’язання крайових задач недостатнє і вимагає 
подальших досліджень  [4—8].

2. �А наліз літературних даних і постановка 
проблеми

Аналіз останніх досліджень і публікацій [4, 5, 8] 
показав, що аналітичні й чисельно-аналітичні методи 
моделювання фізичних процесів ґрунтуються на ін-
тегральних та диференціальних перетвореннях (ДП).  
У випадку лінійних математичних моделей застосову-
ють методи інтегральних перетворень [5]. Аналітичне 
моделювання нелінійних фізичних процесів може бути 
виконано на основі використання ДП Г.Є. Пухова [6, 7].  
Математична модель в області ДП має вигляд диферен-
ціального спектру (ДС), похибка моделювання фізичного 
процесу в області оригіналів безпосередньо залежить від 
кількості дискрет ДС  [7,  8]. В зв’язку із аналітичною 
складністю, моделювання фізичних процесів виконують 
з використанням декількох початкових дискрет, а це 
обмежує точність в області оригіналів. 

Метою проведених досліджень було моделювання 
нестаціонарних фізичних процесів екстракції із викорис-
танням методу на основі алгебричних властивостей ДС,  
який дозволяє на великому часовому інтервалі досягнути 
заданого рівня похибки моделювання [8].

Для досягнення поставленої мети необхідно було 
вирішити наступні задачі: проаналізувати математичні 
моделі процесів дифузійного перенесення речовини; 
виконати моделювання процесу екстракції із викорис-
танням методу на основі алгебричних властивостей ДС із 
заданим рівнем похибки; порівняти результати моделю-
вання запропонованим методом із результатами відомих 
методів та зробити висновки про його ефективність.

3. Р езультати досліджень

Об’єктом досліджень було обрано моделювання не
стаціонарного процесу екстракції в області ДП. Ос-
новою класичної фізико-математичної теорії дифузії 
є  диференціальні рівняння Фіка, що описують процеси 
дифузійного перенесення речовини  [1,  2]. Розглянемо 
одновимірну дифузію, яка задана функцією c x t,( )  двох 
незалежних змінних в області 0 ≤ ≤x Hx , 0 ≤ ≤t H ,  де 
Hx , H  — задані додатні сталі. 

В межах великого часового інтервалу 0, H[ ]  засто-
суємо n  зміщених ДП [9]:
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де C x kν ,( )  — зміщені диференціальні зображення функ-
ції c x t, ;( )  tν — фіксовані точки часового аргументу, в яких  

будується ДС C x kν , ;( )  h  — стала величина, яка розра-
ховується з умов досягнення заданого рівня похибки. На 
величину h  накладається умова, яка задається виразом 
за Лагранжем [10]:
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Розглянемо нестаціонарний процес екстракції на 
технологічній ділянці довжиною l ,  який описується 
наступним диференціальним рівнянням:

∂ ( )
∂

=
∂ ( )

∂
c x t
t

c x t
x

, ,
,

2

2  0 < <x l ,  0 < ≤t H , 	 (3)

де задана стала H = 2, при початковій умові c x x
l

, sin0
2

( ) =
p

 

і граничній умові c x
c l t
x

,
,

.0 0( ) =
∂ ( )

∂
=  Нехай l =

p
2

, а верхня 

межа похибки моделювання рівна ε = 0 02, .  Моделювання 
виконаємо із використанням двох дискрет зміщених ДС.  

З виразу (2) при ε = 0 02, ; q = 1 і sup ,c x tq+( ) ( ) =1 1 маємо 
h ≥ 0 2, . Переведемо диференціальне рівняння (3) в  об-
ласть зображень на основі зміщених ДП [9]:
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На заданому часовому інтервалі H = 2  маємо 5 зміще-
них точок t hν ν= −( )2 1  при h = 0 2, ,  тобто n = 5.  Невідомі 
початкові дискрети зміщених ДС задаємо у символьному 
вигляді при n = 5.  Перші дискрети зміщених ДС визна-
чимо із виразу (4) при k = 0:
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Система зміщених ДС (4), (5) має вигляд C x xν νj, ,0( ) = ( ) 
C x xν νj, ,0( ) = ( )  C x h xν νj, ,1( ) = ( )  ν = 1 2 5, , ..., .  При ν = 1  виконує

мо обернений перехід з області зображень в область 
оригіналів при t = 0,  t hν =  і q = 1:

C x x h x, .0 1 1( ) = ( ) − ( )j j 	 (6)

З виразів зміщених ДС (6) ммаємо звичайне дифе-
ренціальне рівняння відносно невідомої функції j1 x( ):
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h

x
h
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Загальний розв’язок диференціального рівняння (7) 
має вигляд:
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де B1 ,  B2  — сталі інтегрування.	 (8)

Вираз (8) при x = 0  і заданих граничних умовах доз-

воляють знайти B2  як c t B0 0 01 2, .( ) = ( ) = =j  Підстановка 

виразу (8) у граничну умову при x l= =
p
2

 і B2 0=  дає 

рівняння, із якого визначаємо B1 0= .  З виразу (8) при 
B B1 2 0= =  отримаємо невідому функцію у точці t h1 = :
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Всі функції jν x( ), ν = 1 2 5, , ...,  отримаємо після під-
становки зміщених ДС:

j j1 1x h x x( ) − ( ) = sin ;   

j j j j1 1 2 2x h x x h x( ) + ( ) = ( ) − ( )  ;  

j j j j2 2 3 3x h x x h x( ) + ( ) = ( ) − ( )  ;  

j j j j3 3 4 4x h x x h x( ) + ( ) = ( ) − ( )  ;  

j j j j4 4 5 5x h x x h x( ) + ( ) = ( ) − ( )  ;  

j j5 5x h x C x H( ) + ( ) = ( ) , . 	 (10)

Підстановка (9) у друге рівняння системи (10) дає 
звичайне диференціальне рівняння для визначення не-
відомої функції j2 x( ).  Його розв’язок має вигляд:
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Аналогічним чином із системи (10) отримаємо інші 
невідомі функції:
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Підстановка зміщених ДС та невідомих функцій (12)  
у вираз для зворотного переходу в область оригіналів 
дає розв’язок крайової задачі (3) для значень часового 
аргументу t hii = 2  у вигляді:
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Встановлено, що похибка моделювання крайової зада-
чі у точці x = 1,  t H= = 2  на основі двовимірних ДП [6]  
у двадцять разів більша ніж похибка моделювання  за-
пропонованим методом при i = 5,  h = 0 2,  на основі  ви-
разу (13), яка дорівнює ε = 0 003,  у порівнянні з точним 
розв’язком задачі.

4. В исновки

Застосування методу на основі алгебричних власти-
востей диференціального спектру для моделювання од-
новимірної дифузії дозволяє підвищити ефективність 
моделювання процесу екстракції з метою оптимізації 
та інтенсифікації. Використання методу моделювання 
нестаціонарних процесів на основі алгебричних власти-
востей диференціальних спектрів може бути корисним 
на етапі проектування екстракційних апаратів.
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Моделирование процесса экстракции с использованием 
алгебраических свойств дифференциальных спектров

Представлено моделирование процесса одномерной диф-
фузии методом на основе алгебраических свойств дифферен
циальных спектров для нестационарных физических процессов. 
Выполнено сравнение полученных результатов с известными 
методами и установлено, что применение данного метода по-
зволило уменьшить вычислительную сложность и повысить 
точность до заданного уровня, что может быть полезным на 
этапе проектирования экстракционных аппаратов.

Ключевые слова: экстракция, диффузия, дифференциаль-
ные преобразования, алгебраические свойства, краевая задача, 
точность.
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