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МОДЕЛЮВАННЯ ПЛОСКИХ СІТОК НА 
ОСНОВІ ДРОБОВО- 
РАЦІОНАЛЬНИХ  
ІЗОТРОПНИХ КРИВИХ 

У роботі запропоновано новий метод побудови плоских ортогональних та ізотермічних коорди-
натних сіток на основі ізотропних дробово-раціональних кривих n-го порядку. Ізотропні дробово-
раціональні криві визначаються на основі ізотропних ланок характеристичних многокутників. 
Наведені умови для визначення координат реперних точок. Отримано співвідношення для ут-
ворення таких сіток із застосуванням конформного відображення. 
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1. Вступ

При конструюванні поверхонь часто виникає пи�
тання одержання поверхонь з конкретним типом ко�
ординатної сітки, яка має специфічні властивості. Ці 
властивості, як правило, допомагають спростити вирази 
першої та другої квадратичних форм поверхні. Постій�
не доповнення апарату формоутворення таких сіток, 
призводить до полегшення розв’язання прикладних 
задач, які спираються на диференціальні властивості 
поверхонь. Для інтерактивного керування формою 
таких сіток необхідно застосовувати параметричні 
криві, які будуються за допомогою характеристичних 
многокутників. Використання дробово-раціональних 
кривих дозволяє керувати формою за допомогою ваги 
точок. 

2. Аналіз літературних даних і постановка 
проблеми

Теорія мінімальних кривих (ізотропних) була за�
снована Софусом Лі [1]. Ізотропна геометрія була 
розроблена Струбекером в 1940 році. Основні поло�
ження знаходяться в монографії [2]. Моделюванням 
та дослідження ізотропних кривих у комплексному 
просторі займався Картан та його послідовники [1, 3], 
основна увага приділялась побудові ізотропних кривих 
на основі рухомого репера. Вейєрштрасс запропону�
вав безквадратурне подання ізотропних кривих [4]. 

Конструюванню і перетворенню поверхонь із 
збереженням ортогональності сіток координатних 
ліній та ліній кривини присвячено дисертацію [5]. 
Розглянуто послідовність утворення плоских орто�
гональних сіток різними способами, перетворення 
їх у поверхні та подальше конформне перетворення 
одержаних поверхонь із збереженням вказаних влас�
тивостей. У роботах [6 – 9] проводиться досліджен�
ня побудови мінімальних поверхонь за допомогою 
ізотропних кривих та кривих Без’є. В монографії 
[10] пропонується розглядати застосування функ�
цій комплексної змінної для графічного подання 
узагальнених паралельних множин у вигляді сіток 

квазіпаралельних ліній.
Аналіз зазначених робіт свідчить, що побудова ко�

ординатних сіток зі специфічними властивостями є 
адаптованим до конкретної прикладної задачі.

Метою даної роботи є розробка способу кон�
струювання плоских сіток на основі ізотропних 
дробово-раціональних кривих. Використання дробово-
раціональних кривих дозволить зробити метод 
генерації сітки гнучким до зміни умов фізичного 
процесу.

Для досягнення поставленої мети необхідно знайти 
умови для побудови ізотропної дробово-раціональної 
кривої, методи побудови сітки на основі ізотропної 
кривої та провести дослідження коефіцієнтів першої 
квадратичної форми. 

3. Результати досліджень

Будемо будувати сітки на основі плоских кривих. 
Нехай дробово-раціональна крива n-го порядку задана 
у вигляді: 
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де j jx yjr      - реперні точки характеристичного много�
кутника, jw - ваги точок.

Ізотропною або мінімальною називається крива, до�
вжина якої дорівнює нулю, тобто

2 2x(t) y(t) 0.    	 (2)

Будемо будувати дробово-раціональну криву на 
основі ізотропних сторін характеристичного много�
кутника: 
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j 0..(n 1)  .	 (3)

Підставимо умову (3) у вираз (1), будемо мати: 
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Введемо заміни:
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Візьмемо похідні та підставимо їх значення у вираз 
для довжини кривої, одержимо: 
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Порівняємо у виразі (5) x xu v v u   та y yu v v u  . 
Для цього знову введемо заміни: 
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Підставимо (6) у x xu v v u   та y yu v v u  . Будемо мати:
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Я к  б а ч и м о  у  в и р а з а х  ( 7 )  п р а в і  ч а с т и �
н и  в і д р і з н я ю т ь с я  л и ш е  н а  у я в н у  о д и н и ц ю . 
Підставляючи (9) у (6) одержимо у чисельнику 
нуль. Тобто довжина кривої буде дорівнювати 
нулю. 

Для побудови сітки використаємо ізотропну криву 
в якості напрямної кривої. Для цього підставимо 

замість параметру �����������������������������    �t����������������������������    � деяку комплексну змінну. Бу�
демо називати конформною заміною, якщо замість 
параметру t підставимо комплексну змінну u+iv: 
t����������������������������������������������      �=���������������������������������������������      �u��������������������������������������������      �+�������������������������������������������      �iv�����������������������������������������      �. В результаті такої заміни одержимо функ�
цію u,vr r( ) . Якщо відокремити дійсну частину від 
уявної та відобразити на площині то одержимо дві 
сітки: Re(u,v) Re( u,v )r r( )  та Im (u,v) Im( u,v )r r( ) , на�
прямними кривими в яких будуть відповідно дійсна 
частина та уявна частина ізотропної кривої. Дослі�
димо властивості дійсної сітки, яка побудована на 
основі кубічної дробово-раціональної плоскої кривої, 
тобто підставимо в рівняння (1) n=3 та виконаємо 
конформну підстановку t u iv  :
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Проаналізуємо одержану сітку. Для цього розрахуємо 
значення часткових похідних:
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Застосовуючи вирази (9) та виконавши аналогічні 
заміни для дробово-раціональних кривих з рівнянь (6) 
одержимо вираз:

v ux (u,v) y (u,v)  u vx (u,v) y (u,v)  .	 (10)

Рівняння (10) є аналогом умови Коши-Рімана. Тобто 
одержимо ортогональну та ізотермічну сітку.

Одержані рівняння підставимо у вирази для першої 
квадратичної форми:

u v u v

u u u u
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x (u,v)y (u,v) y (u,v)x (u,v) 0
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2 2 2 2
u u v uE x (u,v) y (u,v) y (u,v) y (u,v)    ,

2 2 2 2
v v u vG x (u,v) y (u,v) y (u,v) y (u,v)    , тобто E G .

Значення F 0  означає, що побудована сітка є 
ортогональною, а E G  - що побудована сітка є 
ізотермічною. На рис. 1 відображені дійсні частини 
побудованих сіток.
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Рис. 1. Дійсна частина плоскої сітки при завданні t u iv   на основі 
ізотропної дробово-раціональної кривої: а - 3-го порядку з 0w 1 , 
 1w 4 , 2w 4 , 3w 1 ; б - 2-го порядку з 0 2r r , 0w 1 , 

1w 2 , 2w 1

4. Висновки

Дослідження показали, що плоска дробово-
раціональна крива буде ізотропною, якщо будуть 
ізотропними сторони характеристичного многокутника 
незалежно від значення ваги точок. 

Застосування конформного відображення до 
ізотропної дробово-раціональної кривої породжує 
сітки на площині з властивістю ортогональності та 
ізотермічності, що відкриває нові можливості до 
вирішення фізичних задач. Застосування дробово-
раціональних функцій дозволяє корегувати сітку 
без зміни геометричних значень точок. Подальші 
дослідження пов’язані з моделюванням мінімальних 
поверхонь.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПЛОСКИХ СЕТОК НА ОСНОВЕ ДРОБНО- 
РАЦИОНАЛЬНЫХ ИЗОТРОПНЫХ КРИВЫХ

В работе предложен новый метод построения плоских 
ортогональных и изотермических координатных сеток на ос�
нове изотропных дробно - рациональных кривых n-го порядка. 
Изотропные дробно - рациональные кривые определяются на 
основе изотропных сторон характеристических многоугольни�
ков. Приведены условия для определения координат реперных 
точек. Получено соотношение для образования таких сеток с 
применением конформного отображения.

Ключевые слова: дробно - рациональная кривая, изотропная 
кривая, кривая Безье, ортогональная сетка, изотермическая 
сетка.
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