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АНАЛІЗ МЕТОДИЧНИХ ПОХИБОК АВІАЦІЙНОЇ ГРАВІМЕТРИЧНОЇ 
СИСТЕМИ

Приведено аналіз методичних похибок авіаційної граві�
метричної системи (АГС) у разі довільного руху основи. До�
сліджено зміни чутливості вихідного сигналу АГС до похибок 
вимірювання параметрів руху літального апарату (ЛА). Ви�
значено вимоги до точності вимірювань основних параметрів 
руху ЛА.
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ЧИСЛЕННО-АНАЛИ- 
ТИЧЕСКИХ МЕТОДОВ ДЛЯ ПОСТРОЕ-
НИЯ И АНАЛИЗА МОДЕЛЕЙ НЕЛИНЕЙ-
НЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

В работе предлагаются модели нелинейного математического маятника для использова-
ния при математическом моделировании ТСР соединений в инфокоммуникационных системах. 
Применение численно-аналитического подхода с использованием метода Крылова-Боголюбова-
Митропольского для решения нелинейных дифференциальных уравнений маятника позволяет 
применить качественные методы анализа поведения колебательных динамических систем на 
фазовой плоскости.

Ключевые слова: модель, маятник, численно-аналитический, динамическая система, ТСР со-
единение.
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 1. Введение

В настоящее время изучение динамических явле�
ний и процессов, возникающих в различных областях 
естествознания, приводит к исследованию нелинейных 
математических моделей. В силу нелинейности этих 
моделей и ограниченных возможностей аналитических 
и качественных методов такое исследование практиче�
ски невозможно провести без применения численных 
методов и привлечения компьютеров. При этом наи�
большего успеха удается достичь, если комбинировать 
аналитические и численные методы. Такой комбини�

рованный подход называют численно�аналитическим. 
Сочетание современных аналитических методов с 
большими сериями расчетов на компьютере требует 
разработки адекватных математических моделей и ори�
ентированного на эти модели комплекса эффективных 
методов, алгоритмов и средств программной поддержки 
компьютерного эксперимента. Чисто количественный 
подход, заключающийся в численном решении исход�
ных уравнений, не позволяет определить связь между 
характеристиками схемы и ее физическими параметра�
ми. При этом невозможно составить общую картину 
поведения системы
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2. Математические модели нелинейных 
динамических систем

Составление дифференциальных уравнений всегда 
связано с некоторой идеализацией действительности, 
так что соответствующие дифференциальные уравнения 
всегда являются математическим описанием некоторой 
упрощенной модели реальных явлений. Кроме того, 
даже в тех областях, в которых общие принципы со�
ставления дифференциальных уравнений известны, рас�
смотрение частных задач всегда требует неформальных 
соображений.

В работах [1 – 3] рассматривались нелинейные ко�
лебательные системы, которые в самом общем случае 
наличия обратной связи описываются нелинейными 
дифференциальными уравнениями достаточно слож�
ного вида:

где   – «медленное время»; m( ) , h( ) , K( )  – 
медленно меняющиеся параметры; ( )dt   ; ( )   –  
мгновенная частота внешнего периодического воздей�
ствия F( , )  ); 1 , 2  – нелинейные полиномиальные  
 
функции относительно 

2 3

2 3

dx d x d x
x, y, , ,

dt dt dt
; x  – основная  

 
фазовая переменная динамической системы; y  – пере�
менная, определяющая величину обратной связи;   –  
малый параметр.

Они содержат малые нелинейные члены с про�
изводными не только первого, но и более высоких 
порядков. Вопрос сводится к тому, чтобы найти ре�
шение системы уравнений или, другими словами, 
проинтегрировать ее. Интегрирование системы можно 
считать выполненным, если решение удается найти 
в виде равномерно и абсолютно сходящихся рядов. 
Однако, такие ряды могут сходиться настолько мед�
ленно, что ими фактически нельзя воспользоваться 
[4, 5].

В ряде конкретных случаев уравнения нелинейных 
колебательных систем можно привести к более про�
стому виду:
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где (t)  – внешнее воздействие.
При использовании асимптотического метода Кры�

лова–Боголюбова–Митропольского [6] решение таких 
уравнений ищется в виде ряда:
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в котором амплитуда   и фаза   колебаний 
определяются из системы дифференциальных  
уравнений:
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где 
P

t
q

    ,   – собственная частота,   – частота 
 
внешней периодической силы, числа P  и q  опреде�
ляют вид резонанса.

Проблема сходимости асимптотических рядов для 
дифференциальных уравнений, содержащих в правых ча�
стях производные независимой переменной x  от первого 
до n �го порядка включительно – весьма трудоемкая ма�
тематическая задача. В работе [4] показана возможность 
эффективного применения асимптотического метода 

для решения дифференци�
альных уравнений, содер�
жащих под знаком малого 
параметра производные не 
выше третьего порядка. 

Наличие в дифферен�
циальном уравнении (3) 

малого параметра приводит к проявлению нелинейных 
эффектов в колебательной динамической системе, описы�
ваемой этим уравнением. В частности, это проявляется в 
изменении характера резонансной кривой таких систем, 
появлению триггерных эффектов в поведении, зависи�
мости резонансной частоты от амплитуды колебаний. 

Особенностью уравнения (2), отличающей его 
от классического уравнения маятника, является от�
сутствие члена с первой производной, что означает 
пренебрежение затуханием и, очевидно, допустимо в 
первом приближении. Наличие затухания можно ас�
социировать с задержкой при перемещении пакетов в 
канале связи и временем обработки пакетов в буфере 
маршрутизатора. 

3. Применение математических 
моделей маятника для моделирования 
инфокоммуникационных систем c 
протоколом TCP
В работах [7 – 10] была предложена математиче�

ская модель взаимодействующих TCP�соединений в 
виде ансамбля нелинейных математических маятников,  
в котором каждое TCP�соединение выступает в роли 
такого маятника:

n
'' 2

1 1 1 1 i 1 k
k 1

n
'' 2

2 2 2 2 2 2 k
k 1

n
'' 2

i i i i i i k
k 1

'' 2
n n n

x sin x A sin( t) x ,      k 1,

x sin x A sin( t) x ,     k 2,

x sin x A sin( t) x ,       k i,

..................................................

x sin x A

 

 

 









    

    

    

 







n

n n n k
k 1

sin( t) x ,   k n.


  

 

В качестве модели нелинейного маятника для по�
строения математической модели нескольких взаимо�
действующих ТСР соединений автором предлагается 
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использовать модель вида (2). Преимуществом данной 
модели является наличие параметра ε, который можно 
использовать в качестве параметра порядка для рас�
сматриваемого ансамбля математических маятников по 
терминологии Г. Хакена. Действительно, при малых 
значениях ε поведение ТСР соединения соответству�
ет поведению «почти линейного» маятника, что со�
ответствует отсутствию заторов. В то же время, при 
больших значениях ε система становится существенно 
нелинейной и в ней наблюдаются хаотические явления, 
приводящие к заторам в инфокоммуникационных си�
стемах с протоколом ТСР.

4. Выводы

В работе предложена новая математическая модель 
для описания поведения математического маятника в 
виде нелинейного дифференциального уравнения вто�
рого порядка с малым параметром. Данный параметр 
может быть использован в качестве так называемого 
параметра порядка в предлагаемой автором синергети�
ческой модели ансамбля математических маятников. В 
этом случае возможно проследить изменение поведе�
ния динамической системы при изменении параметра 
порядка в широких пределах, что дает возможность 
использовать единую математическую модель для моде�
лирования инфокоммуникационной системы в различ�
ных режимах работы – колебательном и хаотическом.
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ЗАСТОСУВАННЯ ЧИСЕЛЬНО-АНАЛІТИЧНИХ МЕТОДІВ ДЛЯ 
ПОБУДОВИ ТА РІШЕННЯ МОДЕЛЕЙ НЕЛІНІЙНИХ ДИНАМІЧНИХ 
СИСТЕМ

У роботі пропонуються моделі нелінійного математичного 
маятника для використання при математичному моделюванні 
ТСР з’єднань в інфокомунікаційних системах. Застосуван�
ня чисельно � аналітичного підходу з використанням методу 
Крилова � Боголюбова � Митропольського для вирішення 
нелінійних диференціальних рівнянь маятника дозволяє за�
стосувати кількісні методи аналізу поведінки коливальних 
динамічних систем на фазовій площині.

Ключові слова: модель, маятник, чисельно�аналітичний, 
динамічна система, ТСР з’єднання.
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