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Статические характеристики 
электромеханических систем со 
скользящими режимами второго 
порядка

Предложен метод определения ошибок регулирования в установившихся режимах работы 
обобщенных электромеханических систем. Выполнено преобразование уравнений движения 
обобщенной нелинейной электромеханической системы к управляемой форме Бруновского. Най-
дено уравнение статического равновесия рассматриваемой системы и получены выражения для 
определения координат замкнутой системы в установившемся режиме.
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Волянский Р. С.

1.  Введение

Современный уровень развития производственных 
отношений требует постоянного повышения качества 
выпускаемой продукции и улучшения оказываемых ус­
луг, что невозможно без совершенствования процесса 
производства. Этому способствует существующая ма­
териальная база информационной, преобразовательной 
и исполнительной техник, которая создает все предпо­
сылки для внедрения принципиально новых подходов  
к процессам управления исполнительными устройствами, 
отдельными технологическими процессами и всем произ­
водством с целью улучшения их технико-экономических 
характеристик. В настоящее время большое количество, 

как самостоятельных исполнительных устройств, так  
и исполнительных механизмов в составе технологиче­
ского процесса строится с использованием электропри­
водов. При этом ведение производственного процесса 
или обеспечение заданных режимов работы технологи­
ческого оборудования выполняется путем формирования 
управляющего воздействия на тот или иной электро­
привод. Таким образом, одним из путей повышения 
качества выпускаемой продукции является улучшение 
качественных показателей процессов управления испол­
нительными электромеханическими системами и устрой­
ствами в результате совершенствования существующих 
и разработки новых законов управления. Последнее 
обуславливает актуальность выполнения исследований.
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2. � Анализ литературных данных  
и постановка проблемы

Одним из подходов к решению задачи улучшения 
свойств и характеристик электромеханических систем 
является формирование в них скользящих режимов 
высоких порядков  [1]. Известно большое количество 
работ, посвященных построению систем управления 
динамическими объектами, в которых возникают скольз­
ящие режимы второго порядка. В этих работах отражено: 
непосредственное использование классических алгорит­
мов супер-скручивания  [2], дополнение их элементами 
адаптации  [3], с последующей реализацией синтези­
рованных алгоритмов цифровыми регуляторами  [4], 
расширением полученных результатов на класс систем  
с несколькими входами [5], придание замкнутой системе 
особых свойств робастности  [6], пониженной колеба­
тельности [7], астатизма [8]. Несмотря на значительный 
объем исследований динамических систем со скользя­
щими режимами второго порядка, приведенных в этих 
и других работах, существует ряд не изученных вопросов. 
В первую очередь это аналитическое, а не численное 
описание статических и динамических характеристик 
исследуемых динамических систем. Нахождение соот­
ветствующих аналитических зависимостей позволит не 
только уточнить траектории движения переменных со­
стояния, но и предсказывать поведение однотипных ди­
намических систем и осуществлять согласование траек­
торий их движения. Однако, аналитическое решение 
уравнений движения обобщенной электромеханической 
системы невозможно без предварительного определения 
граничных условий, которые являются точками уста­
новившегося режима динамической системы.

Поэтому целью настоящей статьи является разра­
ботка метода определения статических характеристик 
обобщенной электромеханической системы.

Для достижения поставленной цели в работе решены 
следующие задачи:

1.	 Выполнена линеаризация обратными связями 
исходной обобщенной динамической системы.

2.	 Определено уравнение равновесия системы в уста­
новившемся режиме.

3.	 Найдены выражения статических характеристик.

3. � Результаты исследований 
установившегося режима 
электромеханических систем со 
скользящими режимами второго порядка

3.1.  Описание метода определения статической ошибки 
регулирования нелинейной системы. С достаточно вы­
сокой степенью точности любую электромеханическую 
систему с одним входом можно описать в общем случае 
нелинейными дифференциальными уравнениями, пред­
ставленными в нормальной форме в матричном виде [9]:

p uY F Y= ( ), , 	 (1)

где Y = ( )y yn
T

1   — вектор переменных состояния; 
n  — порядок системы управления; u  — управляющее 
воздействие; F  — вектор функций, описывающих ди­
намику системы управления.

Из классической теории автоматического управления 
известны методы построения статических характерис­
тик Y = ( )H u   [10]. Эти методы базируются на реше­
нии уравнений статического равновесия исследуемой 
динамической системы:

F Y, ,u( ) = 0 	 (2)

которые получаются из уравнений  (1) при нулевом 
значении оператора p .

Для линейных динамических систем такой подход 
является простым, наглядным и хорошо формализуе­
мым, поскольку сводится к решению системы линей­
ных уравнений n -го порядка. Однако, для нелинейных 
динамических систем аналитическое решение уравне­
ний (2) затруднено, а в некоторых случаях невозможно. 
Поэтому исходная система должна быть преобразована 
к линейному виду.

Преобразованием, которое позволяет сохранить уни­
кальные свойства исходной системы, является линеа­
ризация обратными связями  (ЛОС)  [11]. Поскольку,  
в общем случае система  (1) может быть неаффинной 
по управляющему воздействию ее необходимо пред­
ставить в псевдоаффинной форме:

p u uY Y G= ( )+Φ , , 	 (3)

где

G = ( )0 0 1

T
,   

Φ = ( ) … ( ) ( ) −( )−f u f u f u un n
T

1 1Y Y Y, , , . 	 (4)

При условии управляемости системы (1) выпол­
нение процедуры ЛОС для уравнений  (1) позволяет 
представить их в управляемой форме Бруновского [11]:

p vZ AZ M= + , 	 (5)

где Z  — вектор новых переменных состояния, связан­
ных со старыми функциями преобразования Z T Y= ( ); 
M  — матрица-столбец размера n ×1:

M = ( )0 0 1

T
;

A  — квадратная матрица размера n n× :

A =



















0 1 0

0 0 1

0 0 0

…
� � � �

…
…

; 	 (6)

v  — новое управляющее воздействие, связанное со ста­
рым управлением u  зависимостью  [11]:

u
L T

L T v
g n

n= − +( )1
Φ , 	 (7)
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где Tn  — n -я функция преобразования; L TG n  — про­
изводная Ли функции Tn  по матрице-функции G  для 
системы  (1) имеет вид:

L T TG n n= ∇ G ; 	 (8)

L TnΦ  — производная Ли функции Tn  по матрице-функ­
ции Φ :

L T Tn nΦ Φ= ∇ . 	 (9)

Поскольку все компоненты вектора Z  связаны между 
собой дифференциальными зависимостями, то в уста­
новившемся режиме при p = 0  система уравнений  (5) 
вырождается в одно уравнение:

v = 0. 	 (10)

Таким образом, основная идея разработанного 
метода заключается в использовании преобразова­
ния обратной связью с целью упрощения процедуры 
определения статической характеристики системы (1). 
Предложенный метода позволяет редуцировать в об­
щем случае нелинейную алгебраическую систему  (2) 
к одному алгебраическому уравнению, которое полу­
чено из уравнения  (7) подстановкой в него соотно­
шения  (10):

u
L T

L T
n

g n
= − Φ

. 	 (11)

В замкнутой системе управляющее воздействие фор­
мируется регулятором на основании вектора переменных 
состояния Y  и задающего воздействия y* :

u u y j= ( )Y, .* 	 (12)

Разработанный метод заключается в том, что для 
определения статических характеристик произвольной 
замкнутой динамической системы необходимо прирав­
нять алгоритм работы регулятора  (12) и уравнение 
равновесия  (11):

u y
L T

L Tj
n

g n
Y, .*( ) = − Φ

	 (13)

Решение уравнения  (13) относительно вектора Y 
определяет искомые статические характеристики си­
стемы:

Y H= ( )y j
* , 	 (14)

где H  — матрица решений уравнения (13) относитель­
но вектора переменных состояния. В свою очередь из 
уравнения  (14) можно определить статическую ошиб­
ку по задающему воздействию для j -й регулируемой 
переменной:

∆y y y y h yj j j j j j= − = − ( )* * * , 	 (15)

где hj  — j -й компонент матрицы H .
3.2.  Пример исследования статических характеристик 

системы управления нелинейным электромеханическим 
объектом. В качестве примера рассмотрим уравнения 
движения позиционного электропривода постоянного 
тока с последовательным возбуждением:

pj ω= ;  p
c

J
Iω = 2 ;   

pI
T

I
c

T R
I

R T
U

a a a a a
= − − +

1 1
ω . 	 (16)

Будем считать, что регулятор положения реализует 
алгоритм с жесткими обратными связями  [12]:

U g K K K I

sign K K K I

= −( ) − − ×

× −( ) − −( ) <

1 2 3

1 2 3 1

j j ω

j j ω a

a
*

* , , 	 (17)

где K j  — некоторые весовые коэффициенты, и, являясь 
разновидностью алгоритма супер-скручивания, гаранти­
рует возникновение в замкнутой системе скользящего 
режима второго порядка  [1].

Выполняя линеаризацию обратными связями объек­
та  (16), запишем его уравнения движения в матричной 
форме:

p u uY Y G= ( )+Φ , , 	 (18)

где

Φ = − −






ω
ωc

J
I

T
I

c I

R Ta a a

T

2
1

;   

G
R Ta a

T

=






0 0
1

;  Y I
T= ( )j ω

и из соотношений:

∇ ⋅ =T G1 0,  ∇ ⋅ =T ad G1 0Φ ,   

∇ ⋅ ≠T ad G1
2 0Φ , 	 (19)

где ad GΦ  и ad GΦ
2  — скобки Ли первого и второго 

порядков матриц-функций Φ  и G   [11], определим 
функцию преобразования T1 :

T1 = j . 	 (20)

На основании известной функции T1 ,  можно опре­
делить остальные компоненты матрицы преобразова­
ния T = ( )T T T1 2 3 :
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T L T T2 1 1= = ∇ ⋅ =Φ Φ ω ;  

T L T L T T
c

J
I3

2
1 2 2

2= = = ∇ ⋅ =Φ Φ Φ , 	 (21)

где L TΦ 1  и L TΦ
2

1  — первая и вторая производные Ли 
от функции T1  по функции Φ  соответственно.

Функции преобразования  (20) и  (21) позволяют 
записать связь новых переменные состояния z j  с коор­
динатами объекта управления:

z T I1 1= ( ) =j ω j, , ;  z T I2 2= ( ) =j ω ω, , ;  

z T I
c

J
I3 3

2= ( ) =j ω, , . 	 (22)

В новых переменных состояния (22) динамика объек­
та (16) описывается уравнениями в форме Бруновского:

pz z pz z pz v1 2 2 3 3= = =; ; , 	 (23)

а связь управляющих воздействий U  и v  определя­
ются соотношением:

U
L T

L T v
G

= − +( )1

3
3Φ , 	 (24)

где L TG 3  и L TΦ 3  — производные Ли от функции T3 
по функциям G  и Φ  соответственно:

L T T
T T T

I

R T

G

a a

3 3
3 3 3

0

0

1

0 0
2

= ∇ ⋅ =
∂
∂

∂
∂

∂
∂



























=

=

G
φ ω

cc

J
I

R T

cI

JR T

L T T
c

J
I

a a

a a



























=

= ∇ ⋅ =

0

0

1

2

0 0
2

3 3

;

Φ Φ






− −

























=

= − +

ω

ω

ω

c

J
I

I

T

c I

R T

cI

J

I

T

c I

R

a a a

a a

2

2

TTa





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. 	 (25)

Подстановка производных  (25) в выражение  (11) 
позволяет записать следующую зависимость для управ­
ляющего воздействия рассматриваемого объекта в уста­
новившемся режиме:

U
L T

L T

cI
J

I
T

c I
R T

cI
JR T

R I c I

G a a a a a

a

= − = − − +












=

= +

Φ 3

3

2 2ω

ω .. 	 (26)

Соотношение является известным уравнением ста­
тического равновесия якорной цепи рассматриваемого 
электропривода [13] и его получение подтверждает кор­
ректность выполненных преобразований.

Приравняем выражения (26) и (17):

R I c I g K K K I

sign K K K I

a + = −( ) − − ×

× −( ) − −( )
ω j j ω

j j ω

a
1 2 3

1 2 3

*

* . 	 (27)

Принимая во внимание, что в установившемся ре­
жиме выходной сигнал j  не изменяется, следовательно, 
в силу первого уравнения системы (16) скорость дви­
гателя ω  будет равна нулю и уравнение (27) может 
быть упрощено:

R I g K K I sign K K Ia = −( ) − −( ) −( )1 3 1 3j j j j
a

* * . 	 (28)

Нелинейность в правой части уравнения  (28) яв­
ляется симметричной относительно начала координат. 
Этот факт позволяет рассматривать положительную 
ветвь линии переключения регулятора, которая опи­
сывается уравнением:

R I g K K Ia = −( ) −( )1 3j j
a

* . 	 (29)

В силу симметрии статической характеристики ре­
гулятора результаты, полученные для положительной 
ветви линии переключения можно распространить и  на 
отрицательную ветвь.

Возведение уравнения (29) в степень 1 a  позволяет 
получить уравнение:

R I g K I Ka
1 1 1

3 1 0a a a j j+ − −( ) =* , 	 (30)

определить ошибку регулирования:

j j
a a a

*
/

,− =
+R I g K I

K
a
1 1 1

3

1
	 (31)

и записать выражение для статической характеристики 
системы управления объектом  (16) с алгоритмом (17):

j j
a a a

= −
+

* .
R I g K I

K
a
1 1 1

3

1
	 (32)

Исследуем значения ошибки регулирования (32) на гра­
ницах интервала допустимых значений a , обеспечивающих 
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формирование скользящего режима второго порядка. 
При малых значениях a  алгоритм управления  (17) 
приближается к алгоритму управления:

U sign K K K I= −( ) − −( )1 2 3j j ω* , 	 (33)

который реализует скользящий режим первого поряд­
ка, и уравнение установившейся ошибки определяется 
пределом:

j j
a

a a a
* lim ,− =

+
=

→ +0

1 1 1
3

1

3

1

R I g K I

K

K

K
I

a
	 (34)

который приводит к известным результатам  [11].
Аналогичным образом при показателе степени a , 

близком к единице, установившаяся ошибка будет:

j j
a

a a a
* lim ,− =

+
=

+
→ −1

1 1 1
3

1

3

1

R I g K I

K

R g K

K
I

a a
	 (35)

что тоже является известным результатом.
Выражения (34) и (35) определяют соответственно 

минимальное и максимальное значение установившейся 
ошибки регулирования в исследуемой системе. При 
произвольных значениях a ,  ошибка регулирования 
будет занимать между этими ошибками промежуточ­
ное место.

4.  Выводы

Выполненные исследования и приведенные в ра­
боте выкладки позволяют сформулировать следующие 
выводы:

—	 использование основных положений дифферен­
циальной геометрии позволяет упростить определе­
ние статических характеристик замкнутой динами­
ческой системы;
—	 левые и правые части уравнений движения ди­
намического объекта, представленные в форме Бру­
новского, в установившемся режиме тождественно 
равны нулю;
—	 уравнение равновесия объекта управления в мат­
ричной форме определяется матрицами объекта уп­
равления и функцией преобразования Tn ;
—	 уравнение статической характеристики обобщен­
ного электромеханического объекта может быть по­
лучено путем приравнивания управляющего воз­
действия, формируемого регулятором, и уравнения 
равновесия;
—	 ошибка регулирования в системах управления со 
скользящим режимом второго порядка принимает 
промежуточные значения между ошибками в ли­
нейных системах и системах, в которых возникает 
скользящий режим первого порядка.
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Статичні характеристики електромеханічних систем з 
ковзними режимами другого порядку

Запропоновано метод визначення регулювання в устале­
ному режимі роботи узагальнених електромеханічних систем. 
Виконано перетворення рівнянь руху узагальненої електро­
механічної системи до керованої форми Бруновського. Знайдено 
рівняння статичної рівноваги системи, яка розглядається, та 
отримано вирази для визначення координат замкненої системи 
в усталеному режимі.

Ключові слова: електромеханічна система, ковзний режим 
другого порядку, статичні характеристики, нелінійне керування.
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