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Определение параметров модели выбора пассажирами 
пути передвижения в городах

На основе статистической обработки результатов анкет­
ного опроса разработана модель выбора пассажирами пути 
следования в маршрутной системе городского пассажирского 
транспорта. В качестве факторов в модели учтены: парамет­
ры транспортного обслуживания, уровень тарифов на услуги 
маршрутного пассажирского транспорта и показатели, которые 
характеризуют социально-экономические условия жизни на­
селения.
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Моделирование и численный 
анализ динамических 
систем с конкурентным 
взаимодействием

Исследованы эффекты фазового пространства системы дифференциальных уравнений типа  
Вольтерра, которые описывают взаимодействие  (кооперацию, конкуренцию и др.) для двух 
и большего числа объектов, которые принято называть «видами». Рассмотрены дополнительные 
особенности фазовых портретов при слабых синусоидальных внешних воздействиях на скорость 
«размножения». Исследована устойчивость неавтономной системы. Найдены численные решения 
при дестабилизации модели на частотах воздействия, близких к частоте цикла невозмущенной 
системы.

Ключевые слова: взаимодействие видов, модель Вольтерра, проблемы устойчивости, аттрак-
тор, тор, возмущения, хаос.
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1. В ведение

Известно, что впервые с необходимостью исследо­
вания динамики систем с помощью нелинейных моде­
лей прикладная наука столкнулась в первой половине 

ХХ  века. К тому времени для этого уже существовали 
развитые, в частности Пуанкаре, Понтрягиным, Петров­
ским и Хопфом, математические методы.

Параллельно этому появились первые, достаточно 
адекватные, линейные, а потом и нелинейные матема­
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тические модели макро- и микроэкономики. Экономи­
ческие системы всегда считались сложными, динамика  
рынка — хаотической, поэтому исследования в данной 
области проводились в большинстве случаев на основе 
усредненных статистических данных прошедших лет. 
Экономические прогнозы и расчет перспектив дальней­
шего развития, в известной мере, были лишены научной 
основы и весомых оснований для рационального ис­
пользования и претворения гипотез в жизнь. Матема­
тическое моделирование с использованием современных 
компьютерных технологий предоставляет возможность 
изучить характер той или иной экономической ситуации, 
перспективы, гипотезы, не затрачивая на эксперименты 
временные и материальные ресурсы. Таким образом, 
математические модели экономических процессов всегда 
актуальны, поскольку предоставляют возможность про­
моделировать за малое время то, что крайне сложно 
и  долго испытывать в реальной жизни. 

Общеизвестно, что важнейшим инструментом раз­
вития экономики является конкуренция. Также кон­
курентные  (и кооперативные) процессы имеют место 
и в других областях, таких как биология, экология, 
психология, военное дело, логистика и большая часть 
проблем исследования операций и многокритериаль­
ной оптимизации процессов. Все эти области знаний 
и деятельности обслуживаются математическими мо­
делями одного класса — уравнениями динамических 
систем. Базовыми в этом классе моделей являются 
логистические уравнения, а также их системы, которые 
впервые предложил и исследовал В.  Вольтерра  [1]. 
Он положил начало исследованию, так называемых, 
«мягких» моделей, варианты которых предлагаются 
в настоящей работе, где рассмотрены математические 
модели совместного сосуществования двух или не­
скольких «видов»  (популяций, фирм, государств) как 
симметричного типа, так и типа «хищник — жерт­
ва», которая известна как модель Вольтерра-Лотки. 
Ее глубокие исследования и обобщения в ХХ  веке 
заложили фундамент математической теории биологи­
ческих сообществ или так называемой математической 
экологии  [1].

В настоящей работе содержится описание основ­
ных механизмов перехода к неустойчивости и хаосу 
в модели сосуществования двух или большего чис­
ла достаточно многочисленных видов в замкнутом 
ареале, и алгоритмы их численного анализа, необ­
ходимые для решения задачи. Отметим, что во всех 
рассматриваемых моделях, независимо от предметной 
области и физического смысла, общими свойствами  
являются:

—	 связность (наличие попарных или более сложных 
взаимодействий популяций, которые могут иметь 
характер как положительных, так и отрицательных 
обратных связей);
—	 гладкость (следует из массовости популяции, 
и поэтому позволяет использовать для описания 
системы дифференциальных уравнений);
—	 замкнутость (одно из основных свойств системы, 
которое обычно обеспечивается путем создания под­
системы «окружающая среда»);
—	 нелинейность, определяющая сложную динамику 
даже для мало размерных систем (линеаризация  — 
решение систем в вариациях — часто позволяет не­
много упростить ситуацию).

2. �А нализ литературных данных 
и постановка проблемы

Эффект хаотизации движений в детерминированных 
нелинейных системах, еще совсем недавно казавший­
ся невероятным в рамках традиционных стереотипов 
классической теории колебаний, сейчас представляет­
ся явлением фундаментальной значимости. Интерес 
к этой тематике продолжает нарастать, о чем свиде­
тельствует поток научной информации в виде науч­
ных статей  (например,  [2] и библиография к ней).  
В частности, в  работах  [3,  4] приведено теоретическое 
обоснование результатов возмущенной модели. В до­
кладах  [4,  5] показаны возможные сценарии перехода 
к хаотическому движению в таких экологических си­
стемах через бифуркации. Помимо экологии, конкурен­
ция субъектов экономической деятельности является 
одним из наиболее значимых процессов в экономике. 
Существует множество универсальных математических 
моделей взаимодействий [6–8], успешно применяющихся 
в разных отраслях науки, однако, точно описывающих 
конкурентные процессы современной рыночной эко­
номики практически нет. Базовые модели  [1,  8] были 
разработаны достаточно давно и не всегда верно описы­
вают динамику современных конкурентных отношений. 
Изучение существующих математических моделей дает 
возможность найти оптимальные пути для построения 
новых модификаций исходных моделей, подходящих 
к  данной ситуации развития конкуренции и экономики 
в  целом. Модель Лотки-Вольтерра и ее обобщения ши­
роко используются, например, в монографии [9] по био­
логии и диссертациях  [7], работах по экологии [10,  11] 
и экономике  [12], где, в частности, показано, что после 
незначительной модификации трофической функции, 
модель адекватно описывает взаимоотношение секторов 
производства и поставок.

Теория предсказывает, что при наличии определенных 
типов внешних воздействий со стороны среды на такую 
систему, ее устойчивость может нарушаться, и  движения 
приобретают квази-случайный вид  [3, 4, 8].

3. О бъект, цель и задачи исследования

Объектом исследования является процесс динамики 
сосуществования видов в среде их обитания с внеш­
ним воздействием; предметом исследования  — модели 
типа Лотки-Вольтерра с возмущенной правой частью; 
методом — численные методы решения систем диф­
ференциальных уравнений и анализа их устойчивости.

Цель работы — исследование и использование осо­
бенностей многомерных нелинейных эволюционных 
моделей для стабилизации их динамики.

Для достижения указанной цели были поставлены 
следующие задачи:

1.	 Выбрать «мягкую» модель, адекватно описываю­
щую динамику взаимодействия акторов в экологических, 
экономических и других системах.

2.	 Рассмотреть особенности хаотизации поведения 
линейных и нелинейных моделей.

3.	 Путем численных экспериментов выявить пара­
метры, отвечающие за устойчивую динамику системы.

4.	 Определить численные значения параметров:
а)	 устойчивого роста;
б)	 хаотической динамики.
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5.	 Выбрать вид периодического возмущения.
6.	 Выполнить пункты 2 и 3 для возмущенных мо­

делей.

4. М атематическое описание

4.1.  Базовая модель взаимодействия акторов. Рас­
сматривается в малом ареале (остров) замкнутая эко­
система из двух видов:

1)	 «жертвы» — в отсутствии хищников могут раз­
множаться неограниченно;

2)	 «хищники» — размножение ограничено числен­
ностью жертв.

Численности тех и других, соответственно, x и y —  
достаточно велики, и меняется гладко во времени. Мо­
дель Лотки-Вольтерра для такой системы имеет вид:

dx

dt
rx xy= − γ1 ,

dy

dt
sy xy= − + γ 2 , 	 (1)

где r, s, γ1 ,  γ 2  — положительные постоянные, в эко­
логии часто называемые «мальтузианскими» и «трофи­
ческими» коэффициентами, соответственно.

С помощью замены переменных — переноса начала 
координат в ненулевую стационарную точку (x*, y*), 
система  (1) преобразуется к виду:

d

dt
x

x
γ h xh= − +( )1 * ,

d

dt
y

h
γ x xh= +( )2 * , 	 (2)

которая имеет общий интеграл вида  [8]:

e e

x y
Cx y

x γ h γ

γ γ
γ x γ h

1 2

1 2
1 2+( )  +( ) 

=
* *

* *
.

4.2. М одель конкуренции в экономических системах 
мульти-агентного типа. Сложность экономических си­
стем превышает порог, до которого строится точная 
математическая теория. Поэтому неудивительно, что 
сколько-нибудь универсальных методов построения 
математических моделей в экономике не существует. 
Можно говорить лишь о некоторых общих принципах 
и требованиях к таким моделям. Основные из них [13]:

—	 адекватность  (соответствие модели своему ори­
гиналу); 
—	 объективность  (соответствие научных выводов 
реальным условиям);
—	 простота  (не засоренность модели второстепен­
ными факторами);
—	 чувствительность  (способность модели реагиро­
вать изменению начальных параметров);
—	 устойчивость (малому возмущению исходных па­
раметров должно соответствовать малое изменение 
решения задачи);

—	 универсальность  (широта области примене­
ния)  [14].
Формализация экономической задачи проводится на­

ряду с принятием некоторых предварительных условий, 
предположений, ограничений. Ниже рассмотрена одна 
из таких моделей на основе развития базовой модели 
и подраздела  4.1 — модифицированная и расширенная 
математическая модель, описывающая конкурентные 
процессы в экономике, которая имеет следующий вид:

dx

dt
x a bx

dy

dt
y c dx

= −

= − +










( )

( ).

,
	 (3)

Полученную модификацию модели Лотки-Вольтер­
ра  (3) будем называть моделью «производитель-посред­
ник». Она отличается от базовой модели лишь в первом 
уравнении.

Рассмотрим случай, когда добавляется еще один 
производитель  (z и третье уравнение, аналогичное по 
смыслу первому): 

dx

dt
x a bx

dy

dt
y c dx gz

dz

dt
z e fz

= −

= − + +

= −















( ),

( ),

( ).

	 (4)

Соответственно, и в уравнение посредника доба­
вился новый параметр, характеризующий коэффициент 
прибыли на перекупке товара нового производителя. 
В данной модели конкуренцией между производителями 
пренебрегаем. На графике рис.  1, отображена зависи­
мость прибыли посредника  (ордината) от 1-го и 2-го 
производителя  (абсцисса).

 
Рис. 1. Зависимость прибыли посредника от прибыли первого 

производителя при различных начальных условиях и параметрах: 
a = 0,3, b = 0,5, c = 0,3, d = 0,4, e = 0,2, f = 0,4, g = 0,5

График достаточно быстро выходит на стационар, 
прибыль посредника практически неограниченно растет.
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Вывод: характер изменения прибыли посредника 
не зависит от количества производителей.

4.3.  Исследование кейнсианской модели экономики. 
В классических исследованиях  [15] все новые «си­
нергетические» свойства и объекты появились и ис­
следовались в системах нелинейных, но сравнительно  
малой размерности (n ≤ 4). Исследование многомерных 
систем приводит к сложностям как теоретическим, так 
и вычислительным. Ниже рассматривается модель эко­
номической системы 6-го порядка  [16]. Она линейна, 
однако проявляет сложное поведение, похожее на де­
терминированный хаос, известный в нелинейных систе­
мах. Похожие результаты для экономической системы 
c 2006  года активно обсуждались в Интернете  [17]. 
В  данной работе предложены модельные параметры 
экономик 3-х государств, при которых взаимодействие 
между экономиками приводит к фазовым портретам, 
похожим на детерминированный хаос типа резонансного 
тора. Отметим, что подобное поведение характерно не 
только для экономических, но и для любых конкурентных 
систем. Например, для эргатических систем типа «Чело­
век — машина — среда», содержащих подсистему защиты 
от вредных воздействий и восстановления после аварий.

Рассмотрим динамику экономической системы, ко­
торая предложена Кейнсом  [15]. Упрощенная модель 
делового цикла одного актора, согласно Кейнсу, опи­
сывается уравнениями:
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Здесь все параметры и переменные положительны 
и означают:

—	 Y  — национальный доход;
—	 R  — процентную ставку.
Введение в изолированные системы (5) фактора между­

народной торговли Ex Ex Y Y i j k Yi i j k i i i= ≠ =( , ), ( , ), Im Im ( ) 
с помощью функций экспорта и импорта приводит 
к  уравнениям  (2):
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где Mi
*  — фиксированное предложение денег в i-ой 

экономике, отражающее баланс платежных равновесий, 
i,  j,  k  =  1,..,  n — индексы стран, n — количество стран, 
pi есть уровень цен i-й страны.

В качестве первого приближения рассматриваем ли­
нейную модель: функции I, S, L для каждой экономики 
и их связи Ex, Im — линейны по всем своим аргументам.

Параметры взаимодействий можно подобрать  [15] 
так, чтобы из шести собственных чисел два сопря­
женных имели действительную часть не отличимую 
от нуля  (в  третьем десятичном знаке), а остальные 
были малыми отрицательными. Сложное поведение 
экономик каждой страны видно из приведенных на 
рис. 2, 3 графиков проекций 6-мерных фазовых портретов  

и временные зависимости. Несмотря на «хаотичность» 
проекций фазового портрета, это — неустойчивый фокус 
с сигнатурой (–,  –,  +,  +,  –,  –). Этот случай можно 
рассматривать как «слабо возбужденный тор», который 
на конечном, хотя и большом, отрезке времени дает 
поведение системы, не отличимое от хаоса.

 
Рис. 2. Взаимодействие трех национальных доходов

Рис. 3. Взаимодействие двух национальных доходов
 

Даже небольшая неустойчивость  (показатель Ляпу­
нова отличен от нуля лишь в 3-м знаке) экономики 
одной страны во всех случаях приводит к хаотической 
неустойчивости и возможному падению экономик всех 
трех стран  (акторов).

4.4.  Исследование нелинейных систем с квази-резо
нансным возмущением правой части. Первоначальная 
автономная система  (1) возбуждается малым, по срав­
нению с остальными параметрами, периодическим ко­
лебанием размножения одного или обоих видов этой 
экосистемы.

Физические и биологические факторы могут вы­
зывать периодическое изменение абсолютной и отно­
сительной скорости вымирания, как хищников, так 
и  жертв. Для выявления результатов воздействия ис­
следуем каждый фактор в отдельности. Пусть сначала 
периодическому воздействию подвергнется второе урав­
нение системы, описывающее динамику «хищников». 
Отметим, что система становится неавтономной.
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возмущений, близка к частоте предельного цикла без 
возмущений. При n = 0  соответствующая (6) невоз­
мущенная автономная система имеет нетривиальное 
состояние равновесия. С помощью замены перемен­
ных x = −x x* ,  x s* ,= γ 2  h = −y y* ,  y r* = γ1  систе­
ма  (6)  преобразуется к виду:
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После нормирования параметров s r= = = =γ γ1 2 1, 
уравнения (7) примут вид:
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На рис.  4,  5 приведены результаты численного мо­
делирования потери устойчивости циклов при началь­
ных условиях x0  =  h0  =  0,1. Бифуркационное значение 
параметра n, очевидно нуль. При n =  0,1  (рис. 4) виден 
неограниченный рост колебаний, а при n  =  0,15 уже 
наступает хаос  (рис.  5). Начальные значения x h0 0,  
выбраны так, чтобы при n = 0  траектория находилась 
в  области притяжения к особой точке ( , )* *x y  в си­
стеме координат xOy.

 
Рис. 4. Фазовый портрет динамики устойчивого роста системы  

при n = 0,1

 
Рис. 5. Фазовый портрет хаотической динамики системы при n = 0,15

Изменения динамики очевидны, как в фазовом про­
странстве, так и на графике решений, если сравнить 
рис.  4 и рис.  5. Причина появления хаоса здесь та же, 
что и для появления нерезонансного тора при размер­
ности задач n > 2. А именно, неавтономность системы 
в результате явно зависимого от времени периодического 
возмущения с периодом, несоизмеримым с периодом 
собственного движения. Заметим, что хаотические дви­
жения появляются не только в окрестности странных 
аттракторов, которых в данной задаче быть не может, 
ввиду ее малой размерности  (n = 2).

5. �О бсуждение результатов  
исследования динамических систем 
конкурентного типа

Все результаты и выводы о поведении рассмотренных 
выше систем, кроме базовой модели из подраздела  4.1 
получены в результате численного анализа, а значит 
содержат все достоинства и недостатки примененного 
метода. Отметим, что уравнения из подраздела  4.3,  
хотя и разрешимы аналитически, но собственные числа 
могут быть получены только численно. А значит, такое 
решение не имеет существенных преимуществ перед 
чисто численным.

Рассмотренные модели описывают три достаточ­
но широких класса объектов экономики и экологии. 
Они иллюстрируют нарушение стабильности поведения  
объектов и объясняют возможные причины их хаоти­
ческого поведения.

Работа является продолжением исследований  [3, 
4, 18] и позволяет применить используемый подход 
для описания взаимодействий более высокого, чем xy 
порядка.

6. В ыводы

В работе, на основе анализа литературных источ­
ников и характерных признаков поведения объекта, 
выбраны три класса объектов и их динамические модели 
для дальнейшего исследования. Такие модели относит­
ся к типу «мягких». Они сохраняют все качественные 
особенности данного класса объектов и абстрагируется  
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от вопросов о точности решений и их совпадений с  ди­
намикой конкретного объекта.

В результате проведенных исследований:
1.	 На базе модели Лотки-Вольтерра разработана 

математическая модель «производитель-посредник», опи­
сывающая конкурентные отношения между субъектами 
экономического рынка. Разработана модификация мо­
дели, включающая еще одного производителя.

2.	 Для анализа линейной модели Кейнса взаимо­
связанной системы из 3-х государств-акторов, получены 
решения системы двумя методами — численно-аналити­
ческим  (т.  е. собственные числа матрицы 6-го порядка 
получены численно, а затем выписана известная фор­
мула для решения линейной системы с постоянными 
коэффициентами) и численным — методом Рунге-Кутты 
4-го порядка. Сравнение решений показало, что дис­
кретизация правомерна, и не является причиной хао­
тического поведения системы.

Полученные рисунки проекций и сечений фазовых 
портретов средствами пакета Mathematica позволяют 
представить себе торообразное по двум переменным 6-ти 
мерное пространство. Из фазовых портретов ясно, что 
притягивающее множество ограничено, и траектории на 
нем бесконечны, не являясь ни точками, ни циклами, 
т. е. выполнен основной критерий «странности» аттрак­
тора. Похожие явления наблюдались и  в  4-х мерной 
модели экономик двух государств. Таким образом ис­
комое сочетание параметров было определено, и гипо­
теза о возможности хаоса в результате глобализации 
подтвердилась даже для простейшей модели.

3.	 Для третьего класса — системы с возмущением 
в качестве первого приближения выбраны синусоидаль­
ные возмущения скорости роста популяций. Это обо­
сновано тем, что линеаризация невозмущенной модели 
имеет синусоидальные решения. Было подтверждено 
выдвинутое предположение о бифуркации при совпа­
дении или близости периодов этих движений.

В результате численных экспериментов выявлены 
бифуркации при изменении как амплитуды n, так и  пе­
риода возмущения Ω .  Вариации трофических парамет­
ров невозмущенной системы, как известно для системы 
Лотки-Вольтерра, к бифуркациям не приводят.

Малое изменение амплитуды — в пределах 0,05 — 
приводит к переходу системы от периодических дви­
жений к устойчивому росту, и затем, к хаотическим 
колебаниям.
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Моделювання та чисельний аналіз динамічних систем 
з конкурентною взаємодією

Досліджено ефекти фазового простуру системи диферен­
ціальних рівнянь типу Вольтерра, які описують взаємодію (ко­
операцію, конкуренцію та ін.) для двох чи більшого числа 
об’єктів, які історично прийнято звати «видами». Розглянуто 
додаткові особливості фазових портретів при слабких сину­
соїдальних зовнішніх впливах на швидкість «розмноження». 
Досліджено стійкість неавтономної системи. Знайдені чисельні 
рішення при дестабілізації моделі, коли частоти впливу близькі 
до частоти циклу незбуреної системи. 

Ключові слова: взаємодія видів, модель Вольтерра, проблеми 
стійкості, атрактор, тор, збурення, хаос.
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