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утилізації відходів. Розроблено математичні моделі функ­
ціональних елементів енерготехнологічної установки поділу 
багатокомпонентних газових сумішей, отриманих при утилі­
зації відходів. У дослідженні описано модель комплексу як 
єдиного цілого і як виконавчої частини системи управління 
екологічною безпекою процесу утилізації відходів.

Ключові слова: утилізація, відходи, екологічна безпека, 
математичне моделювання, багатокомпонентні газові суміші, 
низькотемпературний поділ.
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Моделювання процесу вилучення 
іонів нікелю із комбінованих 
розчинів

Досліджено вилучення іонів Ni2+ з комбінованого розчину з використанням сильнокислотної 
гелевої катіонообмінної смоли та композиційного іоніту на її основі, що містить агрегати нано­
часток гідрофосфату цирконію. За допомогою планування експерименту отримано моделі процесу 
вилучення іонів Ni2+ з розчину за допомогою полімерного та органо-неорганічного іоніту.

Ключові слова: іонообмін, очистка води, іони нікелю, кальцію, магнію, математична модель, 
планування експерименту.
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1. В ступ

Інтенсивне зростання промислового виробництва 
й  енергетики, освоєння природних ресурсів і розвиток 
сільського господарства в районах з обмеженими дже­
релами прісної води, ріст народонаселення створюють 
в усьому світі дефіцит прісної води. Поряд з цим, роз­
виток деяких галузей промисловості, зокрема, таких як 
оптична, фармацевтична, хімічна обумовлює зростання 
необхідності у воді з високим ступенем очищення. У той 
же час збільшуються обсяги стічних вод, які, у свою 
чергу, впливають на навколишнє середовище і стан 
водних басейнів. Насичення природного середовища 
шкідливими речовинами зокрема токсичними важкими 
металами стає все більш усвідомлюваною небезпекою 
для нормальної життєдіяльності і здоров’я людства. 

В наш час глибоке очищення води здійснювалось, 
в  основному, з використанням іонного обміну. Іонний 

обмін успішно доповнює процеси коагуляції, баромем­
бранної фільтрації, зокрема зворотного осмосу тощо. 
Іонний обмін використовується для вирішення багатьох 
наукових і практичних задач: для концентрування іонів  
з метою їх подальшого аналітичного визначення, ви­
лучення токсичних та цінних компонентів із рідких 
промислових відходів, отримання пом’якшеної і питної 
води тощо. Застосування іонного обміну у промисловості 
потребує кількісної оцінки перебігу процесів.

Тому проблема розробки ефективних способів очи­
щення води від небажаних домішок залишається вельми 
актуальною.

2. �А наліз літературних даних 
та постановка проблеми

Дослідження процесів іонного обміну потребує значних 
затрат часу та матеріальних ресурсів. Для розрахунків  
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процесу іонообміну зазвичай використовують громіздкі 
моделі, що припускають використання таких парамет­
рів, як коефіцієнти дифузії іонів в розчині і іоніте, 
обмінна ємність останнього, коефіцієнти селективнос­
ті, розмір часток іоніту, висота шару іоніту, швидкість 
розчину [1–3]. Найбільше утруднення викликає визна­
чення коефіцієнта дифузії іонів, оскільки цей параметр 
змінюється зі збільшенням ступеня заміщення іоніту  
і дуже залежить від присутніх в розчині інших іонів, 
які поглинаються іонітом по різним механізмам [1, 4, 5]. 
При визначенні коефіцієнта селективності також ви­
никають труднощі, якщо в розчині присутні кілька 
видів іонів одного знаку заряду, а також при непов­
ній дисоціації функціональних груп. У зв’язку з цим 
актуальною є задача створення формалізованої моделі 
процесу в динамічному режимі, яка дозволяє мінімі­
зувати кількість параметрів, виключивши коефіцієнти 
дифузії та селективності. 

Ця робота присвячена задачі вибіркового вилучення 
іонів нікелю із розбавлених розчинів методом дослі­
дження закономірностей іонного обміну в залежності 
від масообмінних, гідродинамічних і, особливо, кон­
центраційних факторів  [4–6]. Найбільш раціональним 
методом експериментального дослідження динамічних 
закономірностей є математичне планування експери­
менту  [7,  8]. Перевага цього методу полягає в тому, 
що він не потребує інформації про механізм процесу 
і тому доступний навіть неспеціалістам в області іон­
ного обміну.

3. О б’єкт, ціль та задачі дослідження

Об’єкт дослідження — комп’ютерне моделювання 
процесу іонного обміну в динамічних умовах для полі­
мерного та органо-неорганічного іоніту.

Метою дослідження є створення формалізованої моде­
лі обміну іонів, що враховує тільки емпіричні параметри.

Методи дослідження — математичне та комп’ютерне 
моделювання, методи планування експерименту.

Для досягнення поставленої мети вирішувалися на­
ступні задачі:

—	 виконати планування експерименту для дослі­
дження процесу іонного обміну;
—	 дослідити іонообмінний витяг іонів Ni2+ з розчину, 
що містить також іони жорсткості, з використанням 
іонообмінної смоли і органо-неорганічного іоніту;
—	 обробка експериментальних даних та отримання 
математичної моделі процесу іонного обміну;
—	 за отриманою моделлю провести оптимізацію за­
для визначення параметрів, які дозволяють отримати 
максимальне значення ємності до проскакування.

4. Р озрахунок іонного обміну

Побудуємо регресійне рівняння для достатньо точно­
го розрахунку параметрів процесу іонного обміну, який 
досліджується, в прийнятих інтервалах зміни факторів. 
У якості змінних приймаємо об’єм розчину, що очищу­
ється одиницею маси іоніту, тривалість фільтроциклу 
та робочу об’ємну ємність іоніту. Факторами, що під­
лягають вивченню, приймаються — концентрація іона, 
що сорбується; концентрація інших іонів; рН розчину; 
питоме навантаження. Фактори та інтервали їх варію­
вання зведемо у табл.  1. 

Таблиця 1

Фактори варіювання при іонному обміні

xi Фактор
Рівні фактора

–1 +1

x1 Концентрація іонів Ca, ммоль/л 0,5 2

x2 Концентрація іонів Mg, ммоль/л 0,25 1

x3 Концентрація іонів Ni, ммоль/л 0,1 2

x4 Витрата розчину, v, мл/хв 5 30

Інші фактори, що впливають на іонний обмін, під­
даються варіюванню в достатньо широких інтервалах  
і не входять в дане дослідження. У виборі факторів та 
інтервалів їх варіювання враховуємо можливі обмеження 
технологічного, екологічного та економічного характеру.

Автори публікацій  [7, 8] пропонують обирати тип, 
марку та іонну форму іоніту, тип хімічної реакції та 
відповідний реагент, що зміщує рівновагу процесу  
у бажаному напрямку. Вибір проводиться шляхом ви­
вчення і порівняння властивостей іонітів, зняття ізотерм 
сорбції у статичних умовах [8]. Крім того, розраховують 
оптимальну довжину іонного шару з використанням 
модифікованих рівнянь динаміки сорбції Шилова і поста­
новкою 2…3 дослідів різної довжини шару в динамічних 
умовах при заданому питомому навантаженню. На цій 
стадії може виявитися корисним досвід використання 
іонітів у водопідготовці і гідрометалургії.

Поміж знаходження рівнянь для розрахунку і опису 
процесу методом планування експерименту можна опти­
мізувати процес, тобто знайти екстремальні значення 
шуканих функцій. Для цього зазвичай використовують 
метод крутого сходження і симплексний метод  [9–11].

5. П ланування експерименту

Практичний інтерес при розрахунку процесів іонного 
обміну представляє вивчення початку проскакування 
іонів Ni2+  (А, моль/см3), а також початок проскаку­
вання іонів жорсткості. Тобто завданням є отримання 
математичної моделі, яка показує залежність моменту 
проскакування від початкових концентрацій іонів ме­
талів на витрати розчину. Запишемо ці фактории, які 
впливають на процес, у вигляді табл.  1.

У ході розв’язання цієї задачі знайдено вид залеж­
ності для полімерного та органо-неорганічного іоніту. 
Оскільки ця залежність має бути нелінійною, модель 
шукаємо у вигляді поліному другого порядку  [10, 11]: 

y = b0 + b1x1 + b2x2 + b3x3 + 

+ b4x4 + b12x1x2 + b13x1x3 + b14x1x4 +

+ b23x2x3 + b24x2x4 + b34x3x4 + 

+ b11x1
2 + b22x2

2 + b33x3
2 + b44x4

2.	 (1)

Для постановки експерименту пропонується три­
рівневий план  [12], який передбачає проведення 18-ти 
експериментів  (без паралельних)  (табл.  2). 

Значення кожного фактору фіксується на трьох рів­
нях: від’ємний, нульовий та додатній.
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Таблиця 2

Трирівневий план експерименту

№ п/п x1 x2 x3 x4

1 0 0 0 0

2 –1 –1 –1 –1

3 –1 +1 +1 +1

4 +1 –1 +1 +1

5 +1 +1 –1 +1

6 +1 +1 +1 –1

7 0 +1 –1 –1

8 0 –1 +1 –1

9 0 –1 –1 +1

10 +1 0 –1 –1

11 –1 0 +1 –1

12 –1 0 –1 +1

13 +1 –1 0 –1

14 –1 +1 0 –1

15 –1 –1 0 +1

16 +1 –1 –1 0

17 –1 +1 –1 0

18 –1 –1 +1 0

6. П ошук моделі для полімерного іоніту

У роботі досліджувався сильнокислотний гелевий 
іоніт Dowex HCR-S  (Dow Chemical) з такими харак­
теристиками: обмінна ємність  (Na+)  —2,4  ммоль/см3, 
вміст води — 60  %, зменшення об’єму при переході  
з Н- в Na-заміщену форму — 8 %  [13]. Іоніт модифіку­
вали агрегатами наночастинок гідрофосфату цирконію, 
модифікування полягало в насиченні іоніту золем не­
розчинних гідроксокомплексів цирконію і наступному 
осадженні в полімерній матриці гидрофосфату цирконію 
розчином H3РО4 аналогічно [14, 15]. Як було встановлено 
з використанням скануючої і трансмісійної мікроско­
пії, розмір переважаючих агрегатів становив кілька мі­
крон, агрегати складалися з наночастинок (≈ 10–15 нм).  
Вміст модифікатора в композиційному іоніті становив 
22  мас  %, водовміст — 58  %, при переході в Na+-за­
міщену форму обсяг іоніту зменшується в 1,5  рази. У 
динамічному режимі здійснювали деіонізацію комбіно­
ваного розчину, приготованого на водопровідній воді, 
який містив  (ммоль/дм3): Ca2+  (1,4), Mg2+  (0,5), а та­
кож Ni2+  (0,05…2). Вибір солі зазначеного d-металу як 
модельного об’єкта обумовлений токсичністю сполук Ni, 
внаслідок чого їх вміст у воді жорстко регламентовано. 
Розчин пропускали через колонку діаметром 0,8  см  
з постійною швидкістю  [13–15]. Вміст іонів на виході 
з колонки визначали атомно-абсорбційним методом за 
допомогою приладу S9 Pye Unicam  (Philips).

Для одержання моделі було проведено ряд експе­
риментів згідно плану  (табл.  2) і отримано такі ре­
зультати  (табл.  3).

Таблиця 3

Результати експерименту для полімерного іоніту

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9

А 220 240 190 170 250 650 756 780 500

№ 10 11 12 13 14 15 16 17 18

А 450 700 240 300 400 240 560 630 250

Для зведення значень усіх факторів до однакової 
безрозмірної шкали виконано кодування факторів. Зна­
чення коефіцієнтів рівняння (1) знайдено за допомогою 
метода найменших квадратів у матричній формі [16]:

B  =  (XT·X)–1·(XT·Y),	 (2)

де B — матриця-стовпець коефіцієнтів моделі; X — розши­
рена матриця плану експерименту; Y — матриця-стовпець 
значень вихідної змінної. 

Після виконання розрахунків із урахуванням (2) 
вектор-стовпець коефіцієнтів моделі матиме вигляд:

B{220 –22,2 12,5 –27,7 –167 –71,7 –40,9 –44,9 

–28 –84,5 –115 –127 95 231,7 –1,67}.

Отже, вигляд математичної моделі, що описує за­
лежність зміни величини ємності до проскакування від  
початкових концентрацій іонів металів та витрати по­
току, для полімерного іоніту має вигляд:

y = 220 – 22,4x1 + 12,5x2 – 27,7x3 – 167x4 – 

– 71,7x1x2 – 40,9x1x3 – 44,9x1x4 –

– 28x2x3 – 84,5x2x4 – 115x3x4 – 127x1
2 + 

+ 95x2
2 + 231,7x3

2 – 1,67x4
2.	 (3)

Перевірку адекватності моделі виконано за допомо­
гою порівняння дисперсії відтворюваності S0

2 та дисперсії 
адекватності Sадк

2  . Значення цих величин розраховані 
у  програмі Stat Sens таким же чином, як за алгоритмом 
дисперсійного аналізу, у зв’язку з відсутністю пара­
лельних дослідів  [16]. 

За результатами розрахунків виявилося, що S0
2 =  

= 31916 > Sадк
2  = 31740. Так як дисперсія відтворюваності 

більша, ніж дисперсія адекватності, тому отримана мо­
дель  (3) є адекватною  [16].

7. �П ошук моделі для  
органо-неорганічного іоніту

Для одержання моделі органо-неорганічного іоніту бу­
ло проведено серію експериментів згідно плану (табл. 2) 
і отримано наступні результати  (табл.  4). Необхідність 
повторення саме цієї серії експериментів полягає в не­
обхідності порівняння двох отриманих моделей.

Таблиця 4

Результати експерименту для органо-неорганічного іоніту

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9

А 420 660 470 400 460 640 975 1110 770

№ 10 11 12 13 14 15 16 17 18

А 690 960 550 580 680 590 790 910 550

Для знаходження значень коефіцієнтів моделі не­
обхідно повторити розрахунок за методом найменших 
квадратів у матричній формі. Нижче наведено кінцевий 
результат (вектор-стовпець коефіцієнтів моделі):
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B{420 –88,4 –43,8 –61,9 –163 –84,4 –43,5 –45,6 

–55,8 –42,9 –95,7 –126 116,9 236,9 –23,57}.

Отже, математичний вигляд моделі, що описує за­
лежність зміни величини ємності до проскакування 
від початкових концентрацій іонів металів та витрати 
потоку, для органо-неорганічного іоніту має вигляд:

y = 420 – 88,4x1 – 43,8x2 – 61,9x3 – 163x4 – 

– 84,4x1x2 – 43,5x1x3 – 45,6x1x4 –

– 55,8x2x3 – 42,9x2x4 – 95,7x3x4 – 126x1
2 + 

+ 116,9x2
2 + 236,9x3

2 + 23,57x4
2.	 (4)

Перевірку адекватності моделі виконано за допомо­
гою порівняння дисперсії відтворюваності S0

2 та дисперсії 
адекватності Sадк

2. Значення цих величин розраховані 
у програмі Stat Sens. 

За результатами розрахунків виявилося, що S0
2 =  

= 31916 > Sадк
2  = 31740. Так як дисперсія відтворювано­

сті більша, ніж дисперсія адекватності, тому отримана 
модель  (2) є адекватною.

8. О птимізація за отриманими моделями

Наступним завданням є пошук оптимальних пара­
метрів, за яких об’єм пропущеного розчину крізь шар 
іоніту до моменту проскакування буде максимальним. 
Тобто потрібно знайти, за яких умов можна очистити 
якнайбільшу кількість води від іонів Ni2+ та іонів жор­
сткості Ca2+ та Mg2+. Цю задачу розв’язано методом 
спряжених градієнтів, який реалізовано у стандартному 
компоненті «Пошук рішення» пакету MS  Excel.

Знайдемо за допомогою підпрограми «Пошук рішен­
ня» значення концентрацій іонів металів у розчині та 
витрати потоку, за яких буде спостерігатись максимальна 
ємність до проскакування для полімерного іоніту  (3). 
Оптимальне  (максимальне) значення цільової функ­
ції дорівнює приблизно 885 за умови, що х1 = –0,3627; 
х2 = 1; х3 = 1; х4 = –1. Якщо кодовані значення факторів 
перевести у натуральний вигляд, то розв’язок задачі 
оптимізації запишеться таким чином: при значенні кон­
центрації [Са2+] = 1,1107 ммоль/л; [Mg2+] = 1 ммоль/л; 
[Ni2+]  =  2  ммоль/л; витраті υ  =  30  мл/хв можна ефек­
тивно очистити 885  мл розчину від іонів Ni2+ та іонів 
жорсткості до настання проскакування. Після очищення 
даного об’єму розчину процес іонообміну не буде від­
буватися так само інтенсивно, а у кінцевому розчині 
буде спостерігатися різке збільшення іонів металів.

Аналогічно, знайдемо значення концентрацій іонів 
металів у розчині та витрати потоку, за яких буде спо­
стерігатись максимальна ємність до проскакування для 
органо-неорганічного іоніту  (4). Оптимальне  (макси­
мальне) значення цільової функції дорівнює приблиз­
но 995 за умови, що х1 = –0,6753; х2 = 1; х3 = 1; х4 = –1.  
Якщо кодовані значення факторів перевести у натураль­
ний вигляд, то розв’язок задачі оптимізації запишеть­
ся таким чином: при значенні концентрації [Са2+]  =  
= 0,6347 ммоль/л; [Mg2+] = 1 ммоль/л; [Ni2+] = 2 ммоль/л; 
витраті υ = 30 мл/хв можна ефективно очистити 995 мл  

розчину від іонів Ni2+ та іонів жорсткості до настання 
проскакування. Після очищення даного об’єму розчину 
процес іонообміну не буде відбуватися так само інтен­
сивно, а у кінцевому розчині буде спостерігатися різке 
збільшення іонів металів.

Знайшовши оптимальні значення для обох іонітів, 
можна зробити висновок про те, що ефективнішим є  ор­
гано-неорганічний іоніт, який дозволяє очистити більшу 
кількість розчину від іонів металів приблизно на 100 мл.

9. В исновки

Шляхом дослідження іонообмінного вилучення Ni2+ 
з комбінованих розчинів, що містять також іони жорст­
кості, розв’язана задача створення формалізованої моделі 
іонного обміну з використанням мінімальної кількості 
варійованих параметрів. Обмін вивчали на прикладі 
іонообмінної смоли і органо-неорганічного іоніту на її 
основі. Встановлено емпіричні залежності ємності до 
проскакування. Співставлення результатів, отриманих за 
розрахунками за моделлю та експериментальних дослі­
джень, показало можливість використання розроблених 
моделей для практичних задач. Використовуючи отрима­
ні моделі можна не проводячи експерименту отримати 
значення ємності до проскакування для кожного іоніту 
та обрати кращий із них. 

Отримані моделі після верифікації в перспективі 
можуть бути використані для розрахунку іонообмін­
них і сорбційних процесів, спрямованих на вилучення 
з комбінованого розчину того чи іншого компонента.
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Моделирование процесса извлечения ионов никеля из 
комбинированных растворов

Исследовано извлечение ионов Ni2+ из комбинированного 
раствора с использованием сильнокислотной гелевой катио­
нообменной смолы и композиционного ионита на ее основе, 
содержащего агрегаты наночастиц гидрофосфата циркония. 
С помощью планирования эксперимента получены модели про­
цесса извлечения ионов Ni2+ из раствора с помощью поли­
мерного и органо-неорганического ионита.

Ключевые слова: ионообмен, очистка воды, ионы никеля, 
кальция, магния, математическая модель, планирование экс­
перимента.
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Теоретичне моделювання 
процесу термічної обробки овочів 
під час їх очищення

Запропоновано математичну модель процесу термічної обробки овочів під час їх очищення, яка 
характеризує залежність глибини провареного шару овочів від тривалості процесу їх термічної 
обробки та тиску пари, та доведено, що за умов обробки гострою парою час досягнення макси­
мальної температури поверхні продукту не впливає на загальну тривалість процесу проварювання.

Ключові слова: термічна обробка, тиск пари, проварювання, якість, витрати, очищення.

Терешкін О. Г., 
Горєлков Д. В.,  
Дмитревський Д. В.

1. В ступ

Для вирішення проблеми переробки сільськогоспо­
дарської сировини необхідно розробляти технічні засоби 
не тільки для промислової переробки сільськогосподар­

ської сировини, а і налагоджувати випуск малогабаритної 
техніки для закладів ресторанного господарства.

На сьогоднішній день відповідальнішим процесом 
попередньої обробки овочевої сировини є її очищення. 
Безперечним є той факт, що під час очищення значна 


