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Ключевые слова: пластинка, непрерывность, ортотропность, плотность, основания, частота, 
модули упругости, уравнение движения.

Гаджиев В. Д.,  
Шириев А. И.

1. В ведение

В настоящее время при строительстве крупных ин­
женерных комплексов и в различных отраслях техники 
и машиностроении широко используются пластинки 
и  оболочки, изготовленные из различных ортотропных 
материалов [1]. Среди них наиболее распространенными 
являются круговые ортотропные пластинки.

При расчете на устойчивость, определения частотно 
амплитудных характеристик появляется необходимость 
учета при эксплуатации влияния сопротивления окру­
жающей среды. Очевидно, что учет одновременно ор­
тотропности, неоднородности, переменности плотности  
и сопротивления внешней среды гораздо осложняет мате­
матическое решение задачи. Не учет же этих параметров 
может привести к существенным ошибкам  (особенно 
в динамических задачах). Учитывая, что в различных 
отраслях техники, машиностроении и строительстве 
широко применяются ортотропно неоднородные плас­
тинки, в данной работе решается задача свободного 
колебания круговой пластинки с учетом неоднородного 
вязкоупругого сопротивления внешней среды.

2. �О бъект исследования  
и его технологический аудит

Объектом исследования являются неоднородные кру­
говые пластинки, лежащие на неоднородно вязкоупругих 
основаниях.

Предполагается, что модули упругости и плотности 
пластинки являются непрерывными функциями текущего 
радиуса. В этом случае в отличие от однородных пласти­
нок, уравнение движения является сложным дифферен­
циальным уравнением с переменными коэффициентами. 
В связи с этим появляется необходимость построения 
приближенно аналитического способа решения.

Для выявления особенности неоднородных круговых 
пластинок с точки зрения расчета проводится техно­
логический аудит, имеющий целью определить значе­
ния круговых частом в случае жесткого защемления 
по контуру пластинки.

3.  Цель и задачи исследования

Целью работы является исследование влияния од­
новременного учета ортропности непрерывно неодно­
родности по текущему радиусу и учета неоднородного 
вязкоупругого сопротивления основания.

Для достижения поставленной цели необходимо вы­
полнить такие задачи:

1.	 Определить факторы, влияющие на значение кру­
говой частоты.

2.	 Определить существенное влияние ортропности, 
неоднородности пластинки и вязкоупругости среды.

3.	 Получить дифференциальные уравнения движения 
с переменными коэффициентами.

4. � Исследование существующих решений 
проблемы

В теоретико-экспериментальных исследованиях по­
казано, что в результате ряда причин, упругие модули 
и плотность элементов конструкций существенным об­
разом могут являться непрерывными функциями про­
странственных координат  [1–3]. В данной работе, ис­
ходя из публикаций  [4,  5], предполагается, что модули 
упругости и плотность зависят от текущего радиуса 
круговой ортотропной пластинки.

В  [1] изложены основные вопросы теории неодно­
родных упругих тел в рамках линейной теории и ре­
шения конкретных задач об определении напряженно 
деформированного состояния без учета сопротивления 
внешней среды. В  [2,  3] введены основные уравнения 
устойчивости ортотропно неоднородных прямоугольных 
пластин и цилиндрических, а также конических обо­
лочек без учета сопротивления внешней среды.

В  [4] решается задача колебания упругой балки, 
лежащей на неоднородно вязкоупругом основании.

В работе  [5] рассмотрены некоторые вопросы напря­
женно деформированного состояния круговых однородных 
пластинок переменной толщины. Подробно изложена тео­
рия изгиба анизотропных пластин, но при этом влияние 
сопротивления окружающей среды не рассматривалось.
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В  [6–8] изложены вопросы, связанные с упругими 
основаниями, где указывается модель Винклера, которая 
экспериментами не подтверждается. 

В  [7] рассмотрены колебания с учетом сопротив­
ления основания типа Пастернека. В  [8] решена за­
дача поперечного колебания неоднородного по длине 
прямого участка трубопровода, лежащего на основании 
типа Пастернака. В [9–12] изложены вопросы динамики 
элементов однородных упругих и вязкоупругих мате­
риалов и решены многочисленные прикладные задачи. 
При этом влияние сопротивления внешней среды не 
рассматривалось.

Таким образом, результаты анализа позволяют сде­
лать вывод о том, что для правильного расчета ампли­
тудных, частотных характеристик необходимо построить 
методики решения с учетом неоднородности пластинки 
и основания.

5. М етоды исследований

В ходе проведения работы использовались в ос­
новном материалы работ  [1–3]. Также при исследо­
вании использовались методы разделения переменных 
и метод ортогонализации Бубнова-Галеркина, который 
дает эффективный результат при однородных краевых 
условиях.

6. Р езультаты исследований

В работе краевые условия является однородными. 
Отметим, что при неоднородных краевых условиях метод 
ортогонализации Бубнова-Галеркина применять нельзя.

Реакция основания связана с прогибом следующим 
соотношением  [6,  7]:

q k r W k r
W

t
= +

∂
∂1 2

2

2( ) ( ) , 	 (1)

где k r1( ),  k r2( )  — непрерывные функции, которые ха­
рактеризуют свойства основания и определяются экспе­
риментальным путем. Плотность ρ  с текущим радиусом 
связана следующим образом:

ρ ρ ψ= 0 ( ),r 	 (2)

где ρ0  соответствует однородному случаю; ψ( )r  — не­
прерывная функция модули упругости; E1  и E2  также 
зависят от r .  Коэффициенты Пуассона принимаются 
постоянными:
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где f r( )  — функция со своими производными до второго 
порядка являются непрерывными функциями. Связь 
между изгибающими моментами и прогибом выражается 
следующими соотношениями  [9,  10]:
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где h  — толщина пластинки; E E1
0

2
0

1 2, , ,   ν ν  — соот­
ветствуют однородному случаю. Уравнения движения 
в  данном случае с учетом (1) и (2) записываются сле­
дующем виде  [8,  9]:
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Учитывая  (3) в  (4), получаем:
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где приняты следующие обозначения:
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Как видно, уравнение  (5) является сложным и по­
лучение точного решения даже при простых видах не­
однородности f r r k r k r( ), ( ), ( ), ( )   ψ 1 2  затруднительно или 
же невозможно. Поэтому при решении поставленной 
задачи будем использовать приближенно аналитический 
способ решения. На первом этапе используем метод 
разделения переменных и в дальнейшем метод орто­
гонализации Бубнова-Галеркина. Решение на первом 
этапе будем искать в следующем виде:

W r t V r ei t( , ) ( ) ,= ω 	 (6)

где функция V r( )  должна удовлетворять краевым усло­
виям; ω  — круговая частота. Подставляя  (6) в урав­
нение  (5) получим:

L V kV k r r V( ) ( ( ) ( )) .− − + =1
2

2 0 0ω ρ 	 (7)

При решении (7) будем использовать метод Бубнова-
Галеркина и решение будем искать в следующем виде:
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i

n
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где ci  — неизвестные постоянные и подлежат опреде­
лению, а каждый ϕi r( )  должен удовлетворять соот­
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ветствующим краевым условиям. Учитывая  (8) в (7), 
определяем функцию ошибки:
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Условия ортогонализации с учетом (9) записываются 
в следующем виде:

η φ( ) ( ) , , , ...r r rdr qq

R

0

0 1 2∫ = =   	 (10)

В общем случае ω2  определяется из условия равенства 
нулю основного определителя из системы однородных 
алгебраических уравнений, составленных из  (10) отно­
сительно постоянных Ci   (система является линейной):

ω2 0= . 	 (11)

При раскрытии  (11) относительно ω2  получим ал­
гебраическое уравнение n-й степени. Однако обыч­
но  (в  основном для круговых и кольцевых пластин) 
пренебрегают определением основного тона круговой 
частоты, хотя нахождение ω2  при произвольном при­
ближении не вызывает особенной трудности.

В первом приближении  (10) записывается как:
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Рассмотрим случай, когда пластина по всему кон­
туру жестко защемлена. В этом случае функция ϕ1( )r  
удовлетворяет следующим условиям:
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Функцию ϕ1  выбираем в следующем виде:
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где f0  — значение прогиба центра пластинки.
Из формулы (13) при K2 0=  получим решение ана­

логичной задачи для основания Фусса-Винклера:
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При K r K r1 20( ) ; ( )= ≠  получим решение аналогичной 
задачи, когда пластинка лежит на неоднородно-вязком 
основании:
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Из (13) и (15) получим следующую связь между ω2 
и ω2
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Результаты численного расчета значения круговой 
частоты с учетом ортотропности переменности модулей 
упругости, плотности, а также неоднородно вязкоупру­
гого сопротивления показаны в табл.  1 и на рис.  1. 
Анализ численного расчета показывает, что значение 
круговой чистоты естественным образом зависит от функ­
ции f r r k r k r( ), ( ), ( ), ( )   ψ 1 2  и функции аппроксимации.

Таблица 1

Результаты численного расчета значения круговой частоты

µ = 0 ω1
2 ω2

2

0 1 1

0,2 0,931 0,773

0,4 0,871 0,630

0,6 0,819 0,531

0,8 0,772 0,460

1 0,730 0,405

Рис. 1. График зависимости безразмерных значений чистоты 
от параметра неоднородности плотности

На рис. 1 видно, что значение круговой частоты су­
щественным образом зависит от переменности плотности.

Численный анализ можно проводить при следующих 
значениях характерных параметров:
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где K1
0  и K2

0  соответствуют характеристикам однород­
ных вязкоупругих сред.

Для простоты анализа, расчет проведем для случая 
однородной среды без учета вязкого сопротивления:

ψ ερ ψ µ ρ( ) ; ( ) .r r e= + = +1 1 	 (19)

ω
ϕ ρ ρ ρ
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d

d

 ρ = ⋅ −r R 1.

Учет неоднородности существенным образом зависит 
от величины круговой частоты.

7.  SWOT-анализ результатов исследований

Strengths. Среди сильных сторон данного исследо­
вания необходимо отметить, что при решении получены 
конкретные расчетные формулы. Полученные формулы 
позволяют при известных характеристиках пластинки 
и основания определить значение круговой частоты.

Weaknesses. Слабые стороны данного исследования 
связаны с тем, что предложенные решения основаны 
на том, что при решении применяются приближенные 
аналитические методы и однородные краевые условия. 
Причиной этого являются сложные уравнения движения. 

Opportunities. Перспективы дальнейших исследова­
ний заключаются в том, что данные методики расчета 
можно распространить, например, на решение задач ко­
лебаний оболочек.

Threats. Сложности для внедрения полученных ре­
зультатов исследований связаны с тем, что нет экспе­
риментальных исследований.

8. В ыводы

1.	 Показано, что на значение круговой частоты су­
щественным образом влияют следующие факторы.

—	 ортотропность неоднородности по текущему ра­
диусу модулей упругости;
—	 переменность плотности по текущему радиусу;
—	 сопротивление неоднородно вязкоупругой среды.
2.	 В работе решена задача о собственном колебании 

круговой неоднородной ортотропной пластинки, лежа­
щей на неоднородно вязкоупругом основании. Показа­
но существенное влияние ортропности, неоднородности 
пластинки и вязкоупругости среды — табл.  1 и рис.  1.

3.	 Получено уравнение движения с учетом неодно­
родности пластинки и основания. Уравнения является 
сложным с переменными коэффициентами и для полу­
чения точного решения используются приближенные 
аналитические способы.
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Дослідження власних коливань неоднорідної 
ортотропної кругової пластинки, що лежить на 
неоднорідній в’язкопружній основі

Розглянуто вісісиметричну форму власних коливань ор­
тотропної неоднорідної по радіусу кругової пластинки, що 
лежить на неоднорідній в’язкопружній основі. Детально вивчено 
випадок, коли по всьому контуру пластина жорстко затис­
нена. Рішення завдання будувалося із застосуванням методу 
поділу мінливих і методу ортогоналізації Бубнов-Гальоркіна. 
Проведено чисельний аналіз при конкретних значеннях ха­
рактерних параметрів.

Ключові слова: пластинка, безперервність, ортотропність, 
щільність, основа, частота, модулі пружності, рівняння руху.
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