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ПРО ДЕЯКІ МЕТОДИ ВИЗНАЧЕННЯ ВЛАСНИХ ЧАСТОТ 

КРУТИЛЬНИХ КОЛИВАНЬ У МЕТАЛОРІЗАЛЬНИХ ВЕРСТАТАХ 

 

Вимушені крутильні коливання у приводах верстатів – одна з актуальних проблем 

сучасного верстатобудування. Причинами цих коливань можуть бути: дисбаланси 

мас, які обертаються; конструктивна недосконалість підшипникових вузлів; особ-

ливості експлуатації або технологічного процесу (для металорізальних верстатів – 

ексцентричне закріплення заготовки, обробка некруглої деталі та ін.). В роботі на 

прикладі реального металорізального верстату реалізована задача динамічного 

аналізу приводу головного руху верстату з визначенням власних частот крутильних 

коливань. Реальний об'єкт замінено динамічною моделлю (ДМ). При побудові ДМ іне-

рційні та пружні характеристики визначені з умов: – кінетична енергія об'єкту ек-

вівалентна кінетичній енергії ДМ (з цієї умови отримані осьові моменти інерції зо-

середжених мас рядної моделі); – потенціальна енергія пружних деформацій об'є-

кту еквівалентна потенціальній енергії деформації ДМ (з цієї умови отримані кое-

фіцієнти жорсткості ДМ). Власні частоти рядної ДМ визначались трьома спосо-

бами: 1) шляхом розв’язування рівняння частот (точний метод) у поєднанні з ме-

тодом зменшення кількості мас А.П. Черевкова; 2) через спрощення ДМ за методом 

парціальних систем; 3) методом залишків (Толле). Зроблено такі висновки: 1) осно-

вну (меншу) частоту можна знаходити будь-яким із розглянутих методів (бо ре-

зультати трьох методів співпали); 2) при спрощенні ДМ з використанням методу 

парціальних систем слід враховувати критерій можливості подальших спрощень за 

означеним частотним діапазоном; перехід від трьохмасової ДМ до двохмасової, за 

умови недотримання вказаного критерію, призвів до похибки щодо величини основ-

ної частоти близько 10%; 3) динамічні розрахунки машин з використанням ДМ і 

різних методів визначення власних частот дозволяють на основі відомих частот 

збурюючих сил виявляти можливі білярезонансні режими експлуатації об’єкту і за-

здалегідь уникати їх шляхом внесення змін у конструкцію верстата на стадії проє-

ктування. 

Ключові слова: привід металорізального верстату, крутильна рядна динамічна мо-

дель, рівняння частот, основна частота, резонанс. 

 

T.M. Karpenko, V.V. Shishkin. On some methods of determining proper frequencies tor-

sional oscillations in metal-working machines. Forced torsional vibrations that occur in 

machine tool drives are one of the pressing problems of modern machine tool industry. The 

reasons for these fluctuations may be imbalances of rotating masses, structural imperfec-

tions of bearing units, operating or technological process features (for metal-cutting ma-

chines – eccentric clamping of the workpiece, processing of non-round workpieces, etc.). 

In this work, using the example of a real metal-cutting machine, the task of dynamic anal-

ysis of the drive of the main movement of the machine with determination of the natural 

frequencies of torsional vibrations is realized. The real object is replaced by a dynamic 

model (DM). When constructing the DM, the inertial and rigidity characteristics are 
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determined from the conditions: – the kinetic energy of the object is equivalent to the kinetic 

energy of the DM (from this condition the axial moments of inertia of the concentrated 

masses of the row model are obtained); – the potential energy of elastic deformations of 

the object is equivalent to the potential energy of deformation of the DM (from this condi-

tion the rigidity coefficients of the DM are obtained). The natural frequencies of the row 

DM were determined in three ways: 1) by solving the frequency equation (exact method) 

in combination with the method of reducing the number of masses of A.P. Cherevkov; 2) 

partial systems method (fundamental frequency only); 3) method of residuals (Tolle). The 

following conclusions were made: 1) the main (smaller) frequency can be found by any of 

the methods considered (since the results of the three methods coincided); 2) when simpli-

fying the DM using the method of partial systems, the criterion for the possibility of further 

simplifications over the specified frequency range should be taken into account; the tran-

sition from a three-mass DM to a two-mass one if the criterion in this calculation was not 

met led to an error in determining the value of the fundamental frequency of about 10%; 

3) dynamic calculations of machines using DM and methods for determining natural fre-

quencies make it possible, based on known frequencies of disturbing forces, to identify 

possible near-resonant operating modes and avoid them in advance by making changes to 

the design of the machine at the design stage. 

Key words: drive of a metal-cutting machine, torsional in-line dynamic model, frequency 

equation, fundamental frequency, resonance. 

 

Постановка проблеми. Серед об'єктів, що зазнають динамічних навантажень, напружено-

деформований стан яких істотно залежить від режимів експлуатації, практичний інтерес мають 

ділянки валів, що піддаються крутильним коливанням. При проєктуванні таких систем констру-

ктор машини змушений вирішувати питання, пов'язані, насамперед, із визначенням власних ча-

стот крутильних коливань валів, які, в свою чергу, залежать від інерційних та пружних парамет-

рів деталей машини. Це є важливим як для забезпечення безрезонансних режимів роботи ма-

шини, так і для забезпечення міцності деталей, оскільки максимальні крутні моменти є функці-

ями частот. 

Аналіз останніх досліджень та публікацій. Розрахункам крутильних коливань валів при-

свячено багато джерел, зокрема [1-3]. Коливання в металорізальних верстатах вивчалися в робо-

тах [4-7]. Власні частоти крутильних коливань трансмісій колісних машин визначено в роботах 

[8, 9]. 

Мета статті – запропонувати і реалізувати порядок дій для побудови рядної крутної дина-

мічної та математичної моделей приводу головного руху металорізального верстату. Для побу-

дованої динамічної моделі визначити власні частоти крутильних коливань, використовуючи рі-

зні методи розрахунку. Оцінити точність та ефективність методів, дати рекомендації щодо їх за-

стосування. 

Виклад основного матеріалу.  

Технічна суть завдання та способи розв’язку. 

Схема головного приводу верстату (рис. 1), що складається з електродвигуна, коробки 

швидкостей і шпинделя, в залежності від включених муфт і зубчастих зачеплень, дозволяє реа-

лізувати більше 12 кінематичних схем. 

Власні частоти крутильних коливань валів цих схем будуть різні. Дослідження динаміки 

руху даної механічної системи при різних варіантах включення електромагнітних муфт і зубча-

стих зачеплень передбачає визначення для кожного варіанту всіх власних частот, які не повинні 

збігатися з частотами можливих періодичних збурюючих факторів. При цьому особливий інте-

рес викликає менша із власних частот, яку називають основною. 

У верстатах спектр частот вимушених коливань визначається такими факторами: 

- періодичною силою, що діє з боку ріжучого інструменту на заготовку під час її обробки; 

- наявністю ексцентриситету при закріпленні заготовки; 

- дисбалансом центру тяжіння валу; 

- похибкою виготовлення або поломкою підшипникових опор та ін. 

Для реалізації поставленої мети запропоновано алгоритм дій, який показаний на рис. 2. 
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Рис. 1 – Схема головного приводу свердлильного верстату 

 

 
 

Рис. 2 – Алгоритм для побудови рядної крутильної динамічної моделі і визначення 

власних частот 
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Як відомо, точне вивчення динаміки машини, що складається з пружних тіл з розподіле-

ними масами (ці тіла мають нескінченну кількість ступенів вільності), неможливо. Тому, від ре-

ального об'єкту переходять до спрощеної схеми – динамічної моделі (ДМ), рух якої описується 

певною кількістю узагальнених координат. Ця модель буде мати інерційні і пружні характерис-

тики об'єкту, який вивчається, якщо будуть застосовані наступні базові тези. 

Теза 1. Кінетична енергія об'єкту еквівалентна кінетичній енергії ДМ. З цієї умови отриму-

ють інерційні характеристики (у нашому випадку – осьові моменти інерції зосереджених мас). 

Теза 2. Потенціальна енергія пружних деформацій об'єкту еквівалентна потенціальній ене-

ргії деформацій ДМ. Звідси знаходять коефіцієнти жорсткості або податливості елементів ДМ. 

Реалізуючи ці тези, застосовують гіпотезу про те, що деформація тіла прямо пропорційна 

динамічному навантаженню. Тому, використовуючи закон Гука, отримують формули деформа-

цій ДМ, які пов'язують з узагальненими координатами та узагальненими швидкостями. 

Вивчаючи малі крутильні коливання поблизу режиму сталого рівномірного обертання, в 

якості узагальнених координат беруть кути закручування зосереджених мас i . 

Побудова вихідної динамічної моделі має виконуватись з відносно високою точністю, бо 

математична модель, з якої отримують рівняння частот, базується на ДМ. 

Осьові моменти інерції муфт, зубчастих коліс та податливості з'єднань, зубчастих передач 

та ділянок валів визначають за відомими формулами. Осьові моменти інерції ділянок валів зво-

дять до крайніх перерізів на підставі тези 1. Для цього визначається кінетична енергія елемента 

валу і, після інтегрування по довжині, отримують поправочний коефіцієнт для обчислення мо-

менту інерції валу. 

Декілька податливостей, послідовно розташованих пружних елементів, згідно з тезою 2, 

замінюють еквівалентною податливістю ie e = . 

Чисельний аналіз задачі здійснювався для схеми, зображеної на рис. 3. 

 

 
 

Рис. 3 – Кінематична схема приводу головного руху верстату для заданих умов під-

ключення елементів (розміри надані в метрах) 

 

Розрахунок проводився при наступних вихідних параметрах. 
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Параметри двигуна: потужність 1,4 ;N кВт=  частота обертання валу 970 ;
об

n
хв

=  момент 

інерції ротора 21,5ротI кг м=  . Момент інерції маси на шпинделі 
20,00918шпI кг м=  . Вклю-

чені муфти і зубчасті зачеплення коліс: ЭМ2; ЭМ4, 7 8/z z . Діаметри валів, м: 0,025;ID =  

0,030;IID =  0,035;IIID =  0,040.IVD =  Число зубців зубчастих коліс: 1 25;z =  2 33;z =  5 27;z =  

7 38;z =  8 46;z =  9 32;z =  13 27;z =  14 57z = . Довжини ділянок валів, м: 0 0,40;L =  1 0,04;L =  

5 0,51;L =  9 0,90;L =  10 0,98;L =  11 0,30.L =  Модуль зубчастих коліс: 3 .m мм=  Ширина зубчас-

тих коліс, м: 0,030.b =  Щільність матеріалу зубчастих коліс і валів: 
3

7850
кг

.
м

 =  Кут зачеп-

лення: 20 =  . Коефіцієнт питомої контактної податливості зубчастої передачі: 
3

11

3 6 10
м

k
Н

−= 

– для прямозубих зубчастих коліс. Шпонкове з’єднання зубчастих коліс: вал I: висота шпонки 

0,004 ,шпh м=  довжина з’єднання . 0,03 ;c шпl м=  вали II, III, IV: 0,0045 ,шпh м=  . 0,03 ;c шпl м=  ко-

ефіцієнт питомої контактної податливості шпонкових з’єднань 
3

126 4 10шп

м
k , .

Н

−=   Шліцьове 

з’єднання на валу II: середній діаметр шліців, м: 0,028;cpD =  довжина з’єднання . 0,03 ;c шлl м=  

висота шліца 0,004 ;шлh м=  число шліців 6;z =  коефіцієнт питомої контактної податливості 

шліцьових з’єднань 
3

124 10шл

м
k .

Н

−=   Махові моменти інерції муфт: ЭМ2 : 
3

2
2 2

0,3 ;ЭМ

кг м
GD

с


=  

ЭМ4 : 
3

2
4 2

0,6ЭМ

кг м
GD

с


= . 

Вихідна ДМ для даної схеми показана на рис.4. 

 

 
 

Рис. 4 – Вихідна динамічна модель з урахуванням прийнятих числових значень іне-

рційних параметрів і величин податливостей 

 

Порядок величин (
510−

– для податливостей і 
310−

– для осьових моментів інерції) на рис. 4 

не позначено. 

Побудову рядної динамічної моделі починаємо з вибору валу зведення. У якості такого 

валу можна прийняти будь-який вал пристрою, але зручно приймати вхідний вал. Обираємо 

вал І. 
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Визначаємо передаточне відношення між кожним і-тим валом і валом І (валом зведення) 

за формулою: 

 i
i I

I

u



=  , (1) 

де i  – кутова швидкість і-го валу; 

I  – кутова швидкість I валу. 

Тоді, зведений до валу І осьовий момент інерції маси, що розміщена на і-тому валу, буде 

дорівнювати: 

 

 2пр
і і Іі ІІ І u=   . (2) 

 

Зведену до валу І податливість і-того валу, згідно тези 2, обчислюємо за формулою: 

 

 
2

пр і
і І

і І

e
e

u



=  . (3) 

 

Таким чином, маємо восьмимасову рядну ДМ, зображену на рис. 5. 

 

 
 

Рис. 5 – Розрахункова восьмимасова динамічна модель 

 

Побудова математичної моделі і рівняння частот. 

Диференціальне рівняння руху рядної ДМ (математичну модель) складемо, застосовуючи 

рівняння Лагранжа другого роду для механічної системи, що має 8 ступенів вільності [10-12]: 

 

 , 1,2 ...8
i i i

d T T П
i

dt   

 
  
 

  
− = − =

  
. (4) 

 

Якщо виразити кінетичну енергію Т через узагальнені швидкості i , а потенціальну енер-

гію П – через узагальнені координати i , отримаємо матрицю інерції a  та матрицю жорсткості 

с . Тому, замість (4), будемо мати диференціальні рівняння руху 

 

     0i ia c + = . (5)  

 

Компонентами матриці інерції будуть моменти інерції iI , компонентами матриці жорст-

кості – коефіцієнти жорсткості, які дорівнюють 
1

i

i

c
e

= . 

Частинні розв’язки диференціальних рівнянь (5) шукаємо у вигляді 

 

 ( )sini iA kt = + . (6) 
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Після підстановки (6) у рівняння (5), отримаємо систему алгебраїчних рівнянь відносно 

.iA  Прирівнюючи головний визначник цієї системи нулю, отримаємо рівняння частот. Порядок 

цього рівняння відносно невідомої величини 
2k  дорівнює кількості мас ДМ. Для восьмимасової 

ДМ визначник має вигляд: 

 

2
1

1 1

2
2

1 1 2 2

2
3

2 2 3 3

2
4

3 3 4 4

2
5

4 4 5 5

2
6

5 5 6 6

2
7

6 6 7 7

2
8

7 7

1 1
0 0 0 0 0 0

1 1 1 1
0 0 0 0 0

1 1 1 1
0 0 0 0 0

1 1 1 1
0 0 0 0 0

0 (7)
1 1 1 1

0 0 0 0 0

1 1 1 1
0 0 0 0 0

1 1 1 1
0 0 0 0 0

1 1
0 0 0 0 0 0

I k
e e

I k
e e e e

I k
e e e e

I k
e e e e

I k
e e e e

I k
e e e e

I k
e e e e

I k
e e

−  −

− −  + −

− −  + −

− −  + −

=

− −  + −

− −  + −

− −  + −

− − 

 

  

Визначення власних частот рядної ДМ можна здійснити наступними способами: 

- точним методом – розв’язанням рівняння частот (зазвичай із застосуванням спеціалізова-

них програм та математичних редакторів, наприклад, пакету MathСad); 

- розв’язанням рівняння частот після спрощення ДМ за методом парціальних систем; 

- методом залишків (Толле). 

Як приклад реалізації точного методу, наведемо результати розв’язання рівняння частот 

для восьмимасової моделі (рис. 5). Нижче надається покроковий алгоритм дій, розрахований на 

користувачів початкового рівня.  

Алгоритм розв’язання рівняння частот із застосуванням математичного редактору 

MathСad 14: 

1) Ввести вихідні дані iI , ie , 1, 2 ...i n= . 

2) Скласти визначник рівняння частот (7) за допомогою команд: Додати (Insert) / Матриця 

(Matrix) і вводимо 8 рядків та 8 стовбців. 

3) Для перетворення визначника (7) у рівняння виділити його і «перетягнути» у бік. Далі, 

використати команди: Символіка (Symbolies) / Матриця (Matrix) / Визначник (Determination). 

4) Щоб отримати поліноміальні коефіцієнти рівняння треба клацнути «мишею» на отри-

маному рівнянні і вибрати команди: Символіка (Symbolies) / Поліноміальні коефіцієнти 

(Polynomial Coefficients). 

5) Записати вираз виду k = polyroots ( ), де замість  - вставити поліноміальні коефіціє-

нти. 

6) Записати вираз k:=. Після знаку «=» відобразяться корені рівняння, тобто шукані час-

тоти. 

Результати визначення власних частот ДМ, зображеної на рис. 5, показані в таблиці 1.  

Якщо діапазон збурюючих факторів не вимагає знання вищих частот, коливальну систему 

зводять до ДМ з меншим числом ступенів вільності. У цій роботі був застосований метод 

А.П. Черевкова, заснований на заміні групи мас однією масою. 
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Так, маси 2 3 4 5, , ,I I I I  були замінені однією масою з осьовим моментом інерції 

2 2 3 4 5I I I I I = + + + , а податливість ділянки між масою 1I  і новою масою 2I   буде дорівнювати 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4 5

2

1
e e I e e I e e e I e e e e I

I
 = + + + + + + + + + 

. 

 

Таблиця 1  

Результати обчислень для восьмимасової моделі 

 
 

Після корекції номерів мас і податливостей, прийшли до п’ятимасової ДМ, зображеної на 

рис. 6.  

 

 
 

Рис. 6 – Розрахункова п’ятимасова модель 

 

Після виконання пунктів вище запропонованого алгоритму, отримали частоти п’ятимасо-

вої ДМ, показані в Таблиці 2. 

 

Таблиця 2 

Результати обчислень для п’ятимасової моделі 
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Визначення основної частоти з використанням методу парціальних систем.  

Метод парціальних систем дозволяє спростити вихідну ДМ шляхом доведення її до виду, 

коли рішення частотного рівняння не викликає труднощів. Для реалізації методу пропонуються 

дві типові системи (названі «парціальними»), на які можна розбити будь-яку рядну ДМ. 

Система І типу – одномасова, з базовим інерційним елементом (рис. 7). Вона включає масу 

iI  з пружними елементами, податливості яких дорівнюють 1ie −  та ie . 

 

 
 

Рис. 7 – Парціальна система I типу 

 

 Частота такої системи визначається за формулою: 

  1

1

i i
i

i i i

e e
k

I e e

−

−

+
=

 
. (8) 

Система ІІ типу – двомасова (рис. 8). Вона складається з двох мас iI  і 1iI + , з розташованим 

між ними пружним елементом (у нашому випадку – ділянка безінерційного валу) податливістю

ie . 

 
 

Рис. 8 – Парціальна система II типу 

 

 Частота такої системи визначається за формулою: 

 1
, 1

1

i i
i i

i i i

I I
k

I I e

+
+

+

+
=

 
. (9) 

Метод зводиться до наступних кроків. 

1) Вихідну ДМ поділяють на парціальні системи двох типів, після чого за формулами (8) і 

(9) знаходять їх парціальні частоти. 

2) У випадку, коли одна або кілька парціальних частот значно (в 3 або більше разів) пере-

вищують верхню межу частотного діапазону, що досліджується, проводять спрощення ДМ. 

Спрощення полягає у зменшенні кількості мас ДМ на одиницю шляхом заміни парціальної сис-

теми з найбільшою частотою на парціальну систему іншого типу. 

Так, якщо maxk  має система І типу, її замінюють на систему ІІ типу. Нові маси матимуть 

такі моменти інерції 

1

i
i i

i i

e
I I

e e−

 = 
+

 та 1
1

1

i
i i

i i

e
I I

e e

−
+

−

 = 
+

 з податливістю між ними 1i i ie e e−
 = + . 

Якщо maxk  має система ІІ типу, її замінюють системою І типу. Нова маса матиме момент 

інерції 1i i iI I I +
 = + , а податливості ділянок валу будуть дорівнювати 1

1

1

i
i i

i i

I
e e

I I

+
−

+

 = 
+

 та 

1

i
i i

i i

I
e e

I I+

 = 
+

. 

При таких замінах парціальних систем власні частоти не змінюються. 



ВІСНИК ПРИАЗОВСЬКОГО ДЕРЖАВНОГО ТЕХНІЧНОГО УНІВЕРСИТЕТУ 

2024р. Серія: Технічні науки Вип. 48 

 p-ISSN: 2225-6733; e-ISSN: 2519-271X  

 

 35 

3) Спрощену на першому етапі ДМ перевіряють на можливість подальших спрощень та 

повторюють процедуру, починаючи з п. 2, за наявності можливості та необхідності. 

4) Спрощення ДМ припиняють, коли не виконується критерій можливості спрощення або 

ДМ зводиться до трьохмасової, при якій частотне рівняння має вигляд: 

  4 22 3 1 2 31 2
1 2 1 2

1 2 2 3 1 2 3

0
I I I I II I

k c c k c c
I I I I I I I

 + + ++
−  +   +   = 

    
. (10) 

Розв’язування такого рівняння не створює труднощів. 

Результати чисельного аналізу за допомогою методу парціальних систем для схеми, зобра-

женої на рис. 3, представлені на рис. 9. На ньому показано процес поетапного спрощення вось-

мимасової ДМ із зменшенням кількості мас на одиницю. У верхній та нижній частинах кожної 

ДМ показані власні частоти парціальних систем обох типів. Найбільша з частот виділена рамкою. 

В якості верхньої межі частотного діапазону, що досліджується, прийнята частота 
1405 .гчдk c−=  

 

56,2 1154  
 

56,2 1154  
 

56,2 1154  
 

56,2 1154  
 

39,1 1154,3  
 

763,439,1  
 

Рис. 9 – Поетапне спрощення ДМ і власні частоти парціальних систем  
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В результаті спрощень система доведена до трьохмасової, в якій найбільшу частоту має 

крайня парціальна система II типу. Подальше спрощення цієї моделі є недоцільним внаслідок 

суттєвої похибки в отриманому результаті. Дійсно, максимальна частота 
1

max 807k c−=  переви-

щує частотний діапазон тільки в 2 рази, що менше рекомендованих (3 і більше). Крім того, точне 

значення власних частот цієї моделі можна легко отримати, розв’язавши рівняння частот (10). 

Отриманий результат: 
1 1

1 2400,25 ; 824,7k c k c− −= = . 

Виконаємо експеримент і продовжимо спрощення. Перетворимо трьохмасову ДМ на дво-

хмасову. Після перетворень отримаємо ДМ, що еквівалентна парціальній системі ІІ типу (рис. 8), 

з максимальною частотою 
1

max 365k c− = . Отриманий результат має похибку близько 10% порів-

няно з точним значенням, що підтверджує необхідність дотримуватись зазначеним на початку 

розділу рекомендаціям.  

Метод залишків (Толле) для визначення власних частот.  

Метод заснований на застосуванні формул, якими обчислюються крутні моменти, що ви-

никають в ділянках валів. Якщо позначити через iA  – амплітуди крутильних коливань i -тих 

ділянок валів, а 

1

i
i

A
a

A
= – відносні амплітуди, то маємо наступні формули для моментів: 

 

2
1,2 1 1 1

1,22
2,3 1,2 2 2 2 1

1

1,2
, 1 1, 1

1

, 1

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

,
n n

n n n n n n n n

n

M I a k де a

M
M M I a k де a a

c

M
M M I a k де a a

c

−

+ − −

−

 = − =

 = − = +




 = − = +


 (11) 

 

Залишком «R» названий крутний момент між останньою n-ою масою (у даному випадку – 

8-ою) і неіснуючою (n+1)-ою масою (у даному випадку – 9-ою), який, природно, повинен дорів-

нювати нулеві, якщо 
2k  відповідає дійсній частоті. Тому на графіку залежності 

2

R

k
 від k  точки 

перетину кривої з віссю абсцис будуть частотами. 

Для схеми, що розглядається в роботі (рис. 3), маємо графік, зображений на рис. 10, який 

свідчить про практичний збіг перших п'яти частот, отриманих точним методом (табл. 1). 

 

 
 

Рис. 10 – Залежність величини 
2

R

k
 від k  
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Примітка. Основним недоліком методу Толле є чутливість до точності обчислень. А оскі-

льки частоти можуть відрізнятись на кілька порядків, підбирати їх – трудомістке завдання. Тому 

цей метод найчастіше використовують для перевірки величин частот, отриманих іншими спосо-

бами. 

 

Висновки 

1. Запропонований в роботі алгоритм застосування редактора MathСad дозволяє визначити 

всі власні частоти крутильних коливань багатомасової рядної крутильної динамічної моделі. На 

практиці це означає, що під час проєктування машини з'явилася можливість з метою недопу-

щення білярезонансних режимів (при відомому спектрі частот збурюючого фактору) отримувати 

потрібні власні частоти крутильних коливань за рахунок підбору параметрів конструкції (геоме-

тричних, інерційних, пружних). 

2. Для конкретного металорізального верстату, який взято як приклад, показано алгоритм 

побудови багатомасової крутильної динамічної моделі його головного приводу. Для цієї моделі 

проведено розрахунок частот власних крутильних коливань точним і двома наближеними мето-

дами. 

3. Запропоновані практичні рекомендації щодо застосування методу парціальних систем 

для спрощення багатомасових динамічних моделей і перевірена значимість дотримування реко-

мендацій щодо доцільності подальшого спрощення динамічної моделі. 

4. Чисельний аналіз показав, що основна (менша) частота крутильних коливань динамічної 

моделі збіглася при застосуванні трьох способів її визначення. 
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