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Робота присвячена питанням міцності та підбору демпфуючих характеристик в механічних системах, які ви-

конують вимушені коливання під дією періодичного збурюючого фактору в ідеальному середовищі і при наявно-

сті сил лінійного в’язкого опору. З метою дослідження напруженого стану об’єкту вивчення пропонується ко-

ристуватись формулою залежності коефіцієнту динамічності від інерційних, жорсткісних, демпфуючих пара-

метрів об’єкту та частоти збурюючої сили. При цьому, зроблені висновки: – при певному поєднанні цих пара-

метрів амплітуда коливань (а тому – і напруження) досягають максимальних значень до настання резонансу; 

– для великих значень частоти збурюючого фактору напруження незначні. Надані практичні рекомендації щодо 

визначення величини коефіцієнту в’язкого опору, при якому: – дисипація енергії в системі буде найбільшою; – 

коефіцієнт запасу втомної міцності балки, на якій розташований двигун, має задану величину. Запропонований 

і реалізований алгоритм дій для визначення коефіцієнту запасу втомної міцності при поширених в інженерній 

практиці прикладах розташування двигунів з демпфером на балці і різних випадках її закріплення. При складанні 

диференціального рівняння руху динамічної моделі за узагальнену координату вибрана пружна деформація того 

перерізу балки, з яким співпадає центр ваги двигуна. Коефіцієнт жорсткості балки знайдено з тези про еквіва-

лентність потенціальної енергії деформації балки потенціальній енергії динамічної моделі. Якщо маси балки і 

двигуна одного порядку, коефіцієнт зведення маси балки до узагальненої координати визначається з тези про 

еквівалентність кінетичної енергії балки кінетичній енергії динамічної моделі. Розглянуто приклад визначення 

максимальної сили або моменту, що діє на опору, де знаходиться машина з пружно-в’язкою підвіскою при вико-

нанні вимушених коливань. 

Ключові слова: вимушені коливання; коефіцієнт в’язкого опору; коефіцієнт динамічності; коефіцієнт запасу 

втомної міцності. 

 

Постановка проблеми 

Розвиток сучасного машинобудування характери-

зується зростаючими вимогами до міцності і вібростій-

кості об’єктів, які виконують вимушені коливання при 

наявності сили лінійного в’язкого опору. Зокрема, ак-

туальними є питання щодо залежності коефіцієнту ди-

намічності та коефіцієнту запасу втомної міцності опо-

рної конструкції, на якій знаходиться джерело збурю-

ючого фактору, від наступних параметрів: інерційних, 

жорсткісних, демпфуючих, амплітуди та частоти збу-

рюючого фактору. 

 

Аналіз останніх досліджень та публікацій 

Вимушені коливання двигуна на балці розглянуті 

в роботах [1-4], де визначаються власні частоти та ма-

ксимальні напруження в балках, як функції конструк-

тивних параметрів та механічних характеристик балки, 

при різних граничних умовах кріплення балок та поло-

женнях двигуна на невагомій балці і відсутності демп-

фера. В роботі [5-7] визначається необхідна кількість 

витків пружини, що тримає неврівноважену машину, 

за умови заданої величини коефіцієнту динамічності. 

Існуючі в техніці дисипативні характеристики механі-

чних систем та коливання машин на пружних балках 

розглядаються в джерелах [8, 9]. 

 

Мета статті 

Дослідити міцність об’єкту при вимушених коли-

ваннях машини з балкою чи іншою опорою, з точки 

зору підбору: амплітуди, частоти збурюючої сили та 

інерційних, жорсткісних, конструктивних і демпфую-

чих параметрів, які забезпечать необхідний коефіцієнт 

динамічності чи коефіцієнт запасу втомної міцності. 

 

Виклад основного матеріалу 

Теоретичні відомості 

В техніці досить часто механічні агрегати та тіла, 

на яких вони закріплені, виконують вимушені коли-

вання як в ідеальному середовищі, так і в умовах ліній-

ного в’язкого опору. Причинами коливань можуть 

бути особливості технологічного процесу, наявність 

ексцентриситету центру мас ротора двигуна та інше. 

При цьому, окрім потенціальних сил, на об’єкт ви-

вчення діє періодична збурююча сила відомої частоти. 
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В’язкий опір коливанням створюють сили тертя в зма-

щених кінематичних парах або в спеціально встанов-

лених демпферах в’язкого опору, що застосовуються 

для зменшення напружень в елементах конструкції і 

в’язях. Динамічна модель (ДМ) такої механічної сис-

теми показана на Рис. 1. 

 

 
 

Рис. 1 – Динамічна модель механічної системи, що виконує 

вимушені коливання під дією періодичної збурюючої сили, 

з демпфером лінійного в’язкого опору 

 

Розглянемо випадки, коли сила в’язкого опору до-

рівнює похідній по узагальненій швидкості від дисипа-

тивної функції Релея. Диференціальне рівняння руху 

об’єкту вивчення складемо, скориставшись рівнянням 

Лагранжу II-го роду [10, 11] 

 
𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝑇

𝜕𝑞̇
) −

𝜕𝑇

𝜕𝑞
= −

𝜕П

𝜕𝑞
−

𝜕Ф

𝜕𝑞̇
+ 𝑄𝑖

зб, 

 

де 𝑇 =
1

2
𝑎 ⋅ 𝑞̇2 – кінетична енергія, а – коефіцієнт 

інерції;  

П =
1

2
𝑐 ⋅ 𝑞2 – потенціальна енергія, с – коефіцієнт 

жорсткості;  

Ф =
1

2
𝑏 ⋅ 𝑞̇2 – дисипативна функція, 𝑏 – коефіці-

єнт в’язкого опору;  

𝑄зб = 𝐻 ⋅ 𝑠𝑖𝑛   𝜔𝑡 – узагальнена збурююча сила. 

 

Маємо диференціальне рівняння руху об’єкту  

 

 𝑞̈ + 2𝑛𝑞̇ + 𝑘2𝑞 = ℎ ⋅ 𝑠𝑖𝑛   𝜔𝑡, (1.1) 

 

де 𝑞 – узагальнена координата; 2𝑛 =
𝑏

𝑎
,  

𝑘2 =
𝑐

𝑎
,  ℎ =

𝐻

𝑎
. 

За узагальнену координату візьмемо переміщення 

того перерізу балки, з яким співпадає центр ваги дви-

гуна або іншого агрегату, що генерує збурюючу силу. 

Якщо маси балки і машини, що на ній знахо-

диться, одного порядку, треба при побудові динамічної 

моделі об’єкту знати коефіцієнт зведення маси балки 

𝜆. 

Застосувавши тезу про еквівалентність кінетичної 

енергії балки довжиною 𝑙, кінетичній енергії ДМ, 

центр мас якої знаходиться в перерізі балки 𝑙1 і, скори-

ставшись гіпотезою про те, що динамічні деформації 

змінюються по тому ж закону, що й статичні, маємо: 

 
1

2
∫ 𝑦̇2𝑑𝑚

𝑚б
=

1

2
⋅ 𝜆 ⋅ 𝑚б ⋅ 𝑣(𝑙1), 

 

де бm  – маса балки; 

𝑦(𝑥) – рівняння зігнутої осі балки. 

Оскільки швидкість елементу балки 𝑑𝑚 прямо 

пропорційна переміщенню цього перерізу, маємо: 

 
𝑦̇(𝑥)

𝑣(𝑙1)
=

𝑦(𝑥)

𝑦(𝑙1)
. 

 

Тому коефіцієнт зведення маси балки дорівнює 

 

 𝜆 =
∫ 𝑦2(𝑥)𝑑𝑥

𝑙
0

𝑙⋅𝑦2(𝑙1)
.  (1.2) 

 

Скориставшись тезою про еквівалентність потен-

ціальної енергії згинної деформації балки потенціаль-

ній енергії ДМ, розташованій в перерізі 𝑙1, та рівнян-

ням 𝑦(𝑥), коефіцієнт жорсткості с знаходимо з фор-

мули  

 

1

2
⋅ 𝑐 ⋅ 𝑦2(𝑙1) =

1

2 ⋅ 𝐸 ⋅ 𝐼
⋅ ∫ 𝐸2𝐼2

𝑙

0

(𝑦″(𝑥))2𝑑𝑥 

 𝑐 =
𝐸⋅𝐼⋅∫ (𝑦″(𝑥))2𝑑𝑥

𝑙
0

𝑦2(𝑙1)
. (1.3) 

 

Для проєктувальників та експлуатаційників даної 

механічної системи важливими, зокрема, можуть бути 

питання:  

- уникнення білярезонансних режимів коли-

вань; 

- підбору коефіцієнта 𝑏, який забезпечить най-

більшу дисипацію сил опору; 

- визначення коефіцієнту запасу втомної міцно-

сті балки, або інших застосованих в механічній системі 

в’язей. 

Відповіді на ці питання можна отримати, знаючи 

закон руху, тобто розв’язок диференціального рів-

няння (1.1). Як відомо, цей розв’язок є сумою розв’яз-

ків  

 

𝑞 = 𝐵 ⋅ 𝑒−𝑛𝑡 ⋅ 𝑠𝑖𝑛( 𝑘1𝑡 + 𝛿) + 𝐴 ⋅ 𝑠𝑖𝑛( 𝜔𝑡 + 𝛼). 

 

Тут 𝑘1 = √𝑘2 − 𝑛2, де 𝑘 = √
𝑐

𝑎
 – частота власних 

коливань.  
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З часом коливання з частотою 𝑘1 зникають, бо 

співмножник 𝑒−𝑛𝑡 з часом наближається до нуля. 

Тобто при усталеному русі маємо закон 

 

 𝑞 = 𝐴 ⋅ 𝑠𝑖𝑛( 𝜔𝑡 + 𝛼), (1.4) 

 

де амплітуда вимушених коливань дорівнює 

 

 𝐴 =
ℎ

√(𝑘2−𝜔2)2+4𝑛2𝜔2
 ,  (1.5) 

де ℎ =
𝐻

𝑎
. 

Максимальні напруження в тілах, на які опира-

ється двигун, прямо пропорційні амплітуді коливань. 

Замість того, щоб аналізувати залежність напружень 

від параметрів об’єкту 𝑎,  𝑏,  𝑐,  𝜔,  𝐻, розглянемо зале-

жність коефіцієнту динамічності 𝐾д від цих парамет-

рів. 𝐾д дорівнює відношенню деформації, що виникла 

під дією 𝑄зб, до деформації, яка виникає під дією сили, 

що дорівнює Н. Тому коефіцієнт динамічності дорів-

нює 

 

 𝐾д =
1

√(1−𝑧2)2+4𝑑2𝑧2
, (1.6) 

 

де коефіцієнт розладнання 𝑧 =
𝜔

𝑘
,   𝑑 =

𝑛

𝑘
. 

Максимуму 𝐾д досягає тоді, коли  

𝑓(𝑧) = (1 − 𝑧2)2 + 4𝑑2𝑧2 буде мінімальною. Прирів-

нявши похідну 𝑓 ′(𝑧) нулеві, з’ясуємо, що це відбу-

деться при значенні 𝑧1 = √1 − 2𝑑2, бо друга похідна 

𝑓"(𝑧1) > 0.  

Маємо висновок: при умові 𝑏 < √2 ⋅ 𝑎 ⋅ 𝑐 амплі-

туда досягає максимуму для значень 𝜔2 =
𝑐

𝑎
−

𝑏2

2𝑎2, 

тобто до настання резонансу (коли 𝜔 = 𝑘 = √
𝑐

𝑎
). На 

рисунку 2 зображена залежність коефіцієнту динаміч-

ності 𝐾д від 𝑧 при різних значеннях параметру d, який 

залежить від коефіцієнту опору 𝑏, оскільки  

𝑏 = 2𝑑 ⋅ √𝑎 ⋅ 𝑐.  

 

 
 

Рис. 2 – Залежність коефіцієнту динамічності 𝐾д від 𝑧 при 

різних значеннях коефіцієнту опору 𝑏 

Маємо:  

1) сила опору має суттєвий вплив на максимальні 

напруження в тридцятивідсотковій білярезонансній 

зоні;  

2) для великих значень швидкості 𝜔 напруження 

незначні. 

Враховуючи те, що 𝑧 = 𝜔 ⋅ √
𝑎

𝑐
, 𝑑 =

𝑏

2⋅√𝑎⋅𝑐
 замість 

формули (1.6) маємо формулу залежності коефіцієнту 

динамічності від параметрів 𝑎,  𝑏,  𝑐,  𝜔: 

 

 𝐾д =
𝑐

√(𝑐−𝜔2𝑎)2+𝜔2𝑏2
 . (1.7) 

 

Як відомо [12-15], при циклічному навантаженні 

об’єкту важливим є коефіцієнт запасу втомної міцно-

сті, який у випадку зміни напружень за симетричним 

циклом дорівнює: 

 

 𝑛𝜎 =
1

𝜎𝑎
𝜎−1

+
𝜎сер

𝜎м

 , (1.8) 

 

де 𝜎𝑎 – амплітудне напруження; 

𝜎−1 – межа витривалості матеріалу; 

𝜎сер – середнє напруження від сили ваги двигуна; 

𝜎м – границя міцності матеріалу. 

Для знаходження 𝜎сер треба застосувати формулу  

 

 𝜎сер =
𝑀зг(𝑃̄)

𝑊𝑥
, (1.9) 

 

де 𝑀зг(𝑃̄) – значення згинального моменту в пере-

різі, що співпадає з узагальненою координатою, від дії 

сили ваги двигуна 𝑃̄ = 𝑚дв ⋅ 𝑔̄; 

𝑊𝑥 – осьовий момент опору перерізу. 

 

 a д стK =  ,  (1.10) 

 

де 𝜎ст =
𝑀зг(𝐻̄)

𝑊𝑥
. 

Тобто значення 𝜎ст визначається за формулою 

(1.9), якщо замість сили 𝑃̄ на балку буде діяти сила, яка 

дорівнює 𝐻̄ – амплітуді збурюючої сили. 

 

Приклади 

Приклад 1.  

Двигун (Рис. 3) масою 𝑚1 закріплений жорстко на 

станині, маса якої 𝑚2. Центр маси ротору 𝑚0 знахо-

диться на відстані 𝑒 від осі обертання ротору. Між ста-

ниною і фундаментом є шар мастила, коефіцієнт в’яз-

кості якого 𝑏. Станина закріплена двома пружинами, 

загальна жорсткість пружин 𝑐. Треба визначити коефі-

цієнт 𝑏∗, при якому дисипація енергії буде найбільшою 

при рівномірному обертанні ротору з кутовою швидкі-

стю 𝜔. 
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Рис. 3 – Схема до розрахунку вимушених затухаючих коли-

вань станини з двигуном в горизонтальній площині 

 

Розв’язання. 

За узагальнену координату вибираємо перемі-

щення центру мас системи, яке відраховуємо від поло-

ження статичної рівноваги. Збурююча узагальнена 

сила дорівнює 𝐹зб = 𝐻 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 𝜔 𝑡, де 𝐻 = 𝑚0 ⋅ 𝜔2 ⋅ 𝑒. Ди-

ференціальне рівняння руху (1.1) має вигляд  

 

𝑥̈ + 2 ⋅ 𝑛 ⋅ 𝑥̇ + 𝑘2 ⋅ 𝑥 = ℎ ⋅ 𝑠𝑖𝑛 𝜔 𝑡, 

де 2𝑛 =
𝑏

𝑚1+𝑚2
, 𝑘2 =

𝑐

𝑚1+𝑚2
, ℎ =

𝑚0⋅𝜔2⋅𝑒

𝑚1+𝑚2
.  

 

Згідно (1.4) та (1.5), маємо закон усталеного руху  

 

𝑥 =
ℎ⋅𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡+𝛼)

√(𝑘2−𝜔2)2+4⋅𝑛2⋅𝜔2
. 

 

Щоб визначити коефіцієнт в’язкого опору 𝑏∗, 

знайдемо роботу сил опору 𝐴тер, як функцію параме-

тру 𝑏. За один період коливань 𝜏 =
2𝜋

𝜔
 розсіяна енергія 

дорівнює  

 

 𝐴тер = ∫ 𝑏 ⋅ 𝑥̇2 ⋅ 𝑑𝑡 =
𝑏⋅ℎ2⋅𝜋⋅𝜔

(𝑘2−𝜔2)2+4⋅𝑛2⋅𝜔2

2𝜋

𝜔
0

. (2.1) 

Значення коефіцієнту 𝑏∗ знайдемо з умови рівно-

сті нулеві похідної від роботи сили тертя, тобто  
𝑑𝐴тер

𝑑𝑏
= 0. Після диференціювання (2.1) по 𝑏, і врахову-

ючи, що 𝑛 =
𝑏

2𝑎
, отримаємо (𝑘2 − 𝜔2)2 − 𝑏∗

2 ⋅
𝜔2

𝑎2 = 0. 

Звідки маємо відповідь  

 

 𝑏∗ =
|𝑐−𝑎𝜔2|

𝜔
 . (2.2)  

 

В даному випадку 𝑎 = 𝑚1 + 𝑚2. 

 

Приклад 2.  

На балках, схеми яких показані в Таблиці 1, роз-

ташований двигун, на який діє періодична збурююча 

сила 𝐹зб. Амплітуда сили дорівнює 𝐻, кутова швид-

кість обертання ротора 𝜔. Для зменшення напруже-

ного стану балки під двигуном розміщено демпфер, ко-

ефіцієнт лінійного в’язкого опору якого дорівнює 𝑏. 

Відомі маси: двигуна – 𝑚дв, ротора – 𝑚р, балки – 𝑚б. 

При складанні динамічного рівняння руху об’єкту 

вивчення за узагальнену координату вибраний прогин 

«𝑦» того перерізу балки, з яким співпадає вісь симетрії 

двигуна.  

Виходячи з тези про еквівалентність потенціаль-

ної енергії пружних деформацій об’єкту і потенціаль-

ної енергії ДМ, отримані коефіцієнти жорсткості с, що 

розташовані в другому стовпчику Табл.1. Для схем 5 і 

6 балки вважаються жорсткими. 

Виходячи з тези про еквівалентність кінетичної 

енергії об’єкту вивчення кінетичній енергії ДМ, отри-

мані коефіцієнти інерції 𝑎, що показані в третьому сто-

впчику Табл.1. В схемах 3, 4, 5, 6 в коефіцієнтах інерції 

маса балки не врахована. 

 

Таблиця 1  

Коефіцієнти жорсткості і інерції для деяких розрахункових схем балок 

№ 

з/п 
Схема 

Коефіцієнт 

жорсткості 
Коефіцієнт інерції 

1 

 

𝑐 =
3

8
⋅

𝐸𝐼𝑥

𝑙3
 𝑎 = 𝑚д +

33

140
⋅ 𝑚б 

 

 

 

 
 

mm

m

1

2

0

1

2
c 1

2
c

F
зб

2l
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Продовження таблиці 1 

№ 

з/п 
Схема 

Коефіцієнт 

жорсткості 
Коефіцієнт інерції 

2 

 

𝑐 = 6 ⋅
𝐸𝐼𝑥

𝑙3
 𝑎 = 𝑚д +

17

35
⋅ 𝑚б 

3 

 

𝑐 = 3 ⋅
𝐸𝐼𝑥 ⋅ (𝑙1 + 𝑙2)

𝑙1
2 ⋅ 𝑙2

2  𝑎 = 𝑚д 

4 

 

𝑐 = 3 ⋅
𝐸𝐼𝑥

𝑙2
2 ⋅ (𝑙1 + 𝑙2)

 𝑎 = 𝑚д 

5 

 

𝑐 =
𝑐𝑛

4
 𝑎 = 𝑚д 

6 

 

𝑐 =
20

9
⋅ 𝑐𝑛 𝑎 = 𝑚д 

Мета – визначити коефіцієнт запасу втомної міц-

ності балок. 

 

Алгоритм дій при визначенні коефіцієнту запасу 

втомної міцності балок, наведених в Табл.1 (з наперед 

визначеним коефіцієнтом b ), представлений в 

Табл. 2. 

F
зб

ll

F
зб

l 1 l 2

F
зб

l 1 l 2

F
зб

l l

Сп

F
зб

l

Сп Сп

2
l

2
l
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Таблиця 2 

Алгоритм дій при визначенні коефіцієнту запасу втомної міцності балок 

Номер 

дії 

Дано:  

положення двигуна на балці, маса двигуна 𝑚дв, маса балки 𝑚б; фо-

рма перерізу балки; 𝐼𝑥 ,  𝑊𝑥; матеріал балки: 𝐸, 𝜎−1, 𝜎м. 

Знайти 

(𝑎,  𝑐 – див. табл.1) 

1 
Дано:   - швидкість збурюючої сили 

𝑏∗ =
|𝑐 − 𝑎𝜔2|

𝜔
 

2 

В залежності від схеми Мзг (𝑚д ⋅ 𝑔̄) 

𝜎сер =
𝑀зг(𝑃̄)

𝑊𝑥
 

3 

В залежності від схеми Мзг (𝐻̄) 

𝜎ст =
𝑀зг(𝐻)

𝑊𝑥
 

4  𝜎𝑎 = 𝐾д ⋅ 𝜎ст 

5 
 

𝑛𝜎 =
1

𝜎𝑎

𝜎−1
+

𝜎сер

𝜎м

 

Приклад 3.  

Умова. На стальній балці (Рис. 4) закріплений 

двигун, який має незбалансований ротор, радіус дисба-

лансу 𝑒, кутова швидкість ротору 𝜔. Балка має прямо-

кутний перетин 𝑏1 x ℎ1, механічні характеристики: 

𝐸, 𝜎м, 𝜎−1. Вертикальна збурююча сила дорівнює 

𝐹зб = 𝑚𝑝 ⋅ 𝜔 2 ⋅ 𝑒 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 𝜔 𝑡. 

Мета. Підібрати характеристику демпфера 𝑏 таку, 

при якій коефіцієнт запасу втомної міцності балки до-

рівнює 2. 

 

 
 

Рис. 4 – Схема балки з незбалансованим двигуном і демпфе-

ром 

 

Дано: маси 𝑚б, 𝑚дв, 𝑚р                 𝑎 = 𝑚д +
33

140
⋅ 𝑚б, 

𝐻 = 𝑚𝑝 ⋅ 𝜔2 ⋅ 𝑒. 

Балка:  

2𝑙,  𝐸, 𝜎−1, 𝜎м; 𝐼𝑥 =
𝑏1⋅ℎ1

3

12
, 𝑊𝑥 =

𝑏1⋅ℎ1
2

6
                 𝑐 =

3

8
⋅

𝐸𝐼𝑥

𝑙3 . 

Визначити: 𝑏. 

 

Розв’язання 

Згідно формули (1.8), маємо: 

 

 2 =
1

𝜎𝑎
𝜎−1

+
𝜎сер

𝜎м

                   
𝜎𝑎

𝜎−1
+

𝜎сер

𝜎м
=

1

2
   (2.3) 

Згідно формули (1.9) : 𝜎сер =
𝑚дв⋅𝑔⋅12⋅𝑙

𝑏1⋅ℎ1
2 ,  

𝜎сер =
12⋅𝑙⋅𝑚𝑝⋅𝜔2⋅𝑒

𝑏1⋅ℎ1
2 . 

Згідно формул (1.7), (1.10):  

𝜎𝑎 =
𝑐

√(𝑐−𝜔2𝑎)2+𝜔2𝑏2
⋅ 𝜎ст. 

Невідому характеристику демпфера 𝑏 знайдемо 

після підстановки 𝜎𝑎, 𝜎−1, 𝜎сер, 𝜎м в формулу (2.3). 

 

Приклад 4. – Застосування пружно-в’язкої підві-

ски 

Теоретичні відомості. 

В інженерній практиці досить часто зустріча-

ються випадки, коли незбалансована машина знахо-

диться на жорсткій плиті, яка закріплена до опорних 

елементів фундаменту. При цьому, періодична збурю-

юча сила 𝑄зб = 𝐻 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 𝜔 𝑡 через плиту діє на елементи 

фундаменту, створюючи в них певні напруження. 

Якщо жорстка плита розміщена на пружних елементах 

(наприклад, пружинах) і може виконувати тільки вер-

тикальні коливання, власну частоту об’єкту легко 

знайти при відомій сумарній жорсткості пружин та вазі 

двигуна з плитою. При цьому, якщо застосовуються 

сталеві пружини, непружний опір майже відсутній. 

Якщо застосовуються засоби демпфування з викорис-

танням високомолекулярних сполук або матеріалів з 

високим коефіцієнтом розсіювання внутрішньої енер-

гії при деформуванні (гумові, еластомірні, поліурета-

нові, пробкові прокладки, тощо), коливання відбува-

ються в умовах в’язкого опору. Саме такі матеріали за-

стосовують, наприклад, в поглинаючих апаратах заліз-

ничних вагонів, де треба забезпечити найскоріше при-

пинення коливань.  

Будемо вважати, що сила в’язкого опору підвіски 

пропорційна швидкості коливань. Ці умови можна 

змоделювати за допомогою комбінації ідеально пруж-

них пружин та гідравлічного амортизатора (демпфера), 

як показано на Рис. 1. В умовах в’язкого опору найбі-

льша сила, що буде діяти на фундамент з боку 

F
зб

2l
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демпфера, може бути визначена за формулою, яка на-

ведена в роботі «Коливання в інженерній справі», 

С.П. Тимошенко  

 

 𝐹д√1 + (
𝑏

𝑎
⋅

𝜔

𝑘2)
2

𝑚𝑎𝑥
 , (2.4) 

 

де 𝐻 – амплітуда збурюючої сили, 𝑎 – коефіцієнт 

інерції, 𝑏 – коефіцієнт в’язкого опору, 𝑘 – власна час-

тота, 𝜔 – частота збурюючої сили. 

Коефіцієнт динамічності, згідно формули (1.6), 

дорівнює  

 

 𝐾д =
1

√(1−
𝜔2

𝑘2 )
2

+(
𝑏

𝑎
⋅

𝜔

𝑘2)
2
 .  (2.5) 

 

Якщо пружини вибрані так, що власна частота 

об’єкту вивчення у порівнянні з частотою збурюючої 

сили невелика (тобто відношення 
𝜔

𝑘
 – велике), амплі-

туда вимушених коливань буде малою (про це свідчать 

графіки Рис. 2) в порівнянні з переміщеннями, які ви-

никли при статичній дії сили 𝑄зб.  

Визначена сила 𝐹𝑚𝑎𝑥 дозволяє виконати розраху-

нки на міцність як самих вузлів демпфування, так і 

опорних елементів фундаменту. 

Умова задачі 

При роботі однофазного генератора, електричні 

сили створюють змінний крутний момент, що зале-

жить від кутової швидкості ротора 

 

𝑀 = 𝑀0 + 𝑀1 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 𝜔 𝑡, 

 

де 𝜔 – кутова швидкість ротора, t – час; 

𝑀0, 𝑀1 – постійні величини. 

Статор генератору (Рис. 5) бічними лапами спира-

ється на опорні елементи фундаменту. Реакції опор мо-

жна знайти, розглянувши дію постійного і змінного 

моментів окремо. В обох випадках отримані реакції бу-

дуть створювати відповідні пари сил, що протидіють 

активним моментам. 

При дії постійного моменту 𝑀0 реакції опор мо-

жна визначити з рівнянь рівноваги статики. Ця стати-

чна складова реакцій не змінюється з часом.  

При дії змінного моменту 𝑀1 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 𝜔 𝑡 статор буде 

виконувати вимушені обертальні коливання, які приз-

ведуть до появи динамічних складових реакцій. Проте, 

для довільного моменту часу завжди буде виконува-

тись правило – активний момент урівноважується мо-

ментом сил реакцій.  

Повне навантаження на опори і відповідно реакції 

є сумою статичних і динамічних складових.  

Для зниження рівня динамічних навантажень 

опорні вузли машини окрім пружних елементів мо-

жуть забезпечуватись демпферами в’язкого опору. 

Тоді, при розв’язанні задачі, основною проблемою є 

визначення навантаження, з яким машина діє на опору 

при наявності демпфера. 

Спробуємо визначити це навантаження, викорис-

товуючи підходи, запропоновані вище.  

 

 
 

Рис. 5 – Генератор на пружно-в’язких опорах 

 

Будемо вважати, що сила реакції пружин склада-

ється з двох частин: пружної, пропорційної деформації 

пружин, та сили демпфування, пропорційної швидко-

сті. Якщо позначити через   кут повороту статора при 

коливаннях, маємо, згідно рівняння Лагранжа ІІ роду, 

диференціальне рівняння руху 

 

 𝐼 ⋅ 𝜑̈ + 𝑏 ⋅ 𝜑̇ + 𝑐 ⋅ 𝜑 = 𝑀1 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 𝜔 𝑡, (2.6)  

 

де 𝐼 – момент інерції статора; 𝑏 – момент пари сил 

в’язкого опору при кутовій швидкості, що дорівнює 

одиниці; с – коефіцієнт жорсткості, який виражає кру-

тний момент, що забезпечує кут повороту статора на 

один радіан. 

Використовуючи позначення, прийняті в рівнянні 

(1.1) 2𝑛 =
𝑏

𝐼
,  𝑘2 =

𝑐

𝐼
,  ℎ =

𝑀1

𝐼
, замість (2.6) маємо: 

 

𝜑̈ + 2𝑛 ⋅ 𝜑̇ + 𝑘2 ⋅ 𝜑 = ℎ ⋅ 𝑠𝑖𝑛 𝜔 𝑡. 

 

Після розв’язку рівняння маємо можливість 

знайти максимальний крутний момент, з яким генера-

тор, навантажений змінним моментом 𝑀1 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 𝜔 𝑡, діє 

на опори при встановлених демпферах в’язкого опору. 

Величина цього моменту згідно (2.4) дорівнює 

 

 𝑀𝑚𝑎𝑥 =
𝑀1⋅√1+(

𝑏

𝐼
⋅

𝜔

𝑘2)
2

√(1−
𝜔2

𝑘2 )
2

+(
𝑏

𝐼
⋅

𝜔

𝑘2)
2
 . (2.7) 

 

Відомі моменти 𝑀0 та 𝑀𝑚𝑎𝑥 дозволять визначити 

повні максимальні реакції опор генератору з подаль-

шим аналізом міцності опорних вузів і елементів фун-

даменту. 

 

 

О



ВІСНИК ПРИАЗОВСЬКОГО ДЕРЖАВНОГО ТЕХНІЧНОГО УНІВЕРСИТЕТУ 

2026р. Серія: Технічні науки Вип. 53. Т. 1 

 p-ISSN: 2225-6733; e-ISSN: 2519-271X  

 

 
131 ПРИКЛАДНА МЕХАНІКА 135 

 

 

Висновки 

1) Запропонований і реалізований на прикладах 

коливань двигуна на вагомій балці алгоритм визна-

чення коефіцієнту втомної міцності при попередньо 

вибраному коефіцієнту в’язкого опору демпфера, що 

забезпечує найбільшу дисипацію енергії. 

2) Максимальні значення сили та крутного моме-

нту, які діють при вимушених коливаннях на опору, де 

знаходиться машина з пружно-в’язкою підвіскою, 

знайдені як функції інерційних, жорсткісних, демпфу-

ючих параметрів об’єкту та частоти і амплітуди збурю-

чого фактору.  
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The work is devoted to the issues of strength and selection of damping characteristics in mechanical systems that perform 

forced oscillations under the action of a periodic disturbing factor in an ideal environment and in the presence of linear 

viscous resistance forces. In order to study the stressed state of the object of study, it is proposed to use the formula for 

the dependence of the dynamic coefficient on the inertial, stiffness, damping parameters of the object and the frequency 

of the disturbing force. At the same time, the conclusions are made: - with a certain combination of these parameters, the 

amplitude of the oscillations (and therefore the stresses) reach maximum values before resonance; - for large values of 

the frequency of the disturbing factor, the stresses are insignificant. Practical recommendations are given for determining 

the value of the viscous resistance coefficient at which: - energy dissipation in the system will be the greatest; - the fatigue 

strength reserve coefficient of the beam on which the engine is located has a given value. An algorithm of actions for 

determining the fatigue strength reserve factor for common examples of engine locations with a damper on a beam and 

various cases of its fastening in engineering practice is proposed and implemented. When compiling the differential 
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equation of motion of the dynamic model, the elastic deformation of the beam section with which the center of gravity of 

the engine coincides was chosen as the generalized coordinate. The beam stiffness coefficient was found from the thesis 

on the equivalence of the potential energy of the beam deformation to the potential energy of the dynamic model. Since 

the masses of the beam and the engine are of the same order, the coefficient of reducing the beam mass to the generalized 

coordinate is determined from the thesis on the equivalence of the kinetic energy of the beam to the kinetic energy of the 

dynamic model. An example is considered when the disturbing force has two components. Differential equations of motion 

are compiled, a frequency equation is obtained, by solving which it is possible to select the frequency of the disturbing 

force for the non-resonant mode. Formulas for the amplitude of forced oscillations are obtained. 

Keywords: forced oscillations; viscous drag coefficient; dynamic coefficients; fatigue strength reserve coefficient. 
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